Curvas Espaciais

META

Estudar as curvas no espago (R3).

OBJETIVOS
Descrever o movimento de objetos

no espaco.

PRE-REQUISITOS

Fungoes vetoriais (Aula 08).
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9.1 Introdugao

Na aula anterior, estudamos as fung¢oes vetoriais. Nesta aula, estu-

daremos o movimento de objetos no espaco utilizando tais fungoes.

9.2 Movimentos no espaco

Para descrever o movimento de uma particula no espago precisamos
explicar onde a particula estid a cada instante de tempo t de um
certo intervalo. Assim, a cada instante ¢ no intervalo considerado
I, corresponde um ponto r(t) e o movimento ¢ descrito por uma
funcdo vetorial ¥: I — R3.

Suponha que f,g e h sejam fungdes reais continuas em um
intervalo I da reta. Entao o conjunto C' de todos os pontos (z,y, 2)

no espago para os quais

r = f(t)
y=g(t) (9.1)
z = h(t)

e t varia no intervalo I é chamado curva espacial ou curva em R3.
As equagoes em (9.1) sd@o denominadas equagoes paramétricas de
C et é denominado o parametro.

Se considerarmos a fungao vetorial ¥(t) = (f(¢), g(t), h(t)), en-
tao r(t) é um vetor posicdo do ponto P(f(t),g(t),h(t)) sobre C.
Assim, qualquer funcao vetorial define uma curva espacial C' que

é tragada pela ponta do vetor em movimento.

Defini¢ao 9.11. Seja ¥ : I — R3 uma curva. O traco de ¥ é a

imagem do intervalo I por .
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P(f(t),g(1), h(z))

9!

r(t)

X
Figura 9.30: Trago de .
Exemplo 9.2.1. Descreva o trago da curva espacial dada por
r(t)=(2—-3t, —t, —2+1).
Solugao: As equagoes paramétricas correspondentes sao
r=2-3t y=—-t, z=-2+t

que sao as equagoes paramétricas de uma reta passando pelo ponto
(2,0,—2) e paralela ao vetor (—3,—1,1). Outro modo de ver é
observar que a funcdo pose ser escrita como ¥ = ¥y + tv, onde

ro = (2,0,-2) e v=(-3,—-1,1). (Ver Figura 9.31)

Exemplo 9.2.2. Esboce o trago da curva cuja equagao vetorial é

dada por

. L 5
r(t) = cos ti+ sen tj+tk te [0, ;]
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Figura 9.31: Trago da curva dada no Exemplo 9.2.1.

Solucao: As equagoes paramétricas para essa curva sao

x =cost
Yy =3sent
z=1t

Como 22 + 32 = cos®t + sen®t = 1, a curva precisa pertencer ao
cilindro circular 22 4+ y?> = 1. O ponto (x,y, 2) esta diretamente
acima do ponto (z,y,0), que se move no sentido anti-horario em
torno da circunferéncia 22 4+ y?> = 1 no plano zy. Como z = t, a
curva faz uma espiral para cima ao redor de um cilindro quando ¢

aumenta. A curva, mostrada na Figura 9.32, é chamada hélice.

Nos exemplos 9.2.1 e 9.2.2 demos as equagoOes vetoriais das
curvas e pedimos uma descrigao geométrica ou esbogo delas. No
proximo exemplo daremos uma descricao geométrica da curva e

pediremos para determinar suas equagoes paramétricas.

Exemplo 9.2.3. Determine a equagao vetorial para o segmento
de reta ligando o ponto P(1,3,—2) ao ponto Q(2,—1,3).

Solugao: Uma equagao para o segmento de reta de P a @ (Ver
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/(0)

Figura 9.32: Hélice

Figura 9.33):
Ft) = (1—-1)(1,3,-2) +¢(2,-1,3), 0<t<1

ou

F(t) = (14,3 —4t,—245t), 0<t<1.

Como vimos, a fungio vetorial T tem derivada ¥ () em t € T se

Lembre que, se ¥(t) = (f(t),g(t), h(t)), entdao ¥ (t) = (f'(t), ¢'(t), W' (t)).
r(t+ h) — 7(t)
h

recdo que, conforme h tende a zero, aproxima-se da dire¢ao que

A Figura 9.34 mostra que o vetor tem a di-
costumamos chamar a dire¢do tangente a curva r em r(¢).

A derivada 7' () se existe e ¢ diferente do vetor nulo é chamado
de vetor tangente a I em r(t). Deste modo, a equagdo da reta

tangente a curva r em r(tg) é dada por

(w,y,2) = F(to) + ¥ (ty), tE€R.
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Figura 9.33: Segmento de reta ligando o ponto P(1, 3, —2) ao ponto
Q(2,-1,3).
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o+ F(tph)- (1)

F{t+h)

r|r+hhp— rit) L O<h<l

Figura 9.34: Vetor Secante (Figura a esquerda) e Vetor Tangente

(Figura a direita).

Teremos ocasiao de considerar o versor tangente, dado por

Temos que ||T(t)|| = 1, para todo t € I, logo, segue do Exemplo
8.4.1, que T'(t) - T'(t) = 0, ou seja, os vetores T'(t) e T'(t) sao
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ortogonais. O vetor

T
NO = 1w

¢ denominado vetor normal principal unitario a r em r(t).
O vetor B(t) = T(t) x N(t) é denominado vetor binormal, é

perpendicular a T' e N e também ¢é unitario. (Veja Figura 9.35)

Figura 9.35: Vetores tangente, normal e binormal.

O numero

[HORSHO]
I )1

é denominado curvatura de uma curva espacial ¥ em r(t) e mede

k=

quao rapidamente a curva muda de dire¢ao no ponto.

Exemplo 9.2.4. Considere a hélice com equagbes paramétricas

T = 2cos t
y=sent
z=1

Determine as equagoes paramétricas para a reta tangente a hélice
no ponto (0,1, 7/2).

Solugao: A equagao vetorial da hélice é ¥(t) = (2cos t, sent, t),
de modo que

F(t) = (—2sent, cost, 1).
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Note que o valor do parametro correspondente ao ponto (0,1, 7/2)
ét =7/2, e o vetor tangente é ' (7/2) = (—2,0,1). A reta tangente
que passa por (0,1,7/2) e é paralela ao vetor (—2,0,1) é dada por

(x,y,2) = (-2,0,1) +t(0,1,7/2), teR

ou

T = —2t
z=75+t

Figura 9.36: Traco da hélice e da reta tangente.

Exemplo 9.2.5. Determine os vetores normais e binormais da

hélice circular

(t) = cos ti + sen t] + tk.




Livro de Calculo II

Solucgao:

F(t) =

Isso mostra que o vetor normal em um ponto da hélice circular

é horizontal e aponta em direcdo ao eixo-z. O vetor binormal é

B(t) =

Temos que

—sen ti + cos tj—i— 1k

¥ (t) 1

F@) V2

%(—cos ti — sen tj)
T'(t)

1)l

Figura 9.37: Triedro TN B

T(t) x N(t) = 7

1
75

1" =

-

)
—sen t

—cos t

sen t, —cos t, 1).

1
V2

J
cos t

—sen t

= —cos ti — sen tj = (—cos t, sen t, 0)

k
1

A Figura 9.37 ilus-
tra o Exemplo 9.2.5
mostrando os vetores
T, N e B em dois
pontos da hélice cir-
cular. Em geral, os
vetores T, N e B
comegando nos varios
ponto, formam um con-
junto de vetores or-
togonais, denominados
triedro TINB, que se
move ao longo da curva
quando t varia.
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Exemplo 9.2.6. Determine a curvatura da curva dada pela equagao
vetorial F(t) = (,t2,43) em um ponto genérico e em (0,0, 0).
Solucao: Temos que
¥(t) = (1,2t,3t%) '(t) = (0,2,6t)
IF(6)]| = V1 + 482 + 9¢4
ik
Ft)yx'(t)=|1 2t 32 | =6t — 6t + 2k

0 2 6t

IF(£) x F'(1)]| = V/36t4 + 3612 + 4 = 2/9t4 + 912 + 1

Entao a curvatura da curva r em r(¢) ¢ dada por

k(1) = IF'(t) x T'(1)]| 2Vt + 9 + 1
TR @PE (42943

Na origem, a curvatura é k(0) = 2.

9.3 Movimento no espago: Velocidade e Acel-
eracao

Nesta se¢ao mostraremos como as idéias dos vetores tangente e nor-
mal, podem ser usadas na fisica para estudar o movimento de obje-
tos, sua velocidade e sua aceleragao, quando eles estao se movendo
ao longo de uma curva espacial.

Suponha que uma particula se mova no espago de forma que

seu vetor posi¢ao no instante ¢ seja r(t). Observe que o nimero

¥t + h) — (@)
Id ’

para h pequeno, é a velocidade média de ¥ no intervalo de t a t+ h.

Se ¥'(t) existe, entdo

¥t +h) —T@)|
Id

()] = l
()] Jim

(142
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De fato, notemos que

a
r(t+ h) — 1t " 1]
0 < =IO jery| <o 7 7
< r(t%}z‘_r(t)—I_"'(t)H%O, com h — 0.

Logo

¥+ 1) = FOl
i I ()]

com h — 0.

Assim ||F'(¢)|| é um limite de velocidades médias sobre um inter-
valo arbitrariamente pequeno. Por essa razdo, ||¥’(t)|| é chamado
a velocidade (ou rapidez) da particula que se move no espago sob
a curva ¥ no ponto ©(t) e v(t) = 7' (t) ¢ dito vetor velocidade de ¥
em r(t).

Da mesma forma, ||F’(¢)|| ¢ a aceleracio da particula que se
move no espaco sob a curva ¥ no ponto ¥(t) e a(t) = v'(t) =t (t)
é dito vetor aceleragao de r em r(t).

Exemplo 9.3.1. O vetor de um objeto se movendo no espago é
dado por ¥(t) = (t> + 1, t3, t2 — 1). Determine a velocidade, a
rapidez e a aceleragao do objeto no instante ¢ = 1.

Solugao: A velocidade e a aceleragao no instante t sao
v(t) = F(t) = (2t, 3t%, 2t)
a(t) =7"(t) = (2, 6t, 2)

e a rapidez é

o)l = v/ (2t)2 + (3t2)2 + (2t)2 = /812 + 9t4.

Quando t = 1, temos

v(1) = (2,3,2), a(t) =(2,6,2), [v(@)] = \/1_7
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Figura 9.38: Vetor Velocidade e Vetor Aceleracao.

Exemplo 9.3.2. Uma particula de move de uma posic¢ao inicial
£(0) = (0,0,0) com velocidade inicial v(0) =7 — j. Sua aceleracao
¢ dada por a(t) = 4ti+6tj + k. Determine sua velocidade e posicao
no instante ¢.

Solugao: Como a(t) = v'(t), temos
u(t) = /a(t)dt = /(4t?+ 6t + k)dt = 2t%7 + 3t2] + th 4+ C
Para determinar o valor de C, usaremos o fato de que v(0) =i —J.
A equacao anterior nos da v(0) = C, assim C' = i—je
v(t) = 2057+ 3% + th+i—j = (26> + 1)i + (3t> — 1)] + tk.
Como v(t) = ¥ (t), temos

F(t) = /v(t)dt = /((2t2 +1)i+ (3t — 1)] + tk)dt

2 - - 2.
= <3t3+t> i+(t3—t)j+5k:+D
Para determinar o valor de D, usaremos o fato de que r(0) = 0. A
equagao anterior nos da ¥(0) = D, assim D =0 e

. 25, N7 3 7. Uy
r(t) = §t +t )i+ (t —t)]+§k.
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9.4 Comprimento de Arco

O comprimento de uma curva é a distancia total percorrida pela
particula mével. Prova-se que dada uma curva ¥ : [a,b] — R3,

seu comprimento é dado por

b
(i) = / I () | dt.

Vejamos uma interpretacao:

Figura 9.39: Comprimento de arco.

¥ (t)| - A; = comprimento de arco destacado, melhorando a
aproximacao quando Delta; — 0.
Assim:

n

b
o) = Jim ST A = [0

=1
Observagao 9.5. O Leitor interessado na dedugao dessa formula

pode consultar, por exemplo, o livro Advanced Calculus - Buck -

pag. 321.

Exemplo 9.4.1. Considere a curva ¥ : [0,27] — R? dada por
£(t) = (cos t, 0). E facil ver que (Veja a Figura 9.40) que o com-

primento da curva é 4.
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Figura 9.40: Trago da curva r(t) = (cos t, 0).

Vamos calcular agora pela definigao:
2m 2m 2w
c(r) = / | (t)||dt = / ||(—sen t, 0)||dt = V (—sen t)2dt
0 0 0
= 2/ sen tdt = 2[—cos t|; = 2(—cos ™+ cos 0) = 2(2) = 4.
0

Exemplo 9.4.2. Considere a hélice circular ¥(t) = (cos t, sent, t), t €

[0, 27]. Seu comprimento ¢ dado por

21 21
o) = / ¥ ()t = / I(=sen t, cos ¢, 1)|dt
0 0

27 27
= V (=sen t)2 + (cos )2 + 1dt = / V2dt = 2v/27.
0

0

9.5 Resumo

Vimos nesta aula, que uma curva espacial é dada por uma funcao
vetorial ¥ : I — RR3.
A derivada ¥'(t) se existe e ¢ diferente do vetor nulo é chamado

de vetor tangente a r em r(t). O versor tangente é dado por

D
TO= 170
O vetor
0
N = ]

(146,
\F I-.._.J‘:.‘/ .
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é denominado vetor normal principal unitario a ¥ em r(t).

O vetor B(t) = T'(t) x N(t) é denominado vetor binormal, é
perpendicular a T' e N e também é unitéario.

Se uma particula se move no espago de forma que seu vetor
posigao no instante ¢ seja r(t). Entao sua velocidade e sua aceler-
a¢do no instante t sio dadas por ||¥'(¢)|| e ||[F”()||, respectivamente.

O comprimento de uma curva é a distancia total percorrida pela
particula moével. Prova-se que dada uma curva ¥ : [a,b] — R3,

seu comprimento é dado por

b
(i) = / I () |t

9.6 Atividades

01. Esboce o gréfico da curva cuja equagao vetorial é dada por:

(a) E(t) = 127 + t*] + tOk;

(b) ¥(t) = (sen t, 3, cos t);
(¢) ¥(t) = (1 +1t, 3t, —t);
(d) F(t) = ti +t] + cos tk.

02. Encontre uma equagao vetorial e equagdes paramétricas para

o segmento de reta que liga P(—2, 4, 0) e Q(6, —1, 2).

03. Duas particulas viajam ao longo das curvas espaciais
Fi(t) = (t, 12, t3) To(t) = (1 +2t, 1+ 6t, 1+ 14¢).

As particulas colidem? Suas trajetorias se interceptam?

04. Determine os vetores tangente, normal, binormal e o versor

tangente no ponto com valor de pardmetro ¢ dado.
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(a) T(t) = (6t°, 413, 2t), t = 1;
(b) E(t) = 4V/ti + 2] + th, t = 1;

—

(¢) F(t) = €7+ e72] + te?k, t = 0.

05. Determine as equagoes paramétricas para a reta tangente a
curva dada pelas equagbes paramétricas, no ponto especificado.
(a) =12, y=t* z=13 (1,1,1)

(b) x =e"tcost, y=etsent, z=¢€"% (1,0,1)

06. Determine o comprimento da curva dada:
(a) T(t) = (2sen t, 5t, 2cos t), —10 <t < 10;
(b) F(t) = 127+ 2t] +1n th, 1 <t <e;

07. Determine a curvatura da curva dada por ¥(t) = elcos ti +

etsen tj + tk no ponto (1,0,0).

08. Determine os vetores velocidade e aceleracao e a rapidez da
particula cuja fungao posicao é dada:

(a) F(t) = (V2t, €', e7);

(b) E(t) = €(cos ti + sen t] + tk).

09. Determine os vetores velocidade e de posi¢ao de uma particula

dadas a sua aceleragao, velocidade e posigao iniciais.

—

a(t) = =5k, v(0) =7+ j — 2k, ¥(0) = 27 + 3j.

10. Mostre que, se uma particula se move com rapidez constante,

entao os vetores velocidade e de aceleracao sao ortogonais.
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9.7 Comentario das Atividades

Essas atividades, sdo referentes aos assuntos discutidos no decorrer
desta aula e tém o objetivo de vocé (aluno) exercitar os conceitos
aprendidos.

Lembre-se, sempre, que existem tutores para ajuda-los na res-

olucao dessas atividades.
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