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Resumo

Neste trabalho de conclusdo de curso do programa de Pds-Graduacdo em
matematica PROFMAT da UNIRIO, apresentamos um resumo historico sobre o estudo
das conicas (circunferéncias, elipses, pardbolas e hipérboles) e superficies quadricas
(paraboldides, elipsdides, hiperboldides e cones), e nosso objetivo principal € estudar

um método de classificacdo das mesmas através de suas equacdes algébricas.

Nesta dissertacdo abordamos também os pré-requisitos necessarios para que 0
leitor, com pouca familiaridade no assunto, possa compreender cada etapa de seu
desenvolvimento. Como gostariamos que esta monografia fosse apreciada por alunos do
Ensino Médio, houve uma grande preocupagdo com a linguagem utilizada.

Alunos de graduacdo também encontrardo aqui uma fonte de consulta para parte
de seus estudos. Ao final do trabalho hd uma proposta de algumas atividades (bem
como as solucbes das mesmas) que podem ser desenvolvidas em sala de aula, além de
um artigo extraido da Revista do Professor de Matematica (RPM) que relata a
experiéncia de um professor aplicando uma aula sobre conicas para uma turma de

Ensino Médio.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foi utilizado o software gratuito
Geogebra, além de algumas imagens obtidas através da internet.

Palavras-chaves: Apoldnio, forma quadrética, classificacdo de conicas e quadricas.



Abstract

In this conclusion work of the Postgraduate Course in Mathematics PROFMAT
UNIRIO program, we present a historical overview of the study of conics (circles,
ellipses, parabolas and hyperbolas) and quadric surfaces (paraboloids, ellipsoids,
hyperboloids and cones), and our main goal is to study a method of classification of the
same through their algebraic equations.

On this dissertation we also approach the necessary pre-requisites to the reader
with little familiarity on the subject, can be able to understand each stage of its
development. How we wish that high school students could appreciate this monograph,
there was a great concern with the language used.

Graduate students will also find here a source of consultation for part of their
studies. At the end of the work there are some proposed activities (as well as their
solutions) these activities may be developed in the classroom, beyon an article reprinted
from the Mathematics Teacher (RPM) that relates the experience of a teacher applying a
lesson on conic to a high school class.

During the development of this work free software GeoGebra was used, some
images taken over the internet were also used.

Keywords: Apollonius, quadratic form, classification of conics and quadrics.
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INTRODUCAO

Nesta monografia abordaremos o estudo das conicas e quédricas. A histéria da
Matematica nos mostra que o interesse pelo seu estudo € bem antigo. Os historiadores
atribuem ao matematico Menaecmus (380 — 320 a.C. aproximadamente), discipulo de
Eudoxio na Academia de Platdo, a descoberta das curvas conicas ou se¢des conicas
quando trabalhava na resolugédo do problema da duplicacdo do cubo. Foi ele o primeiro
a mostrar que as elipses, as hipérboles e as parabolas sdo obtidas como sec¢Ges de um
cone quando cortado por planos ndo paralelos a sua base.

Nos escritos de Pappus de Alexandria (350 — 290 a.C., aproximadamente),
credita-se ao gedbmetra grego Aristeu (370 — 300 a.C.) a publicacdo do primeiro tratado
sobre secBes conicas. Mais tarde, 0 astrbnomo e matematico grego Apoldnio de Perga
recompilou e aprimorou os resultados conhecidos até entdo sobre o assunto na sua obra
Secdes Conicas. Sabe-se pouco sobre a vida de Apoldnio de Perga, sul da Asia Menor.
Sugere-se que viveu de 262 a 190 a.C. — parece ter-se considerado um cordial rival de
Arquimedes. Supde-se ter sido educado em Alexandria e por algum tempo ter ensinado
em sua “Universidade”. Gragas ao apoio de Lisimaco, general de Alexandre, transferiu-
se para Pérgamo (donde a palavra pergaminho), onde havia uma biblioteca e uma
“Universidade” so inferiores as de Alexandria.

Apoldnio de Perga

Apoldnio, e ndo Euclides, mereceu dos antigos o epiteto de o0 Grande Gebmetra
e isto pode nos parecer inaceitavel. A verdade € que ndo se pode questionar o mérito de
ambos. Euclides tornou-se sinbnimo de geometria por sua amplamente conhecida obra
Os Elementos enquanto a maior parte das obras de Apol6nio desapareceu.

Apesar de sua produtividade cientifica, apenas dois dos muitos tratados de
Apoldnio se preservaram em grande parte. Todas as versdes gregas de Dividir segundo
uma razao se perderam ha muito tempo, mas néo antes de ser feita uma traducéo arabe.
Em 1706 Halley, amigo de Newton, publicou uma traducdo da obra para o latim, e
depois disso apareceu em linguas atuais. Alem desse tratado, s6 uma obra de Apolonio
se preservou substancialmente, mas essa foi certamente sua obra-prima — As conicas.
Dessa obra famosa s metade — os quatro primeiros dos oitos livros de que se compunha
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— existe ainda em grego; felizmente, um matematico arabe, Thabit ibn Qurra, tinha
traduzido os trés seguintes, e dai entdo apareceram edi¢cGes em muitas linguas.

As secOes conicas eram conhecidas havia cerca de um século e meio quando
Apoldnio escreveu seu célebre tratado sobre essas curvas. Pelo menos duas vezes nesse
intervalo de tempo tinham sido escritas exposicOes gerais — por Aristeu e por Euclides —
mas assim como Os elementos de Euclides substituiram textos elementares anteriores,
assim em nivel avancado o tratado sobre Conicas de Apol6nio derrotou todos os rivais
no campo de segdes conicas, inclusive As conicas de Euclides, e na antiguidade
nenhuma tentativa parece ter sido feita para aperfeicoa-lo. Se a sobrevivéncia é uma
medida de qualidade, Os elementos de Euclides e As Coénicas de Apol6nio foram
claramente as melhores obras de seus campos.

No primeiro capitulo deste texto estudaremos os pré-requisitos algébricos e
geométricos que serdo necessarios para compreensdo dos assuntos abordados.
Apresentaremos algumas proposicOes, teoremas e exemplos que contribuirdo para
alcancar o objetivo deste trabalho.

No segundo capitulo dissertaremos sobre o estudo das conicas — definicdes e
equacOes algébricas. Apresentaremos um procedimento algébrico para classificacdo de
uma conica através de sua equacdo. Para tanto, autovalores e autovetores serdo usados
para “normalizar” formas quadraticas. Mais especificamente, eles serdo usados para
encontrar mudancas de referencial que permitam identificar quais figuras geométricas
séo representadas por certas equagdes no plano.

No terceiro capitulo trataremos das superficies quadricas. De maneira analoga ao
que seré feito no segundo capitulo, apresentaremos as definices e equagdes algébricas
relacionadas as quadricas, bem como um processo de classificacdo através de suas
equacdes. Mais uma vez, utilizaremos autovalores e autovetores para ‘“normalizar”
formas quadraticas e auxiliar na tarefa de identificar a figura geométrica que representa
uma equagdo no espaco.

No quarto capitulo apresentaremos um artigo publicado na Revista do Professor
de Matematica (RPM) que traz o relato de um professor durante uma de suas aulas
sobre as conicas; também propomos algumas sugestdes de atividades (e solucdes) que
envolvem os estudos realizados com as conicas e as superficies quadricas que podem
ser aplicadas em sala de aula para alunos do Ensino Médio.
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CAPITULO 1: PRE-REQUISITOS

O presente capitulo destina-se a apresentar 0s pré-requisitos que serdo
necessarios para a compreensdo deste trabalho.

No decorrer deste texto nos depararemos com equagdes polinomiais de primeiro
e segundo graus. Em alguns casos se fara necessario escrever as equacdes de segundo
grau em forma simplificada para que possamos reconhecer com facilidade a figura
geométrica que a equacdo dada determina, e para isso, as vezes, basta utilizar a técnica
de completar quadrados.

1.1 — Conceitos preliminares

Exemplo 1.1: Considere a equacdo algébrica abaixo e escreva-a em uma forma mais
simplificada, completando quadrados.

x2+6x+y*—4y+1=0

Solucdo: Para isso, vamos agrupar os termos de mesma variavel e isolar o termo
independente:

(x2+6x) + (y?—4y) = -1

Agora, adicionamos termos independentes a ambos os lados da igualdade para obter
trinbmios quadrados perfeitos, preservando a igualdade:

x?2+6x+9)+ (@2 —4y+4)=-1+9+4
Fatorando os trinbmios, encontramos:

(x+3)2+(y—2)?2=12. =

Além das retas e circunferéncias, os matematicos da antiguidade estudaram
outras curvas, geralmente descritas como o lugar geométrico de pontos satisfazendo a
certas condicBes onde, por exemplo, a circunferéncia de raio r e centro ¢ = (a,b) é 0
lugar dos pontos no plano cuja distancia ao centro ¢ = (a,b) é constante igual a r.
Essas curvas especiais eram o recurso empregado na solucdo de varios problemas e com
a introducdo do método das coordenadas constatou-se que varias curvas conhecidas
desde os primordios da geometria podiam ser descritas por equacdes polinomiais onde
algumas delas envolviam a nocao de distancia entre pontos fixados.
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Definicdo 1.2 (Distancia entre dois pontos de um plano): Sejam P = (a,b) e
Q = (c,d) pontos do plano m dados pelas suas coordenadas em relagéo a um sistema de
eixos ortogonais OXY dado.

Q

O c

Figura 1.1: Distancia entre dois pontos de um plano

Seja R = (c, b) (figura 1.1). A distancia de P a Q, que designamos d(P, Q), é a medida
da hipotenusa PQ do triangulo retangulo A PQR de catetos PR e QR.

Sendo a distancia entre dois pontos de um eixo medida pelo modulo da diferenca das
suas coordenadas, as medidas desses catetos séo, respectivamente,

|PR| =la—c| e [QR|=1b—dl.

Pelo teorema de Pitagoras, obtemos:

d(P,Q) = |PQ| = {/IPRI?+|QRIZ = /(a — c)* + (b — d)2.

Assim, a distancia de P = (a,b) a Q = (c,d) € a raiz quadrada da soma dos
quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes.

Exemplo 1.3: Calcule a distancia entre os pontos A = (2,—3) e B = (—1,6).

Solucgéo: Temos:

d(A,B) = \/(—1 —2)2+ (6 - (—3))2 =./(=3)2 + 92 =9 + 81 = V90 = 3V10.

Apresentaremos abaixo algumas definicdes e exemplos que se fazem necessarios
para compreensdo das etapas de identificagdo das conicas e quadricas.
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Definicdo 1.4 (Combinagdo Linear): Sejam o0s vetores wv;,v,,..., v € R,
n € N (n = 2) e 0s nUmeros reais aq, a,, ..., a. Chamaremos de combinacao linear
dos vetores vy, vy, ..., Vg, O Vetor v = ayv; + a,v, + -+ + a, v, também pertencente a
R™.

Definicdo 1.5 (Dependéncia e Independéncia Linear): Dados o0s vetores
V1, Vg, .,V ERY,nEN (M =2) e 0s nUmeros reais aq,a,, ..., a, diremos que o
conjunto {vy,v,, ..., U} € linearmente independente (LI) se a equagdo a,v; + a,v, +
4+ apv, =0 implica em a; = a, = --- = a;, = 0. Se existir algum a; # 0 diremos
que o conjunto {vy, v,, ..., U } € linearmente dependente (LD).

Exemplo 1.6: Consideremos os vetores v; = (1,2) e v, = (2,5) pertencentes a0 R2.
Podemos observar que estes dois vetores séo LI, pois,

a;v; + axv, = 0= a.(1,2) + a,(2,5) = (0,0)

{al + Zaz = O (1)
2a1 + 5a2 = O (2)

De (1) temos a; = —2a,. Substituindo esta informacéo em (2), teremos
2(—2a2) + 5a2 == O (= —4‘a2 + Saz - 0 (= az == 0

Isto implica a; = 0.

Exemplo 1.7: Consideremos agora os vetores v; = (1,2) e v, = (2,4) pertencentes ao
RZ2. Se tomarmos a,v; + a,v, = 0 teremos a,(1,2) + a,(2,4) = (0,0).

aq + 2a2 =0 (1)

Desta forma, {Zal +4a,=0 (2)

De ambas equacbes podemos obter a; = —2a, € a; € a, ndo Sd0 necessariamente
iguais a zero.

Podemos observar que os vetores dados sdo multiplos, isto &, um vetor é combinacgdo
linear do outro. Mais claramente, v, = 2v;,.
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Defini¢cdo 1.8 (Base): Diremos que um conjunto finito de vetores do R™ é uma base do
R"™ se todo vetor v € R™ puder ser escrito como combinacao linear dos vetores deste
conjunto e todos os elementos deste conjunto sejam realmente necessarios para gerar
R™. Em linguagem algébrica, diremos que o conjunto g = {v,, vy, ..., 1, } de vetores de
R™, serd uma base de R™ se:

i) {vy,vq, .., v} € LI

i) [vy, vy, .., V] = R™,

Exemplo 1.9: O conjunto B = {e; = (1,0),e, = (0,1)} é claramente uma base do R?, e
devido a sua simplicidade é conhecida como base candnica de R2. Estes vetores sdo
denominados referencial padrdo do plano, pois as coordenadas de um vetor arbitrario
v = (x,y) € R? nesta base, sdo dadas pelas coordenadas do préprio vetor

v = (x,y) = x(1,0) + y(0,1) = xe; + ye,.

Em vérias situacOes se torna viavel representar as coordenadas de um vetor em
relagdo a uma base na forma de matriz. Para tanto, apresentaremos a definicdo de matriz
coordenada.

Definig¢do 1.10 (Matriz Coordenada): Sejam 8 = {v,, v, ..., v, } base de R" e v € R"
onde v = a v, + a,v, + -+ + a,v,. Chamamos os nimeros reais a,, a,, ..., a, de
coordenadas de v em relacdo a base 8 e denotamos por

aq
[v]ﬁ i |:a;2]
an

Exemplo 1.11: Consideremos o plano R? e sua base canénica g = {(1,0),(0,1)}.
Podemos representar o vetor v = (6, —8) pertencente ao R? em relacdo a base :

(6,—8) = 6(1,0) — 8(0,1).

Portanto, [(6,—8)]s = [_g]

Ao utilizarmos uma base S = {v;,v,, ...,v,} de R™, consideraremos que a
mesma seja ordenada, ou seja, que 0s vetores estdo ordenados na ordem em que
aparecem, visto que a ordem dos elementos de uma base influencia na matriz das
coordenadas de um vetor em relagéo a esta base.
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1.2 — Mudanca de Referencial Cartesiano

Muitas vezes a resolucdo de um problema pode tornar-se muito mais simples se
pudermos escolher um novo referencial para analisa-lo. Isto €, buscar novos parametros
que representem de modo mais transparente a mesma situacdo. Em virtude disso,
apresentaremos a mudanca de base. Sejam S = {uq, Uy, ..., Uy} € @ = {wy, Wy, ..., W, }
duas bases ordenadas de R™. Dado um vetor v € R™, podemos escrevé-lo como:

V=xU+ XU+ + XU, €V =y Wt oWyt Yy wy, (%)

Podemos relacionar as coordenadas de v em relacdo a base f com as coordenadas do
mesmao vetor v em relacdo a base a:

X1 V1
X

wle =2 e D=7
Xn Yn

Como B = {uy,uy, ..., u,} € uma base de R", podemos escrever os vetores de
a = {wy, w,, ..., w, } como combinacao linear dos vetores de 3, isto €,

Wi = aq1Uq + ar1Uy + -4 anlun
W2 = alzul + azzuz + -+ anzun

(++)
W;z = aln.ul + a2n.u2 + ot ann-un
Substituindo em (*) temos:
V=y1Wrt ot ya Wy
= y1(ag1uy + a1y + 0+ Ay Up) + o+ Y@y F aplp + o+ Applty)
=(@auyr+ -t amy)ur ot @y + ot apnyn) Uy
= XUy + -+ XpUy.
Como as coordenadas em relacdo a uma base sdo Unicas, temos:

X1 = Q11Y1 T A1) + 0t Apn
Xy = A21Y1 + QY2 + o+ ApYn

Xn = AQpiY1 T ApaY2 + "+ AQpp¥n

Escrevendo em forma matricial:

X1 a1 Q12 - Qn] [V
X2| _|@21 G2z - Q2n||Y2
Xn Ani

(05%) e Aunl Vn
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Se denotarmos

a;; Qg2 Ain
a a a
(1% = 21 22 2n
B : ’
ap1  Qp2 Ann

podemos escrever

A matriz [I]% ¢ chamada matriz de mudanca de base a para a base g.
Comparando [I]% com a expressao em (x*) podemos observar que esta matriz é obtida

colocando as coordenadas em relacdo a 8 de w; na i-ésima coluna. Observamos ainda
gue uma vez obtida [I]g podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em

relacdo a base B, multiplicando a matriz coordenada de v na base a (supostamente
conhecidas).

Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.12: Sejam 8 = {u; = (2,—1),u, = (3,4)} e a = {w; = (1,0),w, = (0,1)}
bases do R2.

Solucéo: Procuremos, inicialmente, [I]g. Temos:
wy = (1,0) = a;;(2,—-1) + a;(3,4) = (2ay; + 3az1, —ay; + 4az;).
Resolvendo

{2a11+3a21 =1 N a _i e d, = —
—aqq + 4‘(121 =0 1= 11 21— 11
Analogamente

wy = (0,1) = a1,(2,—1) + a,(3,4) = (2a4, + 3a,;, —a;; + 4ay,)

Resolvendo
2a12 + 3a22 == O _ _3 _ 2
{—alz tday=1 — %27y ¢ G2 Ty
Portanto,
4 -3
a _ [@11 @12] _ |11 11| _ 1[4 -3
[I]B N [a21 azz] I 2 P [1 2 ]
11 11
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Convém observar que [I]g é a inversa da matriz [I]ﬁ . Sem realizar contas, podemos
concluir facilmente que

Sev =(5—-8) € R%. Entdo v = (5)w; + (—8)w,. Logo [v], = [—Z] . Assim

1 —_
(5, -8)]p = ol = 115~ Wl = — - [T %] - [ 3] =[]
Isto é,
(5,-8)=4u; + (—Du, =4-2,-1)+(-1)-(3,4)

Convém observar que se 0 nosso problema fosse encontrar as coordenadas do vetor
(5, —8) em relacéo a base S, poderiamos simplesmente resolver o sistema

(5,—8) = a(2,—1) + b(3,4).

O célculo feito através da matriz de mudanca de base é operacionalmente vantajoso
qguando trabalharmos com mais vetores, pois neste caso nao teremos que resolver um
sistema de equacdes para cada vetor.

Dada uma matriz quadrada A de ordem n = 2 ou n = 3, podemos pensar em A
como uma aplicacdo do plano (R?)ou do espaco (R3?) dada por A: R®™ - R™ onde
A-v = u. Estamos interessados em descobrir quais dire¢des ficam invariantes por esta
aplicacdo, isto é, procuramos vetores ndo nulos no plano (se n = 2) ou no espaco (se
n = 3) que satisfazem a equacdo A -v = A - v para algum A € R. Em virtude disso,
apresentamos a seguinte defini¢cdo na proxima secao.

1.3 — Autovalores e Autovetores de uma Matriz

Nesta secdo, veremos 0 conceito de autovalores e autovetores de uma matriz.
Este conceito sera utilizado na diagonalizacdo de matrizes e na classificacdo de formas
quadraticas.

Definicdo 1.13 (Autovalores e autovetores de uma matriz): Dada uma matriz
quadrada A de ordem n =2 ou n = 3 e considerando a aplicagdo A: R™ - R". Os
vetores ndo nulos (v # 0) satisfazendo a equacao

Av=2A41-v

para algum A € R, sdo denominados autovetores de A e os valores 1 € R sdo o0s
autovalores de A.
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Exemplo 1.14: Dada a matriz A = [g ﬂ Queremos encontrar quais sdo as direcdes

invariantes pela aplicacdo A: R? - R?, isto ¢, precisamos resolver a equacdo dada por
X . :

A-v=21-v para v = [y] # 0 para determinar os autovalores e autovetores da matriz

A. Assim

2 21.M1_ 4.1 2x + 2y _ [Ax
o 1 [y]"l[y]:)[ y ]_[ly
Temos o seguinte sistema de equacoes

{2x+2y=l-x (D)
y=41y (2

Temos duas possibilidades a estudar, o caso 1: (y # 0) eocaso 2: (y = 0)
Assumindo o caso 1: (y # 0)

De 2):y=1y =2 A1=1

De (1): 2x+2y=21-x 22x+2y=1x 2x= -2y
Para 0 autovalor A = 1 os autovetores sdo do tipo v = (—2y,y) com y # 0.
Assumindo o caso 2: (y = 0)

Neste caso, temos que x # 0 pois sendo o autovetor v = (x, y) seria nulo, o0 que
ndo pode acontecer pela definicdo de autovetor. Da equacdo (1) segue que

2x+2y=Ax = 2x=1'x =2 A= 2
Para 0 autovalor A = 2, os autovetores sdo do tipo v = (x, 0) com x # 0.
Concluimos entdo que, para a aplicacdo A: R? - RZ:

1) v=(—2y,y) paray # 0 sdo os autovetores associados ao autovalor A = 1.

2) v = (x,0) para x # 0 sdo os autovetores associados ao autovalor A = 2.

3) Todos os outros vetores do plano sdo levados por A em vetores de direcdes
diferentes.

Veremos que em alguns casos, Serd necessario encontrar novos eixos ortogonais
para representar uma figura no plano cartesiano de modo que sua interpretacdo fique
mais simples. Para tanto, precisaremos da nocdo de rotacdo de eixos de um angulo
especifico. Determinaremos a Aplicacdo Ry: R? — R? dada pela rotacdo de um
angulo 6 no sentido anti-horario no plano.
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Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Dado a € [0,27), queremos obter a
matriz que representa a rotacdo de um angulo 6 no sentido anti-horario no plano.
Consideremos o vetor v = (x,y) e 0S pontos

e P = (X,O), R = (0»}’), Q = (x»Y)
e P'=(x,0), R =(0y) Q = &.y)

conforme a figura 1.2 abaixo:

Iy

A
Y

@

Figura 1.2: Rotacdo de um angulo 6

Segue do triangulo retangulo OPQ que

X
° cosa=; = X=71Cosa
° sena=% => y=rsena
Assim

4

X
cos(a + 0) = - = x'=rcos(a+0)

= x' =r[cosacosd —senasenb]

= x'=(rcosa)cosf — (rsena)senb

=

x' =xcos€—ysen9|.
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Analogamente, temos do triangulo retangulo OP'Q":
sen(a + 0) = yT = y' =rsen(a+0)

= y' =r[senacos + sen b cos af

= y' = (rsena)cosf + (rcosa)sené

= |y’ =ycosH +xsenb|

Desta forma, temos:

Ro(x,y) = (x',y') = (xcos@ —ysenf,ycosf + xsenb).
Escrevendo na forma matricial, temos que:

R [x] _ [x'] _ [xcos@—ysen@ [cosH
91yl = ly'] ~ lycosf +xsen6] —

—sen6 [x]
senf cos@ 1yl
Assim a matriz

Ry = [cos@ —sen @

sen 6 cos @

representa a matriz de rotacdo em torno da origem (0,0), de um angulo 6, no sentido
anti-horario no plano R2.

Convém observar que nem toda matriz A possui autovalores e autovetores reais
conforme veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.15: Verifique que a matriz A ndo possui autovalores e autovetores.

VA
4 - 0 _1] COSE —Seni
- 1 0 T T
Ssen > C >

A

2
no sentido anti-horario em relacdo ao eixo OX, e portanto A ndo tem nenhuma direcdo

Solucéo: Temos que a aplicacdo A: R> -» R? é dada pela rotacdo de um angulo 6 =
invariante, isto é, A ndo possui autovalores e autovetores.
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Método para determinarmos Autovalores e Autovetores da matriz_A: Queremos
agora encontrar um método pratico para encontrar autovalores e autovetores de uma
matriz real quadrada A de ordem n. Para isto basta resolvermos a equacao abaixo onde I
¢ a matriz identidade de ordem n.

Av=2Av & Av=UHv © A-AD)-v=0

Escrevendo explicitamente esta equacdo na forma matricial paran = 2 ou n = 3, temos
que:

a1 — A ai; aq3 X 0
- X
alcll A . ali /1] . [y] = [8] ou azy ay, — A a)s ] . [yl = [O]
21 22 . o 2 4 0
Como procuramos solucdo nédo nula, devemos impor a condigdo que
det (A—Al) =0,

pois sendo, a matriz (A — Al) admitiria inversa e a equacdo A - v = 1 - v admitiria Unica
solucdo dada pelo vetor nulo que ndo é autovetor de A. Assim, impondo esta condicao,
determinamos primeiramente os autovalores que satisfazem a equacéo

det (A—Al) =0, isto é, as raizes reais do polinémio P(1) = det (A — Al)

e depois resolvemos a equacdo Av = A v para cada raiz de P(A) para encontrarmos 0s
autovetores associados aos autovalores A.

Faremos agora um exemplo numérico para fixacdo dos conceitos apresentados.

Exemplo 1.16: Considere a matriz A = [:i ;L] Vamos determinar os autovalores e

0s autovetores associados da matriz A, caso existam.

Solugdo: Procuramos vetores v = (x,y) € R? e escalares 1 € R tais que A-v = 1 v.
Como sabemos, se I for a matriz identidade de ordem 2, entdo a equacdo Av = Av pode
ser escrita na forma Av = (Al)v, ou ainda, (A — AI)v = 0. Escrevendo explicitamente,

temos:
-3 4 A0 X110
([—1 2] B [0 ,1]) [y] - [o]'

Se escrevermos explicitamente o sistema de equacOes lineares equivalente a esta
equacdo matricial, iremos obter um sistema de duas equacfes e duas incognitas. Se o
determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero, saberemos que este
sistema tem uma unica solucdo, que ¢ a solugdo nula, ou seja x = y = 0. Mas estamos
interessados em calcular os autovetores de A, isto e, vetores v # 0, tais que
(A — Al)v = 0. Neste caso det(A — AI) deve ser zero, ou seja

4

= 0.

222l

det [_3_I A
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Temos, entao:

det ]:0@(—3—/1)(2—/1)—4-(—1)=0

[—3—A 4

-1 2—A
& —64+31-21+12+4=0
e +1-2=0.

Vemos que det(A — AI) € um polindbmio em A. Este polinbmio é chamado o
polindbmio caracteristico de A. Neste exemplo o polinbmio € do 2° grau e podemos
continuar a resolucéo atraves da formula de Bhaskara:

—1+12-4-1-(-2) -1+V1+8 -1+3

2 — = =
AM+A1-2=0s41 51 > >

>A=10ul=-2.

Logo 1 =1 e A= —2 sdo as raizes do polindmio caracteristico de A, e portanto
0s seus autovalores s&o 1 e —2. Conhecendo os autovalores podemos encontrar 0s
autovetores correspondentes. Para tanto, basta resolver a equagdo A-v = A - v, para 0S
casosemquedi =1 el =-2.

i) ParaA =1, temos:

Logo,

[—3x+4y]_[x]z{—3x+4y=x:>{—4x+4y=0
—x+2y] Ly —x+2y=y —-x+y=0 "

Analisando as duas equac@es do sistema acima podemos verificar que x = y.
Portanto os autovetores associados a A = 1 sdo os vetores v = (x,x), x # 0.

it) Para A = —2, temos:

I R ECORM!

Logo,

—3x+4y] _ NE —3x+4y = —2x —x+4y =0
[—x+2y]_(_2) [J’]:){—x+2y=—2y :>{—x+4y=0'

Analisando as duas equagOes do sistema acima podemos verificar que x = 4y.

Os autovetores correspondentes ao autovalor A = —2 s@o os vetores da forma
v=(4y,y),y # 0.
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Exemplo 1.17: Determinar os autovalores e 0s autovetores da matriz

4 2 0
A=([-1 1 0}
0 1 2

Solucéo: Inicialmente, vamos encontrar o polinémio caracteristico da matriz A através
da expressao abaixo:

4 -2 2 0
P(/l)zdet[A—/ll]zdet[—l 1-12 0 ]
0 1 2—-1
Segue do calculo de determinante, obtemos:
PAD=QRQ-D[A@E-21D-Q-D+2]1=Q-1D[4—421-21+12+2] =
=Q2-2)-A%-52+6)=2-1D-2-1)-B-D=Q2-1D*-B-1).

Logo, 4 =2 e A = 3 sdo as raizes do polindmio caracteristico de A e, portanto,
0s autovalores da matriz A séo 2 e 3. Conhecemos 0s autovalores e podemos encontrar
os autovetores v = (x,y,z) € R3 correspondentes. Neste intuito, é suficiente resolver a
equacdo A-v =A-v,paraoscasosemque A =2 e 1 =3.

i) Caso A = 2:
4 2 0]rx X 4x + 2y = 2x
[—1 1 0 lyl=2lyl -'-{—x+y=2y.
0 1 21tz z y+2z=2z

Analisando o sistema de equacdes formado acima, podemos perceber que a
terceira equacdo implica em y = 0 e por isso, vemos na segunda que x = 0. Como
nenhuma equagdo impde uma restricdo em z, 0s autovetores associados a 4 = 2 séo do
tipov = (0,0,2),z # 0.

ii) Caso A = 3:

X X 4x + 2y = 3x
lyl=3lyl .-.{—x+y=3y.
z z

4 2 0
-1 1 0
0 1 2 y+2z=3z

Analogamente, analisando o sistema acima, podemos perceber que x = —2y e
da terceira equacdo vem z = y. Os autovetores associados ao autovalor A = 3 séo do

tipov = (-2y,y,y),y # 0.

Defini¢do 1.18 (Transformacdo Linear): Uma transformacéo linear ¢ uma fungéo
T: R™ - R™ com n e m nUmeros inteiros positivos, que satisfaz as seguintes condigdes:

i. T(,v)=T)+T(v), paratodo u,v € R",
ii. T(kv)=kT(v), paratodo k € R ev € R™
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Ressaltamos que quando se tem T: R™ — R™, T é chamado de operador linear.

Veremos agora, que num certo sentido, o estudo de transformacdes lineares pode
ser reduzido ao estudo de matrizes, isto é, dada uma transformacéo linear T: R® - R™,
uma base do dominio (R™) e uma base do contradominio de (R™), queremos associar a
esta aplicagdo linear uma matriz A de ordem (m x n) tal que T(v) = A.v. De maneira
mais precisa:

Matriz_associada a transformacdo linear: Seja T: R™ - R™ uma transformacao
linear, B = {vy,v,, ..., v} UMa base de R™ e a = {w,,w,, ...,w,,} uma base de R™.
Segue que T(v,),...,T(v,) séo vetores do contradominio (R™) e desta forma, estes
vetores podem ser escritos como combinagdo linear de sua base «, isto é,

T(vy) = aywy + a,w, + -+ apwy,
T(vz) = b1W1 + b2W2 + e + bme

)

T(vy) = ciwy + oWy + -+ + CuWi,

Tomamos A para ser a matriz de ordem (m x n) cujas colunas tém como
entradas as coordenadas dos T'(v;) paraj = 1,...,n, ou sgja:

a1 bl s C1

a, b c
A=|% 32 2 =[T]£

am bm Cm

Denotamos esta matriz A por [T]g que significa que aplicamos T aos elementos da
base 8 e escrevemos estes vetores como combinacéo linear dos elementos da base «a.

Exemplo 1.19: Consideremos a transformacdo linear T:R? — R? definida por
T(x,y)=(—3x+4y,—x+2y) e a ={e; =(1,0),e, = (0,1)} a base canbnica do
dominio e contradominio (IR?), que s&o iguais neste caso. Segue que:

{T(el) =T(1,0) = (=3,-1) = (=3)es + (=De,
T(e) =T(0,1) = (42) = (De; + (2)e, '

Logo,

-3 4

A:[T]g:[—1 2!

Vamos encontrar uma base f§ formada por autovetores. Para isso, determinamos
o polinémio caracteristico P(1) = det (A — Al).

-3-2

P(A)zdet[ )

2f1]=/12+/1—2=(1—1)(,1+2).
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Sabemos que suas raizes sdo os autovalores da matriz A. Logo, obtemos 4; = 1
e A, = —2. De fato, como vimos no Exemplo 1.16, os autovetores associados a A; = 1
el,=-2sd0 v, =(1,1) e v, = (4,1) respectivamente. Deste modo, obtemos uma
base g = {v; = (1,1),v, = (4,1)} do R? formada por autovetoresde 7. m

Gostariamos de observar que quando garantimos uma base formada por
autovetores, a matriz que T representa nessa base € a mais simples possivel, isto €, uma

matriz diagonal. De fato, do exemplo anterior, considerando D = [T]g temos que

{T(Ul) =TLD=1Q1D =1) v+ (0) v,
T(vy) =T(41) = (=8,-2) = (0)v, + (=21,

Logo,

p=i=[y ol

Podemos observar que a matriz T em relacédo a base de autovetores € uma matriz
diagonal. Dada uma transformacdo linear qualquer T:R"™ - R", com n €N, se
conseguirmos uma base g = {v,, ..., v, } formada por autovetores de T, entdo, como

T(Ul) = /11171 + 0172 + -+ OUn
T(Uz) = 0171 + szz + -+ OUn

T(v,) = 0v; +0vy + -+ A0,

a matriz [T]g serd uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal principal sdo 0s

autovalores A;, isto é,

4, 0 .. O
0 A, .. 0
[T]g: Do
0 0 .. A,

N&o precisamos ter necessariamente os A; distintos. Na verdade, um autovalor
aparecera na diagonal tantas vezes quantas forem os autovetores LI a ele associados. Por
outro lado, se y = {uy, ..., u,} € uma base de R™ tal que

aa 0 .. O
0 a, .. 0
Y _ 2
[T]V B N
O 0 .. a,

note que u,,...,u, Sa0 necessariamente autovetores de T com autovalores ay, ..., a,
respectivamente. De fato, da definicdo de [T]]’; temos:

T(uy) = aquq + Ouy + -+ Ouy, = auy
T(u,) = O0uy + Ouy + -+ + ayu, = a,u,
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Concluimos entdo que um operador T: R™ — R™ admite uma base 8 em relacdo
a qual sua matriz [T]g é diagonal se, e somente se, essa base f for formada por
autovetores de T. E este 0 motivo da definigdo que se segue.

Definicdo 1.20 (Operador diagonalizavel): Seja T: R" - R", n=2 ou n =3, um
operador linear. Dizemos que T é um operador diagonalizavel se existe uma base de R™
cujos elementos sdo autovetores de T.

O operador do exemplo 1.19 é, portanto, diagonalizavel. Vejamos um exemplo
de um operador ndo diagonalizavel.

Exemplo 1.21: Seja T: R3 - R3 a transformacao linear cuja matriz em relagéo a base

canonica a é
3 -3 —4
[T1% = |0 3 5].

0 0 -1
O polinémio caracteristico de [T]% é

3-1 -3 -4
PO =det(T]2—AD) =det| 0 3-21 5 |.
0 0 -1-2

Resolvendo a equacdo P(1) = 0 obtemos os autovalores A, =3 e 4, = —1. Vamos
encontrar 0s autovetores v = (x,y,z) € R® associados a eles. Como ja vimos
anteriormente, basta resolver a equagdo A-v = A-v, para 0s casos em que 1 =3 e
A=-1

i) Caso 1 =3:
3 -3 —4] x x 3x —3y —4z = 3x 3y = —4z
[0 3 5]'[yl=3'[yl:-{ 3y +5z=3y -~ 52=0 .
0 0 -1 'z Z —z= 3z 4z =0

Analisando o sistema de equacdes acima percebemos que a segunda e a terceira equacdo
sdo validas apenas para z = 0. Isto implica, na primeira equacgdo, que y = 0. Como nao
houve restrigdo, x pode assumir qualquer valor real. Desta forma, conseguimos apenas o
autovetor LI da forma v; = (x,0,0) = x(1,0,0), x # 0.

ii) Caso A = —1:
3 -3 —4] [x X 3x—3y—4z=—-x (4x=3y+4z x:%
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Analisando estas equacOes, podemos verificar que o Unico autovetor LI

. . -5 1 -5
associadoal = —1 é daforma v, = (i,—z,z) =z (—,—, 1),z + 0.
16" 4 16" 4
Neste exemplo, temos apenas dois autovetores LI para T, e portanto ndo existe uma
base de R3 constituida sd de autovetores. Isto significa que em nenhuma base a matriz
de T é uma matriz diagonal, ou seja, T ndo é diagonalizavel.

1.4 — Ortogonalizacao de vetores

Para alcancarmos nosso objetivo de identificacdo de coOnicas e quédricas,
continuaremos a apresentar definicbes e exemplos de conceitos necessarios ao
entendimento dos assuntos abordados neste texto.

Definicdo 1.22 (Norma de um vetor): Consideremos inicialmente o plano R?, munido
de um referencial cartesiano ortogonal (eixos perpendiculares) e um ponto P de
coordenadas (x,y). Vamos calcular a distdncia deste ponto a origem 0(0,0).
Observando a figura e utilizando a formula da distancia entre dois pontos vista
anteriormente, temos que d = /(x — 0)2 + (y — 0)2 = \/x2 + y2. Podemos também
interpretar este resultado dizendo que o comprimento (que passaremos a chamar de
norma) do vetor (x,y) é /x2+ y2. Denotaremos isto por ||(x,y)|l = /x2 + y2.
Analogamente, a distancia d entre dois pontos (x;,y1) € (x2,v,) € a norma do vetor

diferenca, isto &, d = / (x; — x2)2 + (7, — ¥2)2.

A

hi

[
Y

\

Figura 1.3: Norma de um vetor
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Definicdo 1.23 (Produto interno): Seja R™ para n > 2. Um produto interno sobre
R™ é uma funcdo dada por (, ): R®™ x R®™ — R que atribui a cada par ordenado de
vetores u e v em R™ um numero real (u, v) que satisfaz as propriedades a seguir:

i. (vv)=0 paratodov € R"e(v,v) =0 © v =0.
ii.  {(au,v) = alu,v) paratodo u,v emR" e a € R.
. (u+v,w)=(uw)+(v,w) para todo u, v,w em R"
iv. (u,v)=(v,u) para todo u, v em R".

Definimos o produto interno padréo ou produto escalar usual em R™ como a
funcdo que atribui a cada par ordenado de vetores

u=U,uUy, e, Uy) € V= (V1,Vq ., Vy)
em R™ o nimero denotado por (u, v) dado por:
(W, v) = vy + uUyvy + -+ + Uy Uy
Claramente, esta definigcéo satisfaz as propriedades da definicdo de produto interno. Em

particular, o produto escalar usual em R3 para u = (ug, uy,u3) € v = (vy,v,,v3) €
dado por

(W, v) = uyv; + Uy v, + usvs.

Considerando R™ munido de um produto interno (, ). Também podemos definir

a norma de um vetor v em relacdo a este produto interno por ||v|| = /(v,v). Se
l|lv|]| = 1, isto é, (v,v) = 1, v é chamado vetor unitario. Dizemos também, neste caso,
gue v esta normalizado.

Observe que todo vetor ndo nulo v € R™ pode ser normalizado, tomando
u = —. Considerando R3 munido de seu produto interno usual {, ) entdo para qualquer

vl

v = (x4,%,,%3) € R3, teremos

”v” = \/(U ,U) = \/((Xl,XZ,Xg) ) (x11x21x3)> = "xlz + x% + x?%

gue é o comprimento do vetor v.

Exemplo 1.24: Vamos normalizar o vetor v = (1,2, —1).

Solucéo:

u

v (12— (12,-1) ( 1 2 —1)
vl Jrrr22+ (-2 V6 '
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Podemos confirmar o processo de normalizacdo de um vetor observando que a
norma de um vetor normalizado € 1. Isto é, no nosso exemplo:

lull = w0 = «%%_Té)(%%%))

@ @ @) - e e

Consideremos agora 0 R™ munido de seu produto interno usual (,), em
particular usaremos n = 2 ou n = 3. Diremos que dois vetores v e w em R" s&o
ortogonais em relacdo a este produto interno se (v,w) = 0. No caso em que v e w Sao
ortogonais, escrevemos v L w.

Estudaremos, agora, um método que tem como finalidade ortogonalizar um
conjunto finito de vetores linearmente independentes do R™ munido de seu produto
interno usual, isto é, queremos obter um novo conjunto onde todos os vetores sdo
unitarios e, dois a dois, ortogonais e serdo chamados de vetores ortonormais. Este
processo € conhecido como processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt onde
partimos de um conjunto finito {v;,v,,...,v;} € obtemos um novo conjunto
{uy,u,,..., u,} de vetores ortonormais.

Ressaltamos que a cada passo neste processo temos [vq, ..., v;] = [uq, ..., U;].

Vamos dar uma descricdo deste processo de ortonormalizagdo para 0 conjunto
de vetores linearmente independentes {v;, v, }:

Tome w; = v,. Precisamos encontrar a partir de v, um novo vetor w, ortogonal
a wy, isto €, (w,,w;) = 0. Para isto, tomamos w, = v, — cwy, onde ¢ € um numero
escolhido de modo que satisfaca a condicdo de ortogonalidade, isto é:

v, W
(Wo,wi) =0 & (v, —cwy,wy) =0 & (v, wy) — c{wy,wy) =0 & c= <2—1>
(Wliwl)
Desta forma:
I e At
! ! 2 2 (w1, wy) v

Podemos entdo normaliza-los para obter o conjunto {u,, u,} que é ortonormal dado por

Wq W3
= e u2 = .
Al Al

Uq
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Exemplo 1.25: Seja f = {v; = (2,1),v, = (1,1)} um conjunto do R2. Vamos obter a
partir de § um conjunto ortonormal em relacdo ao produto interno usual.

Solugéo: Tomamos
W1:171 e W2=v2—CW1.
Impondo a condicdo de que

_ (vy,wy) o W= (v, Wy) w
= 2 = U2 — 1 -
(Wi, wq) (wy, wy)

wy, Lw; = (w,wy) =0 = ¢

Substituindo, segue que:

11), (2.1 2+1 ~12
W, = (1,1)-%(2,1) = (1,1)—;:—1(2,1) = (?g)-

O proximo passo € normalizar para obtermos o conjunto {u,, u,} ortonormal, onde:

_wm _ @D @) @D :(2,1):(1 i) .
Iwill IDI v22+12 VAa+1 V5 W55

Uy

U;

_wp (%16) 3 &3 (%1%)=<—v§,zv§>
UIEIN @ Ees BT

Este processo pode ser desenvolvido de maneira anadloga se tivermos um
conjunto com k elementos. Em particular, veremos o procedimento para k = 3.

Processo_do_ortonormalizacdo para k = 3: Consideremos o conjunto de vetores
B = {vy,v,, v3}. Semelhantemente ao caso anterior, tomemos:

¢ W=7

<v21W1)
e w,=v,—cw,onde c = ——
2 2 1 (wi,wyp)
Entdo, w;, € ortogonal a w,.

Vamos procurar agora um vetor ws que seja ortogonal a0 mesmo tempo a w; e
w,. Por analogia ao caso anterior vamos estabelecer que w; =v; —cw, —dw; €
determinar os valores de c e d tais que (w;,w;) = 0 e (w3, w,) = 0. Desenvolvendo
estas duas condicOes, obtemos:

(W3, wy) = 0 & (v3 — cw, — dwy, wy) = 0 & (v3,wy) — c{wy, wy) — d{wy,wy) = 0.
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Assim, como (w,, w;) = 0, temos (v3, w;) = 0 Se, e somente se

— (U3, Wl)
(Wll Wl) .

De maneira analoga:
(W3, wp) = 0 © (v3 — cw, — dwy, wy) = 0 © (v3,w,) — c{wy, wyp) — d{wy, w,) = 0.
Assim, como (w;, w,) = 0, temos (v3, w,) = 0 se, e somente se,

_ (v3, wy)
(WZ' WZ) .

E portanto,

_ (v3, W) W — (v3, wq)
(W, wy) 2 (wy, wyq) v

W3=173

Se quisermos agora obter um conjunto ortonormal, basta normalizarmos 0s

, d _ wq _ w _ w3
vetores Wi, Wy € W3, Isto €, tomando Uy = m, U, = ”W_2|| 3 = sl

obtemos o

conjunto {uy, u,, uz} de vetores ortonormais.

Exemplo 1.26: Seja g = {v; = (1,1,1),v, = (0,2,1),v3 = (0,0,1)} um conjunto de
R3. Vamos obter a partir de # um conjunto ortonormal em relagdo ao produto interno
usual.

Solucdo: Vamos resolver este exemplo seguindo o procedimento descrito acima.

®* W = v1 ES (1,1,1),

* W, =V, — Leliz w; = (—1,1,0),

(wy,wy)

(v3,W5) (v3,wy) 1 1 2
o W3 =7V3— 3172 Z_Awlz =, —===).

(wa,wy) (wi,wy) 3 3°3

Para obtermos o conjunto ortonormal {u,, u,, u;} basta normalizar {w;, w,, w;}:

o« o= M1 _ 111 _ (1,11) —(L 1 L)
L7 wall — @)~ vViZ+z+2 - \V3'V3'V3)

o U, = w2 _ (-1,1,0) _ (-1,1,0) =(—_1 1 O)
27 wall G0l - JeDZez402 . W2 V2l )

( 1 12) ( 1 12)
w3 3’ 33 3’ 3’3
12

Sl = e el S
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Apresentaremos algumas defini¢bes que serdo utilizadas em alguns teoremas e
assuntos a seguir.

Defini¢do 1.27 (Matriz simétrica e Matriz ortogonal): Seja A uma matriz quadrada
de ordem n e A" sua transposta.

a) Uma matriz A é simétricase A = A*.
b) Uma matriz A invertivel é ortogonal se A~ = At. Podemos também dizer que
uma matriz A invertivel é ortogonal se A* - A = 1I,,.

Convém lembrar que, conforme a teoria de Algebra Linear classica, uma matriz
é ortogonal se, e somente se as colunas (ou linhas) sdo vetores ortonormais.

Proposigdo 1.28: Seja R™ munido de produto interno e a« e  bases ortonormais de
R", entdo a matriz de mudanga de base [I]5 ( respec. [I]S ) é uma matriz ortogonal.

Prova: Sejam a = {v4,...,v,} e B = {wy,...,w,} bases ortonormais de R". Basta
observar que:

o L N I P O |
1(171) I(UZ) I(vn) U1 Vy ot U
e como suas colunas sdo vetores ortonormais pois a ( respec. ) é ortonormal, segue
que a matriz mudanca de base [I]; ( respec. [1]5 ) € uma matriz ortogonal. m

Segue da teoria de algebra linear:

s - me=1 = mf=(m)" = (%)

onde a Ultima igualdade é valida quando a base « é ortonormal e consequentemente a
matriz [I]g é ortogonal, o que ird facilitar a obtencdo da matriz de mudanca de base
na ordem contréria das bases. Se [T]% for simétrica onde a e 8 sdo bases ortonormais
entao [T]g também é simétrica. De fato:

18 = ()" - gl = (f) - tmig- 1nf .

Tomando a transposta temos

() = (o) g g | = (i)' mme- [ ()] = ot
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1.5 — Teorema Espectral para matrizes simetricas

Uma matriz B é dita semelhante a uma matriz A se existe uma matriz
P invertivel tal que B = P~1 A P . Diremos que uma matriz A é diagonalizavel se ela
for semelhante a uma matriz diagonal.

Proposicdo 1.29: Matrizes semelhantes tém os mesmos autovalores.

Prova: Se A e B sdo matrizes semelhantes, entdo existe uma matriz P invertivel tal que
B = P~1AP . Basta mostrar que A e B tem 0 mesmo polindmio caracteristico.

Py (1) = det (B—Al) =det (P"YAP —P ' AIP)=det [P*(A—ADP ]

= det (P~Y) - det (A—Al)- detP = det (A—A)=P,(1). m

Observacdo: Convém lembrar que ndo vale a reciproca do resultado acima, isto é, ter
0s mesmos autovalores é uma condicado necessaria, mas nao € suficiente para matrizes

serem semelhantes. Veja que A = [8 (1)] eB = [g 8] tem 0s mesmos autovalores

mas nao sdo matrizes semelhantes.

Proposi¢do 1.30: Autovalores associados a autovetores distintos sdo linearmente
independentes.

Prova:
Caso 1: (2 autovalores distintos)

Sejam A; # A, autovalores. Vamos mostrar que 0s autovetores v;,v,
associados a A, e 1, respectivamente sdo linearmente independentes. De fato:

aivq + a,v, = 0 = (A - 111)(0,1171 + azvz) = (A - AII) (O)

= allllvl + azlzvz - /11(11171 - /11a2v2 =0
~—_———— ~—_————

= a, ;=) v, =0
#0 £0

= a2:0.
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alvl + azvz = 0 = (A - /12[)(611171 + azvz) == (A - 121) (O)

= all‘{lvl + azlzvz - Azalvl - Azazvz =0
N—— N——

= a4 —2;) vy =0
£0 £0

= a1=0

Logo, { v, v, } séo linearmente independentes.

Caso 2: (3 autovalores distintos)

Sejam {4, 1,,A3} autovalores distintos entre si. Vamos mostrar que 0S
autovetores {v,,v,,v3} associados a {A;,4,,13} respectivamente sdo linearmente
independentes. De fato:

a.v, + axvy +azvz; =0
= (A—-1D(avs +ayvy, +azv;) = (A—41) (0)
= a v + aAyv, + azAzvz — Ajav — 41ayv, — Aiazv; =0
= a,(,—A)vy+az;(A3—24)v;=0
= (A-2D[ a;(2 —A)vy +as (A3 —A4) v3] = (A—2:1)(0)

= ay(A; — A1) vy + az(A3 — A1) A3 v3 — a,(A; — A0, —az(A3 — A1) A,v3 =0

= a3 (A3 —4) A3 —A)v3 =0

=0 =0

= a3:0.

Aplicando (A — A,1) e em seguida (A — A3I) concluimos a, = 0. Aplicando
(A —2,I) e em seguida (A —A3l) concluimos que a; = 0. Logo { vy, vy, v5} S0
linearmente independentes.

O caso geral para n autovalores distintos segue de argumentacdo analoga. m
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Proposicao 1.31: Se A é uma matriz simétrica, entdo os autovetores associados a
autovalores distintos de A sdo ortogonais.

Prova: Seu,v € R" entdo (Au,v) = (u,A'v). Seja agora v, e v, autovetores de A
associados a autovalores 1; e 4, distintos de A temos que Av; = L ,v; e Av, = 4, v,.
Assim

A1 (1, 03) = (Av1,0,) = (Avy, v3) = (vy, A'v,) = (g, Avy) = A,(vy,vy)
onde usamos o fato que A = A’ pois A é simétrica. Segue que

(A= 24) " (v,1) =0 & (v,1,)=0. =

Faremos agora um caso particular do teorema espectral para matrizes simeétricas
de ordem 2.

Teorema 1.32 (Teorema Espectral para Matrizes Simétricas A de ordem 2): Existe
uma base ortonormal g = {u,,u,} do R? formada por autovetores de A.

Prova: Seja A = [Z IZ] uma matriz simétrica de ordem 2, logo seu polindmio
caracteristico é

a—A

P() = det (A— Al) = det | ,

b AN (N 2
o =@=ne-n-b
=ac—al—cd+ 12 —=b?>= 22— (a+c)A + (ac — b?).

Calculando o discriminante A segue que:

A=[—-(a+c)]?—4-1-(ac—b?) = a?+2ac+ c?— 4ac + 4b?

= a?— 2ac+c®+ 4b?> = (a—c)*+ 4b*> > 0.

Caso: A=0
b0 = 4= o=a"lo 1

= A-v=a v paratodovetorv € RZ

= B ={v; =(1,0),v, =(0,1)} ébase ortonormal de autovetores.
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Caso: A>0

—b ++VA
= — >

(a+c¢)+ VA (a+c¢)—VA
A= — = " e l=-—" "

& 2 2 2

prop. 1.30
3 Os autovetores {v; e v, } associados a { 1, e 1,} séo L1I.

prop. 1.31
- . .
= {v,,v,} sdo ortogonais.

U2

v ,
> B = {ul = ||v_1|| Uz = } é uma base ortonormal do R? . =
1 2

O proximo resultado apresenta duas propriedades relevantes para matrizes
simétricas.

Teorema 1.33 (Propriedades de matrizes simétricas):

(@) O polindmio caracteristico de uma matriz simétrica A tem somente raizes reais.

(b) Se um autovalor A de uma matriz simétrica A é representado k vezes como uma
raiz do polinémio caracteristico, entdo o autoespaco correspondente para o
autovalor 1 é k-dimensional.

Comentario: A prova da parte (a) sera feita no final desta se¢do no Coroléario 1.43. Em
outras palavras, o Teorema 1.33 pode ser reformulado para seguinte maneira:

Teorema 1.34 (Teorema Espectral para matrizes simétricas): Se A é uma matriz
simétrica de ordem n, entdo existe uma matriz ortogonal P tal que P"1AP = D é uma
matriz diagonal. Além disso, os autovalores de A sdo nimeros reais e sdo 0s elementos
da diagonal principal da matriz D.

Para matrizes com entradas reais, as matrizes ortogonais (A~1 = A') e as matrizes
simétricas (4 = A") desempenham um papel importante no problema de diagonalizagéo
ortogonal. Para matrizes com entradas complexas, as matrizes ortogonais e simétricas
sdo relativamente de pouca importancia; e sdo substituidas por duas novas classes de
matrizes, as matrizes unitarias e hermitianas, que apresentaremos a seguir.
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Defini¢do 1.35 (Matriz transposta conjugada): Se A é uma matriz com entradas
complexas, entdo a matriz transposta conjugada de A, denotada por A* é definida por

A*:(lq_)t

onde A ¢é uma matriz cujas entradas sio o0s conjugados complexos das entradas
correspondentesde A e (A )* éatransposta de A .

Exemplo 1.36: Se

C1+i —-i o0 ~ 1= i 0
A_[z 3—2i i] :’A_[z 3+2i —il
Entao,
B 1—i 2
A=A = i 3+ 2i.
0 —i

O analogo das matrizes simétricas com entradas reais para matrizes com
entradas complexas sdo as matrizes hermitianas que definiremos a seguir.

Definicdo 1.37 (Matriz unitaria e hermitiana): Seja A uma matriz quadrada com
entradas complexas.

a) Umamatriz A é unitaria se A* = A1,
b) Uma matriz A é hermitiana se A* = A.

Uma matriz quadrada com entradas reais ¢ chamada de ortogonalmente
diagonalizavel se existe uma matriz ortogonal P tal que P"1AP (= P'A P) é diagonal.
Para matrizes complexas temos um conceito analogo.

Definicdo 1.38 (Matriz unitariamente diagonalizavel): Uma matriz quadrada A com
entradas complexas é chamada de unitariamente diagonalizavel se existe uma matriz
unitaria P tal que P AP (= P*AP) é diagonal e a matriz P é chamada de
diagonalizador unitario para A.

Convém observar que as matrizes hermitianas ndo desfrutam de todas as
propriedades das matrizes simétricas reais. Por exemplo, as matrizes simétricas reais sao
as unicas que sao ortogonalmente diagonalizaveis e, é possivel mostrar que as matrizes
hermitianas sdo unitariamente diagonalizaveis; no entanto, elas ndo constituem toda a
classe de matrizes unitariamente diagonalizaveis, isto €, existem matrizes unitariamente
diagonalizaveis que ndo sdo hermitianas. Para observar isso, veja a seguinte definicéo.
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Defini¢do 1.39 (Matriz normal): Uma matriz quadrada A com entradas complexas é
chamada de normal se

A-A"=A4"- A

Exemplo 1.40: Toda matriz hermitiana A é normal pois AA* = AA = A A e toda matriz
unitaria A é normal pois AA* = = A" A.

Proposicdo 1.41: Se A é uma matriz normal, entdo os autovetores associados a
autovalores distintos de A sdo ortogonais.

Esta proposicdo € o analogo da proposicdo 1.31 para matriz normal e €
fundamental para a construcdo de uma matriz P que unitariamente diagonaliza a matriz
normal A.

No Teorema 1.33 foi afirmado que o polinbmio caracteristico de uma matriz
simétrica com entradas reais tem somente raizes reais. Este resultado importante é
corolario do seguinte teorema mais geral.

Teorema 1.42: Os autovalores de uma matriz A € M,, hermitiana sdo nUmeros reais.
Prova: A demonstracdo segue dos seguintes passos:

a) v eC'= M{nxl}((c) >v' = (ﬁ)t € M{lxn}(«:)

b) Vf1><n} "Amxny " Vinx1) = Ziaxay € C
zt=ze€ecC A
c) z=wA4-v) £ @A) =U)'W) ' =v -4
=>z=@wW"-A-v)ER paratodo veE C".
d) Aautovalorde A = Av = Avcomv # 0

3
Q-)@

~

<

Il

N

v
= Au = Aluparau = m (unitario) v'u=<u,u>=1

= A= Aﬁzu*l-uzu*-/l-u ER éporc). m

Corolario 1.43: Os autovalores de uma matriz simétrica com entradas reais Sdo
ndmeros reais.

Prova: Se A é uma matriz simétrica (A = A%) com entradas reais (A = A) entdo A é
hermitiana, pois A* = (A)¢ = A = A; assim, A tem autovalores reais pelo Teorema. m
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1.6 — Processo de Diagonalizacdo de forma quadratica

Vamos definir forma quadratica e estudar o processo para sua ortogonalizacéo,

visto que precisaremos desse procedimento para identificacdo das conicas.

Definicdo 1.44 (Forma quadratica): Uma funcdo Q:R™ — Rdefinida por
Q (X) = X*AX onde X = (xq,x5,...,%,) € A € uma matriz simétrica com entradas de

nameros reais é chamada de forma quadratica real nas variaveis x;, x,, ..., X,.

Por exemplo Q:R? — R dada por Q(x,y) = x? — 10xy + y? é uma forma

quadrética.

Processo _de diagonalizacdo da forma quadratica: Este processo destina-se a
encontrar uma base do R™ na qual a matriz associada a uma forma quadratica seja a
mais simples possivel, isto é, aquela que possui Varios 'zeros'. Veremos que a matriz

diagonal € a que melhor se encaixa neste procedimento.
Vamos diagonalizar a forma quadratica Q: R? — R tal que

Q) =x2—10xy +y?> onde v=(xYy)
Procuremos uma base 8 de modo que

=[] = oW =axt+ant = w-[¢ ][]

Sendo « a base candnica do R? na forma matricial, temos que

oGy =l Al =1x v1-[_L ~S]-[3)

Consideremos o operador linear T: R? - R2talque T(v) = A-v,istoé A = [T]%.

Pelo teorema espectral para matrizes simétricas visto acima, como a matriz A é

simétrica, ela é diagonalizavel, admitindo um conjunto de autovetores ortonormais.

Os autovalores de A séo A, =6 e A, = —4. Associados a esses autovalores

encontramos: v; = (x,—x) paral, = 6 ev, = (x,x) para A, = —4.
De Fato: Sendo A = [_é _f] determinamos o seu polinbmio caracteristico

1-4 =5

p()l):det(A—U)zdet[ -5 1-2

]=(1—/1)2—25=/12—2,1—24.
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Como ja vimos, as raizes de P(A) sdo os autovalores de A. Resolvendo a
equacdo A2 — 21 —24 =0 encontramos A; =6 e A, = —4. Para determinar os
autovetores associados, vamos resolver a equacdo A-v=A-vparal;, =6e 1, = —4
comv = (x,y) € R?,

1°caso: 4, =6

(R N I e e R

Segue que v; = (x,—x) = x(1,—1) com x # 0.

2° caso: 1, = —4

- ~5y=- 5x — 5y =
[—é f]'[;]=_4'[;c’]:’{—§x+§];:—i§;ﬁ{_5§+5§,:8 > y=x

Segue que v, = (x,x) = x(1,1)comx #0. =

Podemos encontrar uma base ortonormal 8 de autovetores. Para isso tomamos

1 1
vn=—(1,-1) e v2=—2(1,1).

V2 V2

Segue da teoria de algebra linear, que:

Mg = 15115 (05 omde  D=1115=[7 O]

Substituindo em Q(v) = [v]§, - [T]% - [v],, temos

Q) = [vlf - 115 - [T - (15 - [v]a.

[T1%

Como [I]g é ortogonal, pois a e B sao bases ortonormais, temos que

Mg =g " =(mg)"
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Segue que
Q) = [vlg - 115 - [T15 - (11§ - e

© 0w =l - ((1N%)" - 1115 - (11§ - v]a)

e QW) = vl - [T15 - ],

Isto &,

ow =[a nlfy ][] = 64yt

Exemplo 1.45: Vamos fazer a diagonalizacdo da forma quadratica Q: R? —» R dada por
Q(v) = x* + 12xy — 4y* com v = (x,y).

Solugdo: Consideremos a a base candnica do R?. A forma quadratica
Q(v) = ax® + bxy + cy?
pode ser escrita na forma matricial como:

Wﬂ

W) = ol 4[]y onde A=,5, 7"

|mamm=MYPE_ﬂiﬂ

A matriz A = [é Z] ¢ simétrica. Entdo podemos diagonaliza-la. Vamos
encontrar os autovalores de A que, como ja sabemos, sdo as raizes do polinémio

caracteristico P(1) = det(A — Al) = det [1 g A _46_ /1] =@A-5(1+8).

Determinaremos 0s autovetores associados aos autovalores encontrados
resolvendo aequacdo A-v =A-vparal; =5eld, = —8comv = (x,y) € R2.

1°caso: 4, =5

x] {x+6y=5x {—4x+6y:0 2

1 6 _c. -
[6 —4] x Y1=5 [y:> 6x — 4y = 5y 6x—9y=0=> —3*
Segue que

v, = (x,%x) = x(l,g) com x # 0.
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2° caso: A, = —8

X+ 6y = —8x {9x+6y=0 -3

1 6 . * _ 9
[6 —4] [ Y1=(-9 [y]:{6x—4y=—8y:>6x+4y=0:>y_zx
Segue que

-3 -3
v, = (x,7x) = x(l,T) com x # 0.
Encontramos uma base ortonormal de autovetores = {u,, u,}, onde

— V1 _ (1%) —_

3 2
M= Jis _(mm) €

w, = v, _(1,7)=(2 —3).

T vl - VI3 Vi3’ Vi3
2

Pelo caso anterior, podemos reescrever a forma quadratica da seguinte maneira
Q) = [vl - D-[vlg.

Neste caso, temos

O R

Substituindo, temos que:

0w = i[> O[] =5x -8yt

Teorema 1.46 (Teorema dos Eixos Principais): Qualquer forma quadratica em n
variaveis Q(X) = X*A X é equivalente por meio de uma matriz ortogonal P a uma
forma quadratica do tipo:

HY) = Lyf + Y5 + -+ 07

onde Y = (y1,¥2,--,Vn) € A1, 45,..., 4, S@0 0s autovalores da matriz A que define a
forma quadratica Q.

Prova: Se A é a matriz simétrica da forma quadratica Q, entdo pelo Teorema 1.34 temos
que A pode ser diagonalizada por uma matriz P ortogonal (P! = Pt), isto significa
que D = P"1AP = P'AP é diagonal. Além disso, os elementos da diagonal principal de
D sdo os autovalores A;,4,,...,4,, que sdo nameros reais. A forma quadratica £ com
amatriz D é dada por H(Y) = 4,y + A,y5 + -+ 1,72 m
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CAPITULO 2: CLASSIFICACAO DE CONICAS

“Se, pois, queremos resolver qualquer problema, primeiro supomos a solugdo
efetuada, e damos nomes a todos 0s segmentos que parecem necessarios a construgao —
aos que sdo desconhecidos e aos que sao conhecidos. Entdo, sem fazer distin¢éo entre
segmentos conhecidos e desconhecidos, devemos esclarecer a dificuldade de modo que
mostre mais naturalmente as relagdes entre esses segmentos, até conseguirmos
exprimir uma mesma quantidade de dois modos. 1sso constituird uma equacgéo (numa
Unica incognita) pois os termos de uma dessas expressdes sdo juntas iguais aos termos

’

da outra.’

René Descartes

Neste capitulo teremos as representacdes algébrica e geométrica de conicas no
plano (R?). Nosso intuito se da em classificar a conica, degenerada ou néo, a partir de
sua equacao algébrica. Para isso veremos o procedimento geral utilizado.

2.1 — Equacao Geral de um Plano e das Conicas

Definicdo 2.1 (Equacdo do Plano): Sejam P, = (xq, Yo, Zo) Um ponto no plano m e
n = (a,b,c) um vetor normal ao plano . O plano  é o conjunto de todos os pontos
P = (x,y,z) € R3 tal que o vetor P,P é perpendicular ao vetor normal n.

m={P=(xy,z2) ER3; PP Ln}

Observando-se que OP, + P,P = OP, segue que
PoP = 0P — 0Py = (x,¥,2) — (x0,Y0,20) = (x — X0, ¥ — Yo, Z — Z)-
Logo:
Penme PP Lne (PpP,n) =0 ((x —x0,y — Vo, Z — 2p),(a,b,c)) =0
Salx—x)+b(y—yy) +c(z—25) =0
© ax + by + cz = axy + by, + cz,.

Fazendo d = axy + by, + cz,, obtemos:

lax + by + cz = d|.
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Figura 2.1: Equacéo do plano

Esta equacdo representa um plano que passa pelo ponto (x, Vo, 2z,) € tem
(a, b, c) como vetor normal. Os casos em que d = 0 representam o0s planos que passam
pela origem dos eixos coordenados.

Veremos que as conicas sdo curvas no plano que podem ser escritas sob a forma

ax’ + bxy +cy’ +dx+ey+ f=0.

Estas curvas incluem a circunferéncia, a elipse, a pardbola e a hipérbole. Do
ponto de vista geométrico, que € 0 que 0s gregos antigos adotavam, conicas sdo figuras
que podem ser obtidas através do corte em diversos planos de um cone circular reto em
duas folhas.

parabola

Figura 2.2: Conicas
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Em palavras:

e Circunferéncia: E obtida pela interseccdo do cone com um plano ortogonal ao
seu eixo de simetria.

e Elipse: E obtida pela intersec¢do do cone com um plano que no passa pelo seu
veértice, sendo obliquo ao eixo e ndo paralelo a nenhuma das geratrizes.

e Parabola: é obtida pela intersec¢do do cone com um plano que ndo passa pelo
seu vertice e é paralelo a uma das geratrizes.

e Hipérbole: é obtida pela intersec¢do do cone com um plano que ndo passa pelo
seu vértice e é paralelo ao eixo.

Para tratar das conicas no plano de forma adequada procederemos estudando
figuras padrdo e, através da diagonalizacdo de formas quadraticas associadas,
mostraremos que as equacdes representam uma dessas figuras padrdo centrada,
possivelmente, em outro referencial.

Definigdo 2.2 (Conica): Uma conica em R? é um conjunto de pontos P = (x,y) cujas
coordenadas em relacdo ao referencial padréo {e; = (1,0), e, = (0,1)} satisfazem a
equacao quadratica

ax*+bxy+cy*+dx+ey+f=0 (D

onde a,b,c,d, e, f s80 numeros reais com a # 0 ou b # 0 ou ¢ # 0. Podemos observar
que a equacao da conica envolve

e uma forma quadratica, Q(x,y) = ax* + bxy + cy?,
e uma forma linear, L(x,y) = dx + ey,
e e um termo constante f.

Isto é, a equacdo que define uma conica pode ser reescrita da seguinte forma:

QG ) + LGx,y) +f =0].

O gréfico da equacdo (I) é uma secdo conica, uma curva assim nomeada, porque é
produzida pela intersecdo de um plano com um cone circular reto de duas folhas como
visto anteriormente.

Além das conicas comuns: circunferéncias, elipses, pardbolas e hipérboles,
podemos ter formas degeneradas desses tipos de conicas.
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Voltando a figura 2.2 da interseccdo de planos com um cone, podemos ver das
figuras a seguir que:

e Ponto (elipse degenerada): é a intersec¢cdo do cone com um plano que é
obliquo ao seu eixo e ndo paralelo a nenhuma de suas geratrizes, passando pelo
seu Vértice.

e Reta (parabola degenerada): é a intersec¢do do cone com um plano que é
paralelo a uma de suas geratrizes e passa pelo seu vértice.

e Par de retas (hipérbole degenerada): é a intersec¢do do cone com um plano
gue contém o Seu eixo.

Elipse degenerada Parébola degenerada Hipérbole degenerada

Figura 2.3: Conicas degeneradas

Definicdo 2.3 (Forma Quadratica Matricial de uma Conica): Uma forma de
classificar o tipo de  cOnica  representada  por uma  equacdo
ax® + bxy + cy* + dx + ey + f = 0 é escrevendo essa equacdo na forma matricial

o8y Bl o flemn -

De fato:

b
ax+ -y

[ yl-|, 27|+ ldx+ey]l+[f] = 0]
§x+cy

b b
= ax2+§xy+5xy+cy2+dx+ey+f=0

& |lax*+bxy+cy’+dx+ey+f =0 m

Podemos escrever a equacdo geral de uma conica como
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XtAX‘l‘BX‘l‘f]l =01X1!

onde

X = m A= [bc/lz bﬁz]

O produto XtAX é chamado forma quadratica.

Vamos apresentar alguns exemplos de curvas em termos de formas quadréticas e
formas lineares.
« o (x+2)? | (y+1)?
Exemplo 2.4: Escreva a equacdo da elipse — + = 1 em termos de formas

/a 4

quadraticas e formas lineares.
Solucéo:

(x+2) +(y+1)

1
=1 & 4(x+2)2+Z(y+1)2=1

1/4 4
1
& 4(x2+4x+4)+Z(y2+2y+1)—1=0
e 16 (x*+4x+4)+@*+2y+1)—4=0
& 16x2+y*+64x+2y+61=0
16 07 [* x _
o Ny Jl)+es 2af]+e1=0
., 3)? —4)?
Exemplo 2.5: Escreva a equagéo da hipérbole — (xJ; ) + O 2 ) = 1 em termos de

formas quadraticas e formas lineares.
Solucéo:

@43 -4

5 T =1e-4E+3)’+9( -9 =36

©—-4(x*+6x+9)+9(y*—8y+16)—36=0
© —4x% —24x +36+9y? — 72y + 144 — 36 = 0

& —4x2+9y2 —24x— 72y +72=0

o [x ¥ [_04 g] [;] +[-24 —72] [;] +72=0.
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Observe que nenhuma das expressdes tem termos cruzados (xy). Veremos
agora, como escrever as formas mais gerais das conicas alinhadas aos eixos horizontal
ou vertical em termos de formas quadréaticas e de formas lineares.

Uma parabola pode ser escrita como
y =ax’+bx + ¢ o ax’*+ bx—y+c=0
ou
x=ay’+by+c © ay*+by—x+c=0

se estiver alinhada ao eixo vertical (no primeiro caso) ou ao horizontal (no segundo
caso). Essas equacOes podem ser descritas em termos de formas lineares e formas
quadréticas da seguinte forma:

o f2 IR -
ou
o[y Y[+ l-[g] +ler =01

Observe que, nas parabolas, sempre ha um termo nulo na diagonal principal da matriz
central da forma quadratica.

Como uma circunferéncia é apenas uma elipse com os eixos horizontal e vertical de
mesmo tamanho, consideraremos agora somente a equacao geral de uma elipse alinhada
ao eixo horizontal e vertical:

X — xg)? — ¥0)?
( :Co) N o — o) —1
a b2

e b*(x —x0)* + a* (y — yo)* = a®b?
& b? (x% = 2xox +x3) + a® (y? — 2y,y + y&) —a?bh? =0
& b%x% — 2b%xogx + b2xZ + a?y? — 2a%y,y + a’y2 —a?b? =0
b2 0 X X
o [x Y- [0 az] - [y] + [-2b%x, —2a’y,] - [y] + [b2%x2 + a?ys — a?b?] = [0].

Note que, nas elipses, os termos da diagonal principal da matriz central da forma
quadratica sdo ambos positivos.
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A equacdo geral de uma hipérbole alinhada nos eixos horizontal e vertical fica

(x — xo)z (v — J’o)z
a2 - b2

=1

& b%(x —x9)%— a? (y —yy)? = a?b?

& b? (x% = 2xox +x3) — a® (y? = 2y,y + y&) —a?bh? =0

& b%x? — 2b%xox + b%x% — a?y? + 2a%y,y — a’yé —a’b? =0
ey

X X
oa| [+ m2p?xg 2a2y0] - [| + (b7 — a?yE — a?b?] = [0]

ou

— 2 _ 2
_ (x ;Co) + v — o) —1
a b2

& —bi(x —x9)?+ a? (y —y,)? = a?b?

0

— b?% (x2 = 2xox + x2) + a® (y? = 2yoy + &) —a?b? =0

© — b2x? + 2b%xqx — b?x2 + a’y? — 2a’y,y + a’yE —a?bh? =0
2
o [x Y] [ b O][y] + [2b%x, —2a%y,] [y] + [—=b%x2 + a?yZ — a?b?] = [0].

Observe que, nas hipérboles, os termos da diagonal principal das matrizes centrais de
cada uma das duas formas quadraticas tém sinais opostos.

Assim, estabelecemos regras para classificar as cénicas que estdo alinhadas aos
eixos cartesianos analisando somente suas formas quadraticas. Quando um dos
elementos da diagonal principal da matriz central da forma quadréatica associada a uma
determinada equacdo for zero, entdo a equacdo é de uma parabola; se os dois elementos
forem positivos, entdo a equacdo é de uma elipse (ou de uma circunferéncia, se os dois
elementos forem iguais); se os dois elementos da diagonal principal tiverem sinais
opostos entdo a equacado é de uma hipérbole.

Como vimos aqui, quando a matriz A de uma forma quadratica Xt AX é dada por

A= ay 0]

0 ay

onde a; e a, sdo constantes, entdo a conica é alinhada a um dos eixos cartesianos.
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Podemos entdo classifica-la usando as seguintes regras:

e Sea; - a, = 0 entdo a equacdo é de uma parabola ou de sua forma degenerada
(uma reta ou duas retas paralelas).

e Sea; - a, >0 entdo a equacdo é de uma elipse ou de sua forma degenerada
(um ponto ou o vazio).

e Se a; - a, <0 entdo a equacdo € de uma hipérbole ou de sua forma
degenerada (duas retas concorrentes).

Mas o que fazer quando houver um termo cruzado do tipo xy na equacdo de uma
conica? Este assunto sera abordado na préxima secao.

2.2 — Diagonalizacdo de Formas Quadraticas

Agora vamos ver 0 que podemos fazer quando existirem termos cruzados.
Nestes casos, temos a equacdo geral de uma conica.

ax? +bxy +cy*+dx +tey+f =0
que, em termos de uma forma linear e de uma forma quadratica, fica

8y PG B - o

ouseja, X*AX + BX + C = 0, onde

x=[]. 4= [bc/lz bﬁz]'

Nosso problema € escrever a forma quadratica, que determina o tipo de conica,
em forma diagonalizada. Neste momento precisaremos da abordagem sobre autovetores
e diagonalizacdo de matrizes; € precisamente iSsO 0 que pode ser conseguido se
utilizarmos uma matriz P cujas colunas séo autovetores independentes da matriz A e sua
inversa. Veremos isso primeiramente através de um exemplo.
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Exemplo 2.6: Considerando a equacdo 2x? — 5y? —7 = 0, vamos determinar qual
conica ela representa.

Solucéo: Observe que
X
2x2 -5y =7 = — - =1 = 7--7-=1

" ()

Logo, verificamos que esta equacgdo representa uma hipérbole.

5 =

Exemplo 2.7: Mais uma vez nosso objetivo é identificar qual conica é representada pela
equacdo dada: x% + y? —6x — 2y + 8 = 0.

Solucéo: Simplificando e completando quadrados, temos:
x2—6x+y?2—-2y=-8 = (x?-6x+9)+(*-2y+1)=-8+9+1.
Fatorando os trindmios quadrados perfeitos, obtemos:
(x-32+@-1*=2,

que é uma circunferéncia de raio v/2 e centro (3,1).

Exemplo 2.8: Identifique a cbnica no plano dada pela equacgdo quadrética:
2x2 + 4xy +2y? + 42 x +124/2y -8 = 0.

Solugéo: Para isto, precisamos inicialmente eliminar os termos mistos, do tipo xy,
através da diagonalizacao da forma quadréatica. Escrevendo na forma matricial, temos:

0 YR wmfp)-s-o

2 2

Calculamos os autovalores da matriz A = [2 5l

P(A) = det(A — AI) = det [2 " A , E /1]

=(2-1D)2—4=—-42+22=1-(A—4).
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Temos o polindmio caracteristico P(1) = 12 — 4. Como ja vimos, as raizes desse
polindmio s&o os autovalores de A dados por A; = 0 ou A, = 4. Para encontrarmos 0s
autovetores resolvemos a equacdo A-v = A - v paracada A.

Para 1, = 0:

[3 ;H;]:0[;]igiigzg;:mﬂz:o@x:—y,

Logo os autovetores associados a 4, = 0 sdo da forma v; = (—y,y) com y # 0. Em
particular, temos v; = (—1,1). Normalizando este vetor, teremos:

Lo (-1L)  (-LD) _(—1,1)_<—_1 i)
Pl IO JmDEr 12 V2 W2'V2)
Para 4, = 4:

3 ABI=4bl=fii i = G =x=r

Assim o0s autovetores associados a 4, = 4 sdo da forma v, = (x,x) com x # 0. Em
particular, temos v, = (1,1). Normalizando este vetor, teremos:

v, (L) (1,1 _(1,1)_(i i)
lvoll — NEADI Viz+12 - V2 \W2'v2/

Consideramos os autovetores B = {u,u,}, como o novo sistema referencial do R?,
onde a forma quadratica

U, =

0w =[x [2 2[}] onde Wle=[)]

Segue da Secdo 1.6, do processo de diagonalizacao de forma quadrética, que

X1

QW) =[]y [T15-[vl; onde D=1[T1f e [vlg= yl]'

Desta forma, temos que
_ 0 01
Q(v) - [xl yl] [O 4 [yl]

Segue da Secdo 1.2, Mudanca de Referencial Cartesiano, que

-1 1
Wle= [ - [Wlp = [;] - \/12 \/12 ' ;ﬂ
GV
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Deste modo, a equacéo original se reduz a

=1 1]

N R IR Lo T
= %

(:)Oxf+4y12+4\/§(—%x1 \/15311)+12\/_(\/_ \/_yl) 8=0

S 4y? —4x, + 4y, + 12x, + 12y, -8 =0
& 4y?+8x + 16y, —8=0

© yi4+2x+4y;,—2=0

© (Yi+4y,+4)—4+2x,—-2=0

e (y1+2)2+2(x;,—3)=0.

Fazendo a mudanca de variavel y, = (y; +2) e x, = (x; — 3), obtemos que:

1
—-v5.

y2 +2x,=0 © 2x,= -y} © x,= >

Assim, a equacgdo acima representa a conica em relacdo a um novo referencial
R3, obtido por translacdo e podemos finalmente identifica-la claramente como sendo
uma parabola.

Agora iremos formular o procedimento geral de classificacdo das conicas,
estabelecendo em detalhes o que deve ser feito em cada passo.

2.3 — Procedimento Geral de Classificacdo das Conicas

Dada a equacdo algébrica
ax’+ bxy +cy’+dx+ey+f =0

ondea # 0 ou b # 0ouc # 0, queremos classificar a conica em funcéo de sua equagéo
e fazer um esboco de seu grafico, para isso, procederemos da seguinte forma:

1° passo: Escrevemos a equacdo na forma matricial:
a b/2] x x _
[x y][b/z I+ 1@ e+ =o
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2° passo: Diagonalizamos a forma quadratica para eliminar os termos mistos. Para isto,
precisamos encontrar 0s autovalores 1, e 4, e 0s autovetores ortonormais v, € v, de

A= [bc/lz bgz]_

3° passo: Lembramos que no sistema de coordenadas xy as retas suportes estdo nas
direcdes dos vetores da base candnica

a ={e; =(1,0),e, = (0,1)}.

Obtemos um novo sistema de coordenadas ortogonal x;y; cujas retas suportes estdo nas
direcdes dos autovetores que formam a base

= {v,v;}

Da teoria geral, sendo T: V;, - Wj uma aplicagdo linear, onde « € uma basede Ve €
uma base de W, temos que

[TW)]e = (TS - [v]g.

No caso particular, onde I:R? -» R?é a aplicacdo identidade, temos que o vetor
v = (x,y) pode ser escrito na base 8 de autovetores por v = (x,y) = x,v; + y,V, €
obtemos a relacdo conhecida como mudanca de coordenadas.

X X X171\t
L= 5[] ow i yi=(15[})]) = vl g,
4° passo: Substituindo na equacao da forma matricial da conica:

£ 31y CIBlH 1 e[l =o.

obtemos a equacao da cénica no novo sistema de coordenadas

po vl g [y e [t e mh e [+ 1= o

D

que toma a seguinte forma:

A 0

[X1 Y1] - 0 Az] . [;ﬂ + [d e] - [I]

!
=
=

]
—+
(
=
[

I

—
=
]
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5° passo: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sdo nao
nulos. Temos ent&o trés casos a analisar:

e Casol: (44 #0 e 4, #0)
o Caso2: (44 #0 e 4, =0)
o Caso3: (44 =0e 4, #0)

Casol: (A #0 e A, #0)
MxZ+ax; +Ay¢+by,+f=0
a\? a? b \* 2
=3 Al(xl +2_A1) —4—/11+/12(y1+2—/12) —4—/12+f= 0.
Fazendo a seguinte mudanca de variavel:

a b a’?  b?
o =nt e T=f-—Fp———r

Xp =Xt 2, a1, an,’

temos uma equacao de conica de facil reconhecimento, a saber

Mxz+,ys+1r=0.

Caso2: (A, #0e 1, =0)

Mx?+ax,+by;+f=0
a\? a?
o2 ( —) A = 0.
1 951"‘2/11 4/11"' yit+f
Fazendo a seguinte mudanca de variavel:

2

_4_/11'

a

X =X1 +5—,
2 VYR

Y2= Y1 € r=

temos uma equacao de conica de facil reconhecimento, a saber:

Mx3+ by, +r=0.

Caso3: (1, =0 e 4, # 0)

Este caso é similar ao caso 2.
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Exemplo 2.9: Identifique a cOnica representada pela equacao algébrica abaixo:
3x% — 4V3xy — y? + 20y —25 =0
Solugéo: Vamos seguir 0 passo a passo descrito acima.

1° passo: Escrever a equacgdo dada na forma matricial:

_23\/§ —2«/_] [y

2° passo: Vamos agora diagonalizar a forma quadratica:

[x ¥]- [0 20] [y]—zs_o

QW) =Wl A Wle = Q= Y| _Zf] [

Segue do polindmio caracteristico que:

P(1) = det(A — Al = det [32‘\/’% ‘12‘@ = B=N(=1-1)—12
=22-22-15=(1—(-3))- (1 -15).

Como A, =-3 e A, =5, para encontrar os autovetores a eles associados vamos
resolveraequacdio A-v=A1-v com v =(x,y).

1°caso: 4, = -3

3 —23 3x — 243y = —3x 6x —2V3y =0
] [J’] (=3)- [J’] {—2\/§x —y=-3y - {—2\/§x —4y =0

=y =+vV3x ~ v; = (x,V3x) =x(1,V3) com x #0.
2°caso: A, =5

[ 3 _2\/_] [] x {3x—2\/§y=5x:>{2x+2\/§3’:0
y —2V3x—y=5y (2V3x+6y=0
:}y:__x KA Uzz(x’—gx) (1 —£>C0mx¢0

Particularizando e normalizando os autovetores:

v1=(1,\/§) > U = 7 =<1§> e

(1-5) e =(33)
v, = ,— — = U, = =\—-,— =
2 3 27 vl 27 2
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Obtemos assim, uma base ortonormal, formada por autovetores, a saber:

p=u=(3)w=(T-2}

3° passo: Sendo a = {e; = (1,0),e, = (0,1) } a base canbnica, e S = {uy,u,}uma
base de autovetores. Segue da Secdo 1.6, do processo de diagonalizacdo de forma
quadratica, que

X1

QW) = [v];- [T]g [vlg onde D = [T]g e [vlg= }’1]

Desta forma, temos que
— . _3 O . XI
o= - |5 [

Segue da Secdo 1.2, Mudanca de Referencial Cartesiano, que

B

X X

o=z s = [[=12 %1 [
l? 2J

[x ¥] [ 23\/5 _2‘/_] [y]+ [0 20]- [y]—zs—o
(143

ot Wl [03 g ]+ 10 20]-|l\/2§ zlJl-[f,ﬂ—25=
2 2

o [=3n Snl-[})]+lov3 —10]-[;}]-25=0

& —3x% + 5y +10V3x; — 10y; —25=0.

5° passo: Eliminar os termos lineares. Para tanto vamos agrupar os termos semelhantes
e aplicar a técnica de completar quadrados.

—3x2 + 10V3x; + 5y% — 10y, = 25

10V3 25
3 At

(:)(—3)-<xf— >+5(y1—2y1+1)—25

58



5v3\"

@(—3)-<x1—T> +5(; —1)2=5.

Fazendo a mudanca de variavel

5V3
x2:<x1—T> e y,=(1—1),

temos a equacdo de uma hipérbole dada por:

x;

+5

(=3) x5 +5y;=5 &9 —
/

3

+yZ =1|.

Como vimos, este procedimento permite-nos, através de uma mudanca de
referencial, colocar qualquer conica na forma de uma das equacdes tipicas. Neste
processo podemos classificar as conicas da seguinte maneira.

Formalizamos entdo as regras para a classificacdo de conicas a seguir. Dada a
matriz A de uma forma quadratica X¢AX cuja forma diagonalizada é dada por

b M o]

0 A

onde 4, e A, sdo os autovalores de A, entdo podemos classifica-la usando as seguintes
regras:

e SeA, - 1, =0 entdo aequacdo é de uma parabola ou de sua forma degenerada
(uma reta ou duas retas paralelas).

e Sel; - A1, >0 entdo a equacdo é de uma elipse ou de sua forma degenerada
(um ponto ou o vazio).

e Se A; - 1, <0 entdo a equacdo é de uma hipérbole ou de sua forma
degenerada (duas retas concorrentes).
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Resumo

A equacdo geral de uma conica é dada por ax? + bxy + cy?*+dx+ey+ f =0,
onde a, b, c,d, e, f sdo constantes. Essa cOnica pode ser representada matricialmente
como

k5 P Bl e [t = o
isto €,
XtAX+BX+flL,=01
onde

X=[;], A=[b‘/12 ng] e B=[d el

O termo X¢AX é chamado forma quadratica e o termo BX é chamado forma linear.

Quando a matriz A de uma forma quadrética X*AX assume uma forma diagonalizada
dada por

_Ja; O
A_Oaz]

onde a; e a, sdo constantes, entdo a conica é alinhada a um dos eixos cartesianos.
Caso contrario, ela assume uma posicdo ndo alinhada a esses eixos.

Classificagdo: Dada uma conica cuja forma quadratica seja escrita como X¢AX,
onde a matriz A tem uma forma diagonalizada dada por

b [h o]

0 A

onde 1, e 4, sdo os autovalores de A, entdo podemos classifica-la usando as seguintes
regras:

e Se A; -1, =0 entdo a equacdo é de uma pardbola ou de sua forma
degenerada (uma reta ou duas retas paralelas).

e SeA; - 4, >0 entdo a equacdo é de uma elipse ou de sua forma degenerada
(um ponto ou o0 vazio).

e Se A; - 1, <0 entdo a equacdo é de uma hipérbole ou de sua forma
degenerada (duas retas concorrentes).
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CAPITULO 3: CLASSIFICACAO DE QUADRICAS

"Ha certos problemas que envolvem sO6 uma incognita e que podem ser
chamados determinados, para distingui-los dos problemas de lugares. Ha outros que
envolvem duas incdgnitas e que nunca podem ser reduzidos a uma so; e esses S0 0sS
problemas de lugares. Nos primeiros problemas, procuramos um ponto Unico, nos
segundos uma curva. Mas se o problema proposto envolve trés incognitas, deve-se
achar, para satisfazer a equacdo, nao apenas um ponto ou curva, mas toda uma
superficie. Assim aparecem superficies como lugares, etc."

Pierre de Fermat

No capitulo anterior, vimos como classificar as figuras chamadas cdnicas no
plano cartesiano quando as suas formas quadraticas assumem formas diagonalizadas.
Neste capitulo, generalizaremos 0s conceitos abordados no capitulo anterior para o
espaco, apresentando algumas das quadricas que sdo o equivalente tridimensional das
conicas.

Vamos agora generalizar o conceito de forma quadratica para trés dimensdes.
Relembrando, uma conica pode, em sua forma mais geral, ser representada pela equacao
matricial

XCAX+BX+fl, =01,
Isto &,

% R e af)ein- o

Uma generalizagéo direta para trés dimensdes seria escrever

a d/2 e/2 X X
[x ¥ z]-|d/2 b f/2]-M+[g h i - M+[i]=[0]-
e/2 f/2 ¢ z z

O termo XtAX é denominado forma quadrética e o termo BX continua sendo
chamado de forma linear. Esta equag@o matricial pode ser escrita como:

ax? +by?> +cz? +dxy+exz+ fyz+gx+hy+iz+j=0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,i,j s&o nameros reais, sendo ndo nulo pelo menos um dos seis
primeiros coeficientes a, b, c,d, e, f.
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A equacao acima representa um conjunto de superficies no espago chamadas de
quadricas. O nome quédrica é devido a essas superficies serem escritas em termos dos
quadrados de variaveis independentes e também é utilizado para figuras em dimensoes
maiores do que trés.

3.1 — Superficies Cilindricas

Comecaremos nosso estudo das quédricas com as superficies cilindricas, que
tém equagbes idénticas as das conicas quando em forma diagonalizada, mas
consideradas agora no espaco.

Definicdo 3.1 (Cilindro Parabolico): Esta superficie pode ser escrita como uma
parabola, mas agora olhamos do ponto de vista do espaco

y=ax*+bx+c.

Agora, z € uma variavel livre e portanto pode ser variada em infinitos valores
possiveis, funcionando como se varréssemos 0 eixo z com uma parabola. Estas
equacOes podem assumir qualquer uma das seguintes formas

x=ay’+by+c ou x=az’+bz+c
y=ax?*+bx+c ou y=az’+bz+c.
z=ax’+bx+c ou z=ay’+by+c

Por economia de notacdo, sempre representaremos as formas gerais de
superficies no espaco em termos de uma determinada orientacdo em relacdo aos eixos
coordenados, ficando as demais orientacGes subentendidas.

[

Figura 3.1: Cilindro Parabolico
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Definic&o 3.2 (Cilindro Eliptico): E uma superficie dada pela equacio do tipo

— 2 _ 2
(x ;Co) n & — o) -1
a b2

Esta é a mesma equagdo de uma elipse centrada em (x,,y,) COm semi-eixo
horizontal a e semi-eixo vertical b, mas desta vez ela esta no espaco, com uma variavel
z livre. Também podemos ter variantes dessa mesma equacao, com o cilindro eliptico
orientado ao longo dos outros eixos coordenados.

ISR

I il Y.
Figura 3.2: Cilindro Eliptico

Definic&o 3.3 (Cilindro Hiperbdlico): E uma superficie dada pela equagéo do tipo

(x = x0)* (¥ —o)? —1
N

Essa é a mesma equacdo de uma hipérbole centrada em (x,,y,) € pode ter
diversas variagdes, dependendo da orientacdo que o cilindro hiperbdlico segue.

»

Figura 3.3: Cilindro Hiperbolico
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3.2 — Formas Quadraticas de Superficies Cilindricas

VVamos agora, representar as superficies cilindricas em termos de formas lineares
e formas quadraticas. Relembrando o inicio deste capitulo, uma forma quadratica geral é
descrita por uma equacao do tipo

ax?+by*+cz?+dxytexz+ fyz+gx+hy+iz+j=0

que pode ser escrita como X‘AX + BX + C = 0 onde

X a d/2 e/2
leyl, A=1|d/2 d f/2 e C=1[l.
z e/2 f/2 f

O termo X¢AX é denominado forma quadratica e o termo BX continua sendo
chamado de forma linear.

Vamos agora, classificar superficies cilindricas utilizando suas formas quadraticas.

Definicdo 3.4 (Forma Quadrética do Cilindro Parabdlico): Esta superficie possui
equacdo algébrica (existem variantes para outros eixos cartesianos) dada por

y=ax’+bx+c © ax’+bx+c—y=0

cuja forma quadréatica é dada por X¢AX onde

A=10 0 O

0 0 O

aOO]

Caso sejam escolhidas equacdes alinhadas aos outros eixos cartesianos, como, por
exemplo, z = ay? + by + ¢, 0 Unico efeito serd mudar a posicdo que a constante a
assume dentro da diagonal principal da matriz dos coeficientes de sua forma quadratica.

Definicdo 3.5 (Forma Quadratica do Cilindro Eliptico): Esta superficie possui
equacdo algébrica (existem variantes para outros eixos cartesianos) dada por

_ 2 _ 2
(x ZXO) n ¥ — o) —1
a b2

& b?(x—x9)%+ a’(y —yy)? = a?b?
& b2 (x? — 2xx9 + x8) + a? (y? — 2y,y + y&) = a’b?
& (bH)x? —2b%xy x + b2 y¢ + (a?) y? — 2a%y,y + a? y¢ — a?bh? =0,
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cuja forma quadratica é dada por X*AX onde

b> 0 0
A=10 a* 0f.
0 0O O

Aqui também outros alinhamentos de eixos dao origem a posicOes distintas dos
coeficientes a? e b? dentro da matriz dos coeficientes da forma quadratica, mas sempre
teremos dois valores positivos e um nulo na diagonal principal da matriz A de um
cilindro eliptico. Caso tivéssemos escrito

(x—x0)*> (v —y0)? I
a? B b2 -

também teriamos um cilindro eliptico com matriz dos coeficientes da forma quadratica

—b? 0 0
A=10 —-a* 0
0 0 0

de modo que este tipo de matriz também indica um cilindro eliptico.

Defini¢do 3.6 (Forma Quadratica do Cilindro Hiperbdlico): Esta superficie possui
equacdo algébrica (existem variantes para outros eixos cartesianos) dada por

(x — x0)? (y—mf_l
a2 bz

© b? (x —x0)* — a®(y — yo)? = a’b?
& b? (x% = 2xxy +x3) + a? (y? — 2yoy + y&) = a?b?
e (bH)x? —2b%xy x + b? y2 + (—a?)y? + 2a%y,y — a’yé — a?bh? =0,

cuja forma quadréatica é dada por X*AX onde

b? 0 O
A=|0 =-a* 0].
0 0 O

Novamente outros alinhamentos de eixos ddo origem a posicGes distintas dos
coeficientes a? e b? dentro da matriz dos coeficientes da forma quadratica, mas sempre
teremos um valor positivo, um valor negativo e um valor nulo na diagonal principal da
matriz A de um cilindro hiperbdlico.
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Para determinarmos o tipo de superficie cilindrica representado por quadricas
que ndo estdo alinhadas aos eixos cartesianos, usamos 0 mesmo procedimento do
capitulo anterior, que é diagonalizar a matriz A dos coeficientes da forma quadratica da
quéadrica em questdo e depois classifica-la usando as regras que acabamos de deduzir
para superficies cilindricas alinhadas aos eixos coordenados. O exemplo a seguir ilustra
um desses casos.

Exemplo 3.7: Classifique a superficie cilindrica dada por
x? +2xy—y*+6x—2y—3=0.

Solucéo: A forma quadratica associada a essa superficie tem a matriz de coeficientes

1 1 0
A= 1 -1 O].
0 0 0

Seus autovalores sdo calculados a seguir:
1-1 1 0
P(A)zdet(A—/U)zdet[ 1 -1-2 O]
0 0 —A
=A-DE1-DED+2 = (1=-24+42+22)ED+ 2
= - LB+1+2 = -2 -2) =-1(1-v2)-(1++2)

Portanto, a forma diagonalizada da matriz A fica

0 0 0
D=0 —/2 0].
0 0 2

O que indica que a superficie € um cilindro hiperbélico.

Podemos entdo utilizar a seguinte regra para classificar uma superficie cilindrica.
Se ela tem uma forma diagonalizada D, entdo pode ser classificada da seguinte maneira:

e Cilindro parabdlico: se a matriz A possuir dois autovalores nulos.
e Cilindro eliptico: se a matriz A possuir dois autovalores positivos e um nulo.

e Cilindro hiperbdlico: se a matriz A possuir um autovalor positivo, um
autovalor negativo e um autovalor nulo.
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Resumo
Quadricas: Sao superficies no espaco tridimensional cujas equacdes algébricas sao:
ax? +by*+cz*+dxy+exz+ fyz+gx+hy+iz+j=0
onde a,b,c,d,e, f,g,h,i,j sdo nimeros reais constantes.

Na forma matricial que pode ser escrita como X‘AX + BX + jI, = 0 temos

a dJ/2 e/2 X X
[x ¥y 2z]-1d/2 b f/2 M+ [9 h i]- M+[i]= [0].
e/2 f/2 ¢ z z

Equacdes algébricas da quadricas cilindricas:

e Cilindros parabdlicos: y = ax? + bx + ¢

(x-x0)? | (Y—yp)?
a20 + b20 =1

e Cilindros elipticos:

(x—x¢)? _ (y=y0)* =1
a? pz

e Cilindros hiperbdlicos:

Classificagdo das quadricas cilindricas: Se uma superficie cilindrica tem uma forma
diagonalizada D, entdo ela pode ser classificada da seguinte maneira:

a 0 0
D=0 0 0| (cilindroparabdlico)
0 0 O
a? 0 0]
D=1]0 b2 0| (cilindro eliptico)
0 0 Ol
a? 0 O]
D=0 —b% 0| (cilindro hiperbdblico)
0 0 Ol

A ordem em que 0s termos aparecem nas matrizes diagonalizadas pode variar. De
forma geral, um superficie cilindrica que tenha uma forma quadratica X*AX sera um

e Cilindro parabdlico: se a matriz A tiver dois autovalores nulos.
e Cilindro eliptico: se a matriz A tiver dois autovalores positivos e um nulo.

e Cilindro hiperbdlico: se a matriz A tiver um autovalor positivo, um autovalor
negativo e um autovalor nulo.
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3.3 — Parabolodides

Os paraboloides sdo superficies que tem a seguinte equacéo algébrica como forma geral:

2 oy 2
c(z—17) = (x afo) i(y beO)

onde a, b, ¢ sdo constantes reais.

Veremos a seguir as formas que um paraboloide pode assumir.

Defini¢do 3.8 (Parabold6ide Circular): Sdo os que apresentam equacao do tipo:

(x—x0)* (v —0)*
2 + 2
a a

c(z—2zy) =

Essa superficie pode ser obtida através da rotacdo de uma parabola em torno de um eixo
vertical centrado em (xg, o).

Figura 3.4: Paraboldide Circular

Veremos a seguir como construir um paraboldide, usando o fato de que as
secgOes transversais dessa figura em relacdo ao eixo z séo circunferéncias.
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Exemplo 3.9: Descreva os procedimentos para esbogar o grafico do parabolodide
z = x% + y2

Solucdo: Ao interceptarmos a superficie com planos z = k, vemos equacfes de
circunferéncias. De fato, para z = 0 temos x? +y? = 0 que é a equacdo de uma
circunferéncia de raio 0 centrada em (0,0), ou seja, um ponto. Para z = 1 temos
x? + y? = 1, que é uma circunferéncia centrada em (0,0) e de raio 1. Para z = 2
temos x? + y? = 2 uma circunferéncia de raio v/2 centrada em (0,0) e assim por
diante. Podemos desenhar um certo nimero dessas circunferéncias no espaco para entdo
delinear os contornos do paraboldide. Para x = 0 temos z = y? (parabola) e para
y = 0temosz = x? (parabola).

Defini¢cdo 3.10 (Paraboldéide Eliptico): Uma generalizacdo do paraboloide circular é o
chamado parabol6ide eliptico que tem equacdo algébrica dada por

(x — xo)z - J’O)Z
a? + b2

c(z—2zy) =

No caso em que a = b, temos o paraboldide circular. A superficie pode ser construida
com uma sucessdo de elipses centradas em (x,, yo). A figura 3.5 a seguir ilustra esta
situacéo.

Figura 3.5: Paraboloide Eliptico
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Exemplo 3.11: Descreva os procedimentos para esbocar o grafico do paraboloide
eliptico

z = 4x? + y2
Solucgéo: Fixamos diversos valores de z e analisamos o tipo de curva que obtemos:
z=-k: 4x*> +y’=—-keo A x,y € R (vazio)
z=0: 4x> +y°=0 o x=y=0 (ponto)

x2 y2

z=1 4x*> +y*’=1¢& 1—/4+ Tzl (elipse)
x?y? .
z=2: 4x? +y’=2¢© 2—/4+ 7=1 (elipse)
x?y? .
z=3: 4x* +y*=3 o 3—/4+ ?=1 (elipse)
z=4: 4x? +y’=4 & x—12+ y;=1 (elipse)

Parax = 0 temosz = y? (pardbola) e paray = 0temosz = 4x? (parabola).

Definicdo 3.12 (Paraboloide Hiperbdlico): Um paraboldide hiperbolico tem equacao
dada por

(x — x0)? _ ()’—J’o)z

c(z—2zy) = e 2

Esta superficie pode ser construida com uma sucessdo de hipérboles centradas em
(%0, Yo)-

| e

Figura 3.6: Paraboléide Hiperbolico (Sela de Cavalo)
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Exemplo 3.13: Descreva 0s procedimentos para esbocar o grafico do paraboloide
hiperbolico

XZ

—_ 2
z 2 ye.

Solucdo: A melhor forma de visualizar este tipo de superficie é fixando valores para x
ou y e obtendo diversas equac@es de pardbolas no espaco:

2

x=-2: z=1-—y* (parabolas)

1
x=-1: z= Y y? (parabolas)
x=0: z=-—y? (paréabolas)
1
x=1: z= i y? (parabolas)

x=2: z=1-y? (parébolas)
y=0: z= % (parabolas)

3.4 — Elipsoides

Veremos agora uma outra classe de quéadricas, que envolve esferas e elipsoides.
Estas sdo superficies que podem ser escritas por equacdes algebricas do tipo:

(x — xo)z vy — J’o)z (z - Zo)z
a? + b2 + c? =1

Definicdo 3.14 (Esfera): Sdo descritas por uma equacao algébrica do tipo:

(x=x0)* + Y —y0)?* + (z = zp)* =12

Figura 3.7: Esfera
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Definicdo 3.15 (Elipsdides): Tém equacdes algebricas dadas por

(x — xo)z (v — }’0)2 (z - Zo)z
a? + b2 + c? =1

onde (xg, Yo, Zo) Sa0 as coordenadas do centro do elipsoide.

P

[
Figura 3.8: Elipsoide

3.5 — Hiperboloides e Cones

Os hiperbol6ides sdo as superficies que podem ser escritas por equagdes do tipo:

(x — x0)? n (y = ¥0)? _ (z — 70)° _

a? b2 cz 1
ou
(x — x¢)? U — ¥0)? (2 — zp)? _q

a? b2 c?
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Definicdo 3.16 (Hiperboldide de Uma Folha): A equacdo de um hiperboléide de uma
folha pode ser escrita de uma das seguintes formas:

(x = x)? N (y = ¥0)? _ (z — 2p)? _

a? b2 cz 1
(x—x)®> (—v0)? (z—2)° —1
a? B b2 B c? -
_ 2 _ 2 N2
_ (x — xp) N o — o) _ (z — zp) —1

a? b2 c?

Figura 3.9: Hiperbolo6ide Eliptico de Uma Folha

Definicdo 3.17 (Hiperboldide de Duas Folhas): A equagdo de um hiperboldide de
duas folhas alinhado a um dos eixos cartesianos envolve dois termos negativos (em vez
de somente um, no caso do hiperbolodide de uma folha) e pode ser escrito como:

(x — x,)? _ (v — y0)? _ (z — 7p)? _

a? b2 c? =1
(x—x)?* (—y0)? , (z—2)° _
T ez b2 + cz 1
X — xg)? —v9)? zZ —7y)?

_ ( 0) n ¥ —¥o) _ ( 0) —1

a? b2 c?
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o )
Figura 3.10: Hiperboloide Eliptico de Duas Folhas

Definicéo 3.18 (Cones): Os cones podem ser considerados hiperbol6ides degenerados e
podem ser escritos usando equagdes do tipo

(x—x0)>  (—y0)® (z—2)? -0
2 T T a2 -

onde xy, Vo, Zo, @, b, c S&0 constantes. Esta equagédo pode ser escrita como

c? a? b2

Z—7 _ +\/(x—x0)2+ (y — ¥0)?

que é a forma mais usual da equagdo de um cone

[

Pl

Figura 3.11: Cone de Duas Folhas
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Segue o0s eshocos das superficies quadricas que iremos classificar na proxima
secdo através das formas quadraticas dos paraboldides, elipsoides, hiperboldides e
cones.

Paraboldide eliptico
Elipsoide Paraboldide hiperbdlico

) G-

Hiperboldide de uma folha Hiperboloide de duas folhas Cone

http://fatosmatematicos.blogspot.com/

Figura 3.12: Superficies Quadricas

3.6 — Formas quadréticas de Paraboldides, Elipsoides, Hiperboloides e
Cones

Agora que descrevemos 0s Vvarios tipos de quadricas, vamos classificar as formas
quadréticas de cada uma. Isto também facilitara a identificagdo de formas quadréticas
com termos mistos. Os casos do cilindro parabdlico, cilindro eliptico e cilindro
hiperbdlico j& foram realizados na Se¢éo 3.2.

Vamos agora, representar estas superficies quadricas em termos de suas formas
lineares e formas quadraticas. Relembrando o inicio deste capitulo, uma forma
quadrética geral é descrita por uma equacao do tipo

ax?+by?+cz?+dxytexz+ fyz+gx+hy+iz+j=0

que pode ser escrita como X‘*AX + BX + C = 0 onde

X a d/2 e/2
leyl, A=|d/2 b f/2], B=[g h i e C=[j]
z e/2 f/2 ¢

O termo X¢AX é denominado forma quadratica e o termo BX forma linear.
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Definicdo 3.19 (Forma Quadratica do Paraboloide Eliptico): Esta superficie possui
equacdo algébrica (existem variantes para outros eixos cartesianos) dada por

(x — xo)z (v — J’o)z
a? + b2

c(z—2zy) =

S b%2(x—2x0)%+ a?(y —yp)? —a?b?c(z—2z5) =0
& b? (x% —2xxy +x2) + a? (y? — 2y,y + v&) — a?b?c(z—zy) = 0
cuja forma quadréatica é dada por X¢AX onde
b2 0 0
A=10 a? 0f.
0 0 O

Observacdo 1: Note que a matriz A é igual de um cilindro eliptico (Se¢do 3.2). No
entanto, ha diferencas entre as duas figuras quando séo analisadas as respectivas formas
lineares: a forma linear de um cilindro eliptico ndo envolve uma das trés variaveis dos
eixos coordenados, neste nosso caso, a variavel z.

Definicdo 3.20 (Forma Quadratica do Parabol6ide Hiperbdlico): Esta superficie
possui equacdo algébrica (existem variantes para outros eixos cartesianos) dada por

(x —x0)* (¥ —0)?
a? B b2

c(z—2zy) =
e b2 (x—2x0)%— a?(y —y5)? —a’b?*c(z—2y) =0
& b? (x% = 2xxy + x2) + (—a?) y? — 2y,y + y&) — a?b?c(z — zy) = 0

cuja forma quadratica é dada por X¢AX onde

b? 0 O
A=10 —-a* 0].
0 0O O

Observacao 2: Veja que a matriz A é igual de um cilindro hiperbdlico (Secéo 3.2). No
entanto, ha diferencas entre as duas figuras quando séo analisadas as respectivas formas
lineares: a forma linear de um cilindro hiperbdlico ndo envolve uma das trés variaveis
dos eixos coordenados, neste nosso caso, a variavel z.
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Definicdo 3.21 (Forma Quadratica do Elipséide): Esta superficie possui equacao
algébrica dada por

X — xp)? —v0)? (z—2y)?
( 20) _I_(y Yo) +( 0) —1
a b2 c?

e bic? (x —x9)% + a’c? (y —yo)? + a’b? (z — zy)* — a?b?c?* =0

cuja forma quadratica é dada por X¢AX onde

b?c? 0 0
A= 0 a?c? 0 |.
0 0 a®b?

Definicdo 3.22 (Forma Quadratica do Hiperboldide de Uma Folha): Esta superficie
possui equacao algébrica dada por

(x—x0)>  (y—0)® (z—2)? —1
2 T e -

& b3c? (x —x9)% + a?c? (y —yo)? —a?b? (z — zy)? — a?b?c?* =0

cuja forma quadréatica é dada por X*AX onde

b?c? 0 0
A=1 0 a?c? 0o |.
0 0 —a?b?

Definicéo 3.23 (Forma quadratica do Hiperbolo6ide de Duas Folhas): Esta superficie
possui equacao algébrica dada por

(x—x)* (=) (z—2)° —1
a2 b2 2

S b%c? (x —x9)% — a?c? (y —y9)? —a?b? (z — zg)? — a?b?c? =0

cuja forma quadréatica é dada por X*AX onde

b?c? 0 0
A=1 0 —a?c? 0
0 0 —a?b?
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Definicdo 3.24 (Forma Quadratica do Cone): Esta superficie possui equacao
algébrica dada por

x — x)? _ 2 _ 2
( ’ 0) n ¥ — o) _ (z — zp) —0
a b2 c?

© bic? (x —x9)%+ a’c? (y—yp)? —a*b? (z—25)* =0

cuja forma quadratica é dada por X¢AX onde

b?c? 0 0
A=| 0 a?c? 0 .
0 0 —a?b?

Observacado 3: Observe que a matriz A é igual a de um paraboléide de uma folha. No
entanto, a diferenca pode ser vista nos termos constantes de cada equacéo algébrica.

Como ja vimos, as superficies quadricas sdo descritas por uma equacao do tipo
ax? +by?* +cz? +dxy+exz+ fyz+gx+hy+iz+j=0

que pode ser escrita como X‘AX +BX + C =0 e representam quadricas nao
alinhadas aos eixos cartesianos caso 0s termos mistos ndo sejam nulos. Nesses casos,
pode-se calcular a forma diagonalizada da matriz A, dos coeficientes, da forma
quadrética desta superficie e entdo classifica-la do mesmo modo que uma quédrica
alinhada.

Vamos agora, organizar essas informagOes de forma mais coerente.
Consideremos uma superficie quadrica que tenha uma forma quadratica X*AX onde a
matriz A tem uma forma diagonalizada

4 0 0
p=1|0 2, 0]
0 0 A

onde 44, 4,, A3 sdo os autovalores da matriz A e podem ocorrer em qualquer ordem:

e Sel; #0e A, = 13 =0 entdo a quadrica € um cilindro parabolico (ou sua
forma degenerada).

e Seld; >0, 1,>0e A3 =0 entdo a quadrica € um cilindro eliptico ou um
paraboloide eliptico (ou suas formas degeneradas).

e Seld 1, <0e A3 =0 (com sinais opostos na matriz), entdo a quadrica é um
cilindro hiperbdlico ou um paraboloide hiperbolico (ou suas formas
degeneradas).

e Se 1;,4,, A5 sdo todos positivos, entdo a quadrica é um elipsdide ou sua forma
degenerada.

e Sel; el, ttm o mesmo sinal e A; tem sinal oposto a eles, entdo a quédrica é
um hiperboldéide (ou sua forma degenerada: um cone).
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Algumas das regras vém do fato de que, por exemplo, podemos escrever a equacao de
um elipsoide como

(x — xo)z (y— 3’0)2 (z - Zo)z
Z Tz Tz !

e multiplicando por (—1) podemos expressa-la por
—b%c? (x —x9)? — a?c? (y — yo)? — a’b? (z — zy)* + a?b?*c? =0

cuja forma quadréatica é dada por X¢AX onde

—b?c? 0 0
A= 0 —a?c? 0
0 0 —a®b?

Apenas observando a forma quadratica, ndo é possivel diferenciar as superficies
quadricas:

e Um cilindro eliptico e um paraboldide eliptico possuem mesma forma
quadrética e, neste caso, olhamos para forma linear para diferenciar as quadricas
conforme a observagéo 1.

e Um cilindro hiperbdlico e um parabol6ide hiperbdlico possuem mesma forma
quadrética e, neste caso, olhamos para forma linear para diferenciar as quadricas
conforme a observagéo 2.

e Um paraboléide de uma folha e um cone, possuem mesma forma quadrética e
mesma forma linear e, neste caso, olhamos para o termo constante para
diferenciar as quédricas conforme a observacao 3.

Dada uma superficie quadrica, devemos, em primeiro lugar, alinhar a superficie a
um dos eixos cartesianos e reescrever sua equacdo em termos de novos eixos aos quais
ela esta alinhada. Em seguida, analisamos sua forma quadratica, forma linear e termos
constantes para identificarmos a superficie quadrica de maneira exata.
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Resumo
Quadricas: Sao superficies no espaco tridimensional cujas equacdes algébricas sao:
ax? +by*+cz*+dxy+exz+ fyz+gx+hy+iz+j=0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,i,j Sdo numeros reais constantes. Esta equagdo pode ser
escrita na forma matricial por X‘AX + BX + C =0 onde o termo X‘AX é
denominado forma quadratica, o termo BX é chamado de forma linear e C é o termo
constante.

Equacodes algébricas das superficies quadricas ndo cilindricas:

(x-x0)? | (Y—yp)?
a20 + b20

e Parabolodides Elipticos : c(z — z,) =

— 2 _ 2
e Paraboloides Hiperbdlicos : c(z — z,) = (x=x0)® _ r=¥o)

a? b2
o Esferas: (x —x0)2 4+ (y — v0)% + (z — 25)2 = 12
— 2 _ 2 _ 2
o Elipsoides: 2ok 4 020l 4 ) g
— 2 _ 2 _ 2
e Hiperboloides de uma folha: (x ’;") + & yzo) _ G Zzo) —1
a b c
- 2 _ 2 _ 2
e Hiperboldides de duas folhas: & ’;0) _ 3;0) _ G Zzo) =1
a b c
— 2 _ 2 _ 2
e Cones: (x ‘;0) + 6% b);o) _ szo) —0

Classificacdo das quadricas ndo cilindricas: Se uma superficie quadrica tem uma
forma quadratica X*AX, onde a matriz A tem forma diagonalizada D

4 0 0
p=10 2, 0]
0 0 A

onde 44,1, e 1; sdo os autovetores da matriz A. Esses autovalores podem ocorrer em
qualquer ordem ao longo da diagonal principal de D.

e cilindro parabdlico (ou sua forma degenerada): SeA;, #0 e A, = 13 =0.

e cilindro eliptico ou paraboloide eliptico (ou suas formas degeneradas): Se
A >0, 4,>0e 13=0

e cilindro hiperbolico ou paraboléide hiperbdlico (ou suas formas
degeneradas): Se 1; -1, < 0 e A3 = 0 com sinais opostos em D

e elipséide (ou sua forma degenerada): Se 4, , 4,, A5 sdo todos positivos

e hiperboléide (ou sua forma degenerada: um cone): Se 1; e A1, tém 0 mesmo
sinal e 15 tem sinal oposto a eles.
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CAPITULO 4: ATIVIDADES PROPOSTAS

Neste capitulo apresentaremos um artigo divulgado na RPM (Revista do
Professor de Matematica, n® 71 de 2010) que relata uma aplicacdo do tema Cdnicas em
sala de aula para uma turma do Ensino Médio. Na segunda secdo apresentamos um
resultado elementar sobre raizes racionais de polindmios com coeficientes inteiros. Em
seguida, apresentaremos algumas atividades envolvendo o conteddo abordado nesta
dissertacdo que podem ser aplicadas para alunos do ensino médio.

4.1 - ARTIGO DA RPM

UMA PEQUENA HISTORIA DE UM BELO PROBLEMA

Autor: CHICO NERY

Colégio San Conrado (Campinas) e Colégio Liceu Albert Sabin (Ribeirdo Preto)

Durante uma aula numa turma especial de 32 série do ensino médio, na
qual falavamos sobre a equacdo da elipse, resolvi propor 0 seguinte exercicio:
Dentre todas as cordas que passam por um dos focos de uma elipse, aquela
perpendicular ao eixo maior chama-se corda focal minima. Dada a equacdo de
uma elipse

determine a medida da sua corda focal minima.Resolvemos o problema de duas
maneiras, uma mais analitica e outra mais sintética, como mostro a seguir:

12 maneira: Sejam P e P’ as extremidades da corda focal minima em relagdo ao foco F.

Figura 4.1
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Esses dois pontos tém abscissa ¢ (metade da distancia focal) e pertencem a
elipse. Logo, para determinar suas ordenadas, basta substituir x por ¢ na equacao da
elipse.

2 y? 2 c2 a? —c2 b2 , bt
Entéo,
b? b? b?
= + L — = [ — = ——
y=*73 Y a © a

Dai, concluimos que a medida da corda focal minima é:

. 2b?
PP =Y = VP T T T

2% maneira Sendo PF = k, temos PF’ = 2a — k, pois, sendo P um ponto da elipse
sabe-se que PF + PF' = 2a.

Figura 4.2

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo PFF’, encontramos:

b2
Qa—k)? =k*+ (2c)? ou k= -

e, portanto, a medida da corda focal minima é:

PP’ =2k = -,

a
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Terminada essa aula, saindo da sala, fui interceptado pela Tamires, uma das
melhores alunas desta turma, que me apresentou a seguinte quest&o:

“Se essa corda da qual achamos a medida chama-se corda focal minima deve ser
porque ela é a menor de todas as cordas que passam por aquele foco?! Como se prova
iss0?”

[)

@)

P

Figura 4.3

Respondi: ""Assim de pronto ndo sei responder, mas vou pensar € na semana gque vem
conversaremos'’, mas acrescentei: ""Pense vocé também™".

Rabisquei o papel nas minhas poucas horas vagas e ndo consegui uma solugéo
adequada ao nivel do ensino médio. Ansioso, pois queria dar uma resposta convincente
para a Tamires, acabei telefonando para o meu colega Jota, que tem uma solida
formacdo em desenho geométrico.

Meia hora depois ele retornou a ligacdo perguntando se eu tinha a colecdo do
Caronnet. Diante da resposta afirmativa, acrescentou: "Pegue o volume 8 - Cénicas, 0
problema 13 é o seu problema”. Como € bom ter um colega com quem partilhar as
davidas e uma boa biblioteca a disposi¢éo!

Sugiro aos colegas, leitores da RPM, que, antes de consultar o Caronnet ou
terminar a leitura deste artigo, tentem resolver o problema para sentirem o peso e a
beleza dele.

A resolucdo do Caronnet baseia-se nas medidas dos raios vetores associados ao
ponto genérico da elipse e isso, confesso, desestimulou-me um pouco para apresenta-la
para os alunos. Na semana seguinte, mal entrando na sala da Tamires, ela se
encaminhou em minha dire¢cdo com uma folha de caderno nas maos, e disse:

""Eu quase resolvi o problema da corda focal minima."
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Vejamos a seguir as decisdes tomadas pela Tamires.

Ela tragou uma corda PP’ passando pelo foco F e considerou a a medida do
angulo PFF' e B a medida do angulo P'FF'. Tracou também os triangulos PFF' e
P'FF'.

Figura 4.4

Fazendo « variar no intervalo [Og] a medida de PP’ assumira todos os valores
possiveis. Considerando:

PF=p e PF=q > PF =Qa—-p) e PF =Qa-q).

Sendo FF' = 2¢ e aplicando o "teorema dos cossenos” nos triangulos PFF’ e P'FF’,
obtém-se:

— )2 = p2 2_9.p.2¢. _ _at-c
Ra-p)*=p*+Q@2c)*—2'p-2c-cosa = pP=——
_a)? = g2 2_9.0.2¢- _ _af=ct
(2a—q)*=q*+2c)*—2-q-2c-cosf = e r——
Dai chegou a
aZ_CZ aZ_CZ

p+q= com a+f =180°,

a-ccosa a—ccosf

resultado esse que deixou a Tamires em ddvida quanto a interpretacdo. Foram
indisfarcaveis o meu espanto e a minha emocéo.

A Tamires, usando recursos matematicos totalmente ao seu alcance (Lei dos
cossenos), que alias foram estudadas nas minhas proprias aulas, praticamente resolveu o
problema. A minha modesta contribuicéo se deu a partir desse ponto. Substitui

a’? —c? = b2 e cosf = —cosa
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obtendo:

b? b? 2ab?

+ = + =
pPTa a—ccosa a+ccosa a?— c?cos?a

Como « varia no intervalo [O, %] temos
0 <cos’a <1.
Nessas condigdes, 0 menor valor de p 4+ g ocorrerd quando o denominador
a? — c?cos*a
for o maior possivel, ja que o numerador € uma constante, ou seja, quando
cos’a = 0.

Para isso devemos ter & = =, e, nessa posi¢do, a corda focal PP’ fica perpendicular ao
eixo maior, e sua medida passa a ser:

NS

2ab? B 2b?

+ g = =
bpr+q a2 p

So6 por curiosidade, observemos que, se
cosla=1 = a =0

a corda PP’ coincide com o eixo maior e sua medida assume o maior valor possivel, que
obviamente € igual a 2a.

Encerro este artigo afirmando que o Jota e o Caronnet sdo importantes para
mim, mas as Tamires também o so.

4.2 — Raizes de polindbmios com coeficientes inteiros

Como estamos interessados encontrar as raizes do polindmio caracteristico de
uma matriz, vamos relembrar alguns conceitos elementares que nos permitird encontrar
a fatoracdo de polindbmios com coeficientes inteiros se suas raizes forem ndmeros
racionais, o que ajuda em parte, pois podemos exibir candidatos para estas raizes caso
elas existam atraves da afirmacao a seguir:

Seja p(x) = a,x™ + -+ + a,x + a, um polindmio na variavel x de grau n com
a; € R.e a, # 0.Dizemos que um numero real @ € uma raiz do polinémio p(x) se e
somente se p(a) = 0.
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AFIRMACAQ: Se p, g s80 nimeros primos entre si e a = § é uma raiz do polindbmio

p(x) = a,x™+ -+ a;x + ap com a; € Z (coeficientes inteiros) entdo p é um divisor
de a, € q € um divisor de a,,.

De fato:
p(a) =0 & a, (E)n + a4 (B)n_l + -t ay (B) +ay=0
q q q
x q"
= anp" + pog Pl gt apt g+ aoogqt =0

1 termo (n+2) termo

Isolando o 19 termo, segue que

mdc (p,q)=1
q (@p-1p™ + -+ a;pq") = —anp" 3 gdivide a,
Isolando o (n + 2)2 termo, segue que
mdc (p,q)=1
p(app™ '+ +aq") = —ap q" 3 pdivide ag

Isto completa a prova da afirmacdo. m

4.3 - Sugestdes de Atividades

Atividade 4.1: Identifique a conica dada pela equacao:
5x% + 4xy + 2y?+2y? —5x+ 2y =4
Solucdo: A forma quadratica dessa conicae X*AX onde X = (x,y) e

3 2

A=[2 2

Segue que o polinbmio caracteristico de A é dado por

P(2) = det (A—Al) = det [3—/1 2 ]

2 2-1
= (B3-1)Q2-D)-4=212-71+6
= A1-1)-(1-6)

Comod;, =1eld, = 6 = 1;-1, =6 > 0, seque da classificacdo apresentada
na monografia que esta equagdo algébrica determina uma elipse. =
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Atividade 4.2: Identifique a cbnica dada pela equacao:
x2+ 6xy+y?=1
Solucdo: A forma quadratica dessa conicae X¢AX onde X = (x,y) e

1 3

A=[3 1

Segue que o polinbmio caracteristico de A é dado por
_ _ _ 1-2 3

P(L) = det (A—Al) = det [ 20 _/1]
=(1-2D-1-2)-9=1%2-21-8
= (14+2)-(1—-4)

Como A, =—-2¢eld, =4 =1, -1, =—-8 <0, segue da classificacdo
apresentada na monografia que esta equagao algébrica determina uma hipérbole. =

Atividade 4.3: Exiba a forma quadratica e forma linear da equacéo do cone eliptico

(x+1)2+(y—1)2_(z+1)2_

4 1 4 0.

Solucgéo: Segue que
(x+1D2+4(y—-1)?—-(=z+1)?=0
©x?+2x+1+4@0%?-2y+1)—(z°+2z+1) =0
©x?+2x+1+4y> -8y +4—-22-22—-1=0
©x2+4y? —z2+2x—8y—2z+4=0
1 0 0] rx X
ex vy Z]'[O 4 (i]'[}zll+[2 -8 —2]-[yl+4=0. ]

0 0 A

forma quadriética forma linear
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Atividade 4.4: Exiba a forma quadratica e forma linear o do paraboldide hiperbolico

y+3)? (z-1?

1 4) =
(x+4) > 1

Solucéo: Segue que
2x+4) = (y+3)2-2(z—-1)?
© 2x+8=y2+6y+9—2(z>—-2z+1)

© 0x2+ 1y2 —222-2x+6y+4z—1=0

0 O 0] x X
ox y Z]'[O 1 O'[yl+[—2 6 4]'[}1—1:0. [ |
0 0 =21 1z Z
forma quadriética forma linear

Atividade 4.5: Classifique a superficie quadrica dada pela equacéo algébrica
—x%+2yz+z—y = 100.

Solucéo: Inicialmente escrevemos a equacdo acima na forma matricial:

-1 0 O X
[*x ¥y Z][ 0 0 1 -1 1][yl—100=0
0 1 0 z

Vamos, agora, diagonalizar a forma quadratica para eliminar os termos mistos. Segue da
Secédo 1.6 que

QW) =g A vl = Qxyz)=[* Y Z]'[

S O
= o o

Para tanto, determinemos o polindmio caracteristico da matriz M, através da expressao:

~1-12 0 0
P(A) = det[A — Al] = det[ 0 -2 1] =(-1-DA2-1)
0 1 -2

Logo, 41, = —1 (raiz dupla) e A, = 1 séo as raizes do polindmio caracteristico de M.
E, portanto, —1 e 1 s@0 os seus autovalores. Para determinar 0s autovetores
v = (x,y,z) € R3 associados, basta resolver a equacdo A-v=A1-v paral=—1 e
A=1.
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1°caso: 4, =—1

0 0
0 1
1 0

ERE RS I

Analisando este sistema de equacgBes percebemos que a primeira é satisfeita para
qualquer valor real de x; a segunda e a terceira equagdes implicam em z = —y. Desta
analise, podemos deduzir que os autovetores associados a A; = —1 possuem a forma

V= (x;y: —)’) = (xr 0,0) + (O,)’; _)’) = x(llolo) + y(Olll _1)
com x,y # 0. Obtemos dois vetores LI associados a A; = —1. S&o eles
v; =(1,00) e v, =(0,1-1)

2°caso: A, =1

-1 0 0] x X —X =X
[O 0 1]-ly=1-y :,{ z=Yy
0 1 ol Lz z y=2z

Podemos perceber que —x = x faz sentido, apenas, se x = 0. Portanto, 0s autovetores
associados a A = 1 séo da forma

v =(0,y,y) =v(0,1,1) com y #0

O vetor v; = (1,0,0) ja possui norma igual a 1. Devemos normalizar apenas 0s vetores
v, = (0,1,—1) e v3 = (0,1,1). Temos:

L] u1 = v1 = (1,0,0)
v, _ (01,-1) _ (0,1,-1) -1 £ _\/_
Y2 = ol T lo-Dl  Voriet ( ﬁ) ( ’ )
vs _ (01,1) _ (0,1,1) _( )
lvsll (0,1 Vo+i+1

u3=

Obtemos entdo, uma base ortonormal formada por autovetores:
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Sendo

e a={e; =(1,0,0),e, =(0,1,0),e; = (0,0,1)} a base candnica do R3
e B ={uy,u, us}umabase do R> formada por autovetores.

Segue da Secdo 1.6, do processo de diagonalizacdo da forma quadratica que

X1

=|V1].
Zy

Q) = [v]s - [T15 - [v]s onde D = [T15 e [v]g

Desta forma, temos que

Q) =[*1 Y1 7] -

-1 0 0 X1
0 -1 0f- |

0 0 1 Z

Segue da Secdo 1.2, Mudanca de Referencial Cartesiano, que

r 0 1
NI A
lO - \/7/2 \/?/ZJ “

Desta forma, a equacdo inicial da quadrica, em relacdo ao novo referencial dado pelos
autovetores, pode ser reescrita como:

-1 0 O X
[x ¥ Z][ 0 O 1[] -1 1[}1]—100:0
0 1 0 A
[1 0 0 ]
-1 0 0][* 0 ‘/7/2 \/7/2 X1
[*1 Y1 z1]| 0 -1 O||Yi|+[0 -1 1] Yy1|—100=0
0 0 1ilz: V2 V2
0 -V, Ve,
X1 X1
S [-x1 Y1 Z]|Yi|+[0 -2 ol [}’1 —100=0
Z1 Z1

& —x? —y? + z2 — /2y, = 100.

Agora, vamos eliminar os termos lineares. Agrupando os termos de mesma variavel e
aplicando a técnica de completar quadrados, vem:

—x? —y2 4+ 22 —\2y, = 100
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& —x? —y? —\2y, +z2 = 100

1
& —xf — (y2 + 2y, +3) + 2% =100 — 2
V2 2 199
= —x12 —(y1+?) +212 :T
, NG
Fazendo a mudanca de variavel x, =x; , y, = (y1 + ?) e z, =z, teremos

1199

199 (=) x2  y} 2

w224 2 227 _ _ =
X =Y¥;+z=—" = ~J99 199 Tt 199 — 1
7 2 2
xZ 2 2
o _ 2 _ Y2 N Z3 —1

2 2 2
199 199 199
2 2 2
Finalmente, podemos comparar esta equacdo com as equacdes das quadricas obtidas nas

secOes anteriores (em particular, a Secdo 3.5) e vemos que esta quadrica € um
hiperboldide de duas folhas.

Atividade 4.6: Calcule a forma diagonalizada da matriz dos coeficientes da forma
quadratica de cada uma das superficies a seguir e utilize essa forma diagonalizada para

classifica-las, na medida do possivel.
a) —4xz+y*—4x+2z-3=0
b) 2x%? —4xy — 2xz + 2y?> + 2yz + 52> —10x + 6y —2z—7=0

C) 3x2—2xy+2xz+5y*> —2yz+3z2—x+2y+z—9=0

d 2xy+z=0
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Solucéo: Segue que

[—2 0 O
a D=| 0 2 0| (hiperboléide de uma folha)
L 0 0 1
[0 0 O]
b) D=10 3 0 (cilindro eliptico ou paraboldide eliptico)
0 0 6.
[2 0 O]
c) D=1]0 3 0 (elipsoide)
0 0 6l
[0 0 O]
d D=0 3 0 (cilindro hiperbdlico ou paraboloide hiperbdlico)
0 0 6

Na Proposic¢do 1.31, utilizamos um fato geral, sem demonstra-lo, que vale para
matrizes em geral. Em virtude disso, propomos a atividade a seguir para 0s casos
particularesn = 2 e n = 3.

Atividade 4.7: Seja A uma matriz qualquer de ordemn e u,v € R"™ Temos que
(Au,v) = (u, A'v)
Mostre que este resultado vale paran =2 e n = 3.

Prova: (caso n = 2): Seja

a C
u=(u,uy), v=w,v) e A= [b d]

Como
R 1 Pl R Sl R 1 I o
Segue que:

(Au,v) = ((auq + buy, cuy + duy), (v4,v,)) = auyvy + buyvy + cu v, + duyv,
(u, A'v) = ((uy,uy), (av, + cvy, by + dvy)) = auy vy + cuy v, + bu,v; + duyv,
Assim,

(Au, v) = (u, Atv)
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(caso n = 3): Seja

a, a; das
u=(upupuz), v=(v,vv) e A=|0 0as Gag
a; dg dag

Como
a1 aZ a3 ul alul + azuz + a3u3
A-u=|a as ag||Uz| = |asu; +asu, + agus
a7 a8 ag u3 a7u1 + aguz + a9u3
a; Qaz a;1[mM a1 + av, + a,v3
At v =|a; as ag||vy| =|a,v, +agv, + agvs
asz Qg Qqf|V3 azv; + agV, + aqvz

Segue que: (Au, v) =
= ((ajuq + ayu; + azus, a,uy + asu, + agus, a;uy + agu, + aqus), (vy, vz, v3))

= v, (a;uy + a,u, + asus) + vy(auy + asu, + agus) + vs (a,uy + agu, + aqgus)

De maneira analoga, temos que: (u, Atv) =
= ((uy, up, uz)(ayv1 + ayv, + a;v3,a,v1 + asv, + agvs, azvy + agl, + agvis))
=u,(a vy + ayv, + a;v3) + uy(avy + asv, + agvs) + ug (asv; + agv, + aqs)

= v, (a;uy + a,u, + asus) + vy(auy + ayu, + asus) + vs (auq + agu, + aqus)

Assim,

(Au,v) = (u, A'v) m
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CONCLUSAO

Esta monografia teve como objetivo principal estudar um método de
classificacdo de conicas (circunferéncias, elipses, pardbolas e hipérboles) e de
superficies quédricas (paraboldides, elipsoides, hiperboldides e cones) em funcdo de
sua equacdo algébrica usando técnicas de Algebra Linear associadas & Geometria
Analitica.

A abordagem como os assuntos foram expostos foi feita de forma a facilitar a
compreensdo do conteddo de um aluno a nivel de Ensino Médio e foi evitada a
utilizacdo de conhecimentos especificos que vao além da sua grade curricular, e devido
a isso, houve uma grande preocupacdo com o uso da linguagem utilizada.

Devido a experiéncia obtida de alguns anos lecionando em turmas de Ensino
Fundamental e Médio, é possivel perceber que muitos alunos possuem certa aversao
pela Algebra (e pela Geometria também). N&o pretendemos, em momento algum,
desmerecer a Geometria - que é um ramo tdo importante da Matematica. Contudo,
queremos enfatizar o grande potencial algébrico existente e atrelado a Geometria, que
por muitas vezes nao é valorizado.

Uma frase famosa do matematico e filosofo Francés Le Rond D’Alembert
(1717-1783), mais conhecido no meio matematico apenas como D’Alembert, dizia que:
“A Algebra é muito generosa, frequentemente ela da mais, do que se podia esperar
dela.” A primeira vista, é possivel que se pense na Algebra como um 'monte de contas’,
as vezes, sem aplicacdo pratica; mas na verdade, ela nos permite encontrar resultados
algébricos que se refletem precisamente na Geometria. Como vimos neste trabalho, é
possivel classificar figuras no plano e no espaco simplesmente através de célculos
algébricos, sem depender exclusivamente da geometria, pois em muitos casos, se torna
dificil construir sua representacdo grafica sem um apoio tecnolégico.

Ao concluir esta dissertacdo, esperamos que este texto possa contribuir como
estimulo e fonte de referéncia aos possiveis leitores interessados neste tipo de assunto,
na busca de ampliar seus conhecimentos.
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