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INTRODUCAO
Defini¢do: chama-se matriz de ordem m por nma um
quadro de mxn elementos dispostos em mlinhas e n

colunas.

d; Q Q3 ... G,
a21 a‘22 a23 *ec aZn

A= dy; dg Qg3 ot 8y,

a, a., .. a._

m3 _

a

ml m2

Cada elemento da matriz esta afetado por dois indices: aij

A=[%]




7.1 TIPO DE MATRIZES

Matriz linha € uma matriz de ordem 1 por n.

A=la, a, a, ... a] 8,

Matriz coluna é uma matriz de ordem n por 1.™» A =| a,

Matriz quadrada é uma matriz cujo numero de linhas é
igual ao numero de colunas.

Matriz retangular é uma matriz na qual m#n. .




Diagonal principal : numa matriz quadrada, os elementos
em que i=j constituem a diagonal principal.

all’aZZ’aSB"""a‘mn

Diagonal secundaria : numa matriz quadrada, os elementos
em que i+j=n+1, constituem a diagonal secundaria.

aln’az n—1’a3 n-21""""1 anl

Matriz diagonal é uma matriz em que todos os elementos
sao nulos quando i#j.

Matriz escalar é uma matriz diagonal que tem os elementos
iguais entre si para i=j.

5 0 0]
A=(0 5 0

00 5 ‘




Matriz unidade (identidade): é uma escalar de qualquer
ordem em que todos os elementos sao iguais a um para i=j.

1 0 0
1 0
0 0 1]

Matriz zero é uma matriz em que todos os elementos sao
nulos.

0=

o O O
o O O
o O O




7.2 IGUALDADE E OPERACOES DE
MATRIZES

7.2.1IGUALDADE

Duas matrizes, A= [aﬁ] e B= Lbij] de ordem (m,n) sao
iguais se, e se somente se, &; =0; .

2 4] [2 4]
3 1|=|3 1
0 2] [0 2
7.2.2 ADICAO

A soma de duas matrizes A= [aij] e B= [bij] de ordem
(m,n), € uma matriz C= [cij] tal que:




5 -2 37 =21 37 [3 -1 6
2 1 -4 |4 2 5| |6 3 1
1 0 2070 2 2|71 2 o

3 -1 4| |-30 5| |0 -1 9

7.2.2.1PROPRIEDADES DA ADICAO

NA+(B+C)=(A+B)+C
I1)A+0=0+ A=A

I)-— A+ A=A-A=0
IV)A+B=B+ A




7.2.3SUBTRACAO

A diferenca A-B de duas matrizes de ordem (m,n) é uma

matriz C tal que:
C;=a; — by

7.2.4 PRODPUTO PE MATRIZ POR UM
ESCALAR

Se A € um escalar, o produto de uma matriz A por este
escalar € uma matriz B tal que:

bij :ﬂaij

s |4 2 1|_|5%4 5x(—2) 5x1| [20 -10 5
X = =
3 -5 0] |5%x3 5x(-5) 5x0| [15 -25 O .




7.2.4.1PROPRIEDADES DA
MULTIPLICACAO DE MATRIZ POR ESCALAR

1) (Au) A= A(uA)
N+ p) A= AA+ uA
HNA(A+B)=A1A+ 1B
IV)IA= A




7.2.5PRODUTO PDE UMA MATRIZ POR
OUTRA

Sejam as matrizes A 4y € B4

(6 | C(1,1) = [C11]
A=[4 3 2 5] e B 4 C,, =4x6+3x4+2x5+5x%3
= e =
5 C, =24+12+10+15
3] ¢, =61
=) E possivel!

% B@ =) Resultado




7.2.5.1CALCULO DE UM ELEMENTO
QUALQUER PE UMA MATRIZ PRODUTO

Sejam as matrizes A, 3, € B3 3

- - 0, DO b13
Aol @ A, )
= = [0y Dy 23
|y 8y Ay | b
|03 Dy, 33|
Ci1 Cp G

Azs X Bssyy = Cpgy=

C,, = 2%linha de A x 32coluna de B =

L CZl C22 C23

= a21b13 + a22b23 + azsbss




7.2.5.2COMUTATIVIDADE DA
MULTIPLICACAO DE DUAS MATRIZES

Ags X Bsey = Cppo
Bse X Assy = Nao e possivel
Auy X Bssy = Cua
Bssy X Aus = Dy
Aoz X B.oy = Cuy
B,, X Az = Doy
Am

ultiplicacao de duas matrizes, em geral, nao é comutativa.




1° CASO)

[3 2] [1 o}
A= e | =

5 7 0 1

[3 2] [1 o} [3 2}
Al = =

5 7/]10 1] [5 7

[1 o]'a 2} [3 2}
1A= =

0 1|5 7| |5 7
Al=1A=A

A multiplicacao de uma matriz A por uma matriz unidade I é
comutativa.




AB=BA=I
diz-se inversade A e se representa por A
AA=A"A=

B é a matriz inversa de A.




7.3 MATRIZ TRANSPOSTA

A matriz transposta de uma matriz A, de ordem m porn, € a
matriz AT de ordem n por m, que se obtém da matriz A
permutando as linhas pelas colunas de mesmo indice.

ail a'21

A=[aﬂ a, ais}AT= -
a'21 a'22 a‘23

a13 a23
7.3.1PROPRIEDADES DA MATRIZ
TRANSPOSTA
)(A+B)' = A" +B'
1)(AA) =AA
(A = A

IV)(AB)" = BT A"




Propriedade IV (AB)' =B'A’
1 2
1 2
A(3,2)= 0 2| e B(2,2)= 3 4
1 3] 10 14
1 2
Az xB,, =10 2 ik 6 8
2 4 114 20|
10 6 14
(AB) =
14 8 20

. [1 3 -1 0 2
B= A=
2 4 3 2 4
. .+ |1 31 0 2 10 6 14
BXA= =
2 413 2 4 14 8 20




7.4 MATRIZ SIMETRICA

Uma matriz quadrada s =|:aij:| é simétrica ST=S.
(1 5 9]
S=S"=|5 3 8
9 8 7]

Observacao: o produto de uma matriz quadrada A por sua
transposta € uma matriz simeétrica.

2 0 2] 2 1 0]
A=|1 -1 2| ~A"=|0 -1 3
0 3 0] 2 2 0

S=AA"=|1 -1 2||0 -1 3 6 4 -3
3 0112 2 O 0 -3 0




7.5 MATRIZ ANTISSIMETRICA

Uma matriz quadrada A= [aij] é antissimétrica A'=-A.

Exemplo:
0 3 4 0 -3 -4
A=-3 0 -6 Al=[3 0 6
-4 6 0 | 4 6 0
Al =-A

Os elementos dispostos simetricamente em relacao a
diagonal principal sao opostos e os elementos da diagonal
principal sao nulos.




7.6 MATRIZ ORTOGONAL

Uma matriz M cuja inversa coincide com a transposta é
denominada matriz ortogonal M*=M"

ouseja: MM'=M'M =1

Exemplo: ] )
1 3 1 3
M = =
Bl NCI!
_7 _E_ 2 2
1 Bl B
2 21 2 2 10
MMT=M™M = =[ ]
N3 1y 1) 101
2 2L 2 2




7.7 MATRIZ TRIANGULAR
7.7.1SUPERIOR

Uma matriz A e dita matriz triangular superior se tem os
elementos nulos para i>j.

Exemplo:
5 4 7 9
0 3 -8 4
A=
0 0 -2 3
0 0 0 6




7.7.2 INFERIOR

Uma matriz A e dita matriz triangular inferior se tem os
elementos nulos para i<j.

Exemplo:
(5 0 0 0]
2 7 0 0
A=
-3 4 3 0
6 2 8 9




7.8 DETERMINANTES

Definicdo: é um numero real associado a uma matriz
quadrada. Notacao: det A ou |A]

Ordem de um determinante: é a ordem da matriz a que o
mesmo corresponde.

Termo principal: € o produto dos elementos da diagonal
principal.

ail’a22’a33"""amn

Termo secundario: é o produto dos elementos da
diagonal secundaria.

ain’az n—1’a3 n—2"""an1




7.8. 1DETERMINANTES DE 1* ORDEM

O determinante da matriz A= [ail] sera o proprio
elemento %1 .
Exemplo: A=[3] = detA=3

7.8.2DETERMINANTES DE 2* ORDPEM

O determinante associado a matriz A é o nimero real

obtido pela diferenca entre o termo principal e o termo

secu(ndério.
+

det A= = A8y — A8




Exemplo:
7 5
A=
2 4
7 5
detA=|2 4|=7x4—5><2=28—10=18

7.8.3DETERMINANTES DE 3* ORDEM

Calculo do determinante pela primeira linha:

Ay | 8O3

a;'Zl a‘22 a‘23 ’a11
8, Ay, A

a22 a23
Ay Ay




a'21 a 22
a31 32
Qi Ay
a'21 a22
A 9y
det A=a,

a'22

A

Qg

a'23
A3

a21
Ay

a'21
Ay

P

a'23
A3

a'22
A

a21
A5

a'23
A3

g,

a'21
A5

a'22
A




7.8 4DETERMINANTES DE 4* ORPEM

Calculo do determinante pode ser desenvolvido por
qualquer linha ou coluna, sempre respeitando a alternancia
de sinais que precedem o produto.

Exemplo: L o— 4 -
3 2 1 4
- + - +
0 1 9 8
det A= + - + -
5 6 7 2
- + - +
3 1 4 6
Desenvolvendo pela primeira linha:
1 9 8 0 9 8§ |01 1 9
detA=3|16 7 2/-2/5 7 2/+15 6 2|-45 6 7
1 4 6 3 4 6/ |3 1 1 4




7.8.5 PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

[) O determinante de A nao se altera quando se trocam as
linhas pelas colunas.
Exemplo:

2 7

=2x3—7x5=6—-35=-29
5 3 1
|2 5

|=2x3—5x7=6—35=—29
/7 3

I[I) O determinante é nulo se uma linha ou coluna da matriz
A for nula.

Exemplo: .




1 3 5§ 1 0 5
2 _9 8=0 2 0 8|=0
0 0 O > 0 16

[II) Se a matriz A possui duas linhas ou duas colunas iguais
ou proporcionais, o determinante € nulo.

Exemplo:
5 5 2
3 1 3 1 3 3
detA=3 3 1|=5x —5x% + 2% = C1=C2
4 6 4 6 4 4
4 4 6

=5x (3x6—1x4)—5x(3x6—-1x4)+2x(3x4—-4x3) =
=5x14-5x14+2x0=70-70+0=0




detA=2 = L2=3L1
6 9

=2x9-3x6=18-18=0

[V) O determinante da matriz diagonal A (superior ou
inferior) € igual ao termo principal, ou seja, é igual ao
produto dos elementos da diagonal principal.

Exemplo:

1 3 5
1 3 0 3 0 1
detA=0 1 3|=1x -3 + 5x =
0 2 0 2 0 0
0 0 2

=1x (1x2-3x0)-3x (0x 2-3x0)+5x (0x 0-1x0)=
=1x1x2=2




V) Trocando-se entre si duas linhas (ou colunas) da matriz
A, o determinante muda de sinal, isto é, fica
multiplicado por -1:

Exemplo:

5
det A= 2

o O -
H O W

12
0 2 0 2 OO|

4 12| |0 12 0 4
=1x (0x12-2x4)-3x (0x12-2%x0)+5x (0x4-0x0)=

detA=[0 4 12 .




=1x

3 +5x%
0O 2 0O 2 |OO

=1x(2x4—-0x12)-3x(0x2-12x0)+5x (0x 0-4x 0)=
=8

4 12| |O 12 0 4|_

1 3 5 1 3 5
detA=|0 0 2|=-10 4 12
0 4 12 0 0 2

VI ) Quando se multiplicam por um numero real todos os
elementos de uma linha (ou de uma coluna) da matriz
A, o determinante fica multiplicado por esse numero.

d;, QA dj; A
ka21 kazz kazs =k dy,y a8y Ay

Ay Ay  dg Ay Ay g




Exemplo:
Dada a matriz A, que ja calculamos o detA anteriormente:

1 3 5
detA=|0 4 12/=8
0 0 2
Suponha que se deseja multiplicar a 22 linha por V:
1 3 5
detA, =0 1 3|=
0 0 2
=1>(|1 3|_30 3+5x|0 1|=
0 2 0 2 0 O

=1x(1x2—-3%0)-3x (0% 2-3x0)+5x (0x 0-1x 0)=
=2




detA2=kdetA_L=%8=2

Para nao alterar o determinante da matriz entao:

1 3 5 1 3 5
detA=|0 4 12/=4x0 1 3
O 0 2 0O 0 2
Entao escreveremos assim:
1 3 5
detA =0 4 12/> % L,
0O 0 2
1 3 5
det A =4x|0 1 3
0 0 2




VII ) Um determinante nao se altera quando se somam aos
elementos de uma linha (coluna) na matriz A os
elementos correspondentes de uma outra linha
(coluna) previamente multiplicados por um numero
real diferente de zero.

al bl Cl al bl Cl
a, b, c,|=la,+ka, Db,+kb c,+Kkc
a3 b3 C3 a3 b3 C3
Exemplo:
1 2 4
detA=|4 10 12
5 7 9

Desenvolvendo esse determinante pela primeira linha:
det A=-34




Substituindo a 22 linha do detA pela soma de seus
elementos com os elementos correspondentes da 12
linha previamente multiplicados por -4.

1 2 4
detA=|4 10 12|>L,=L,+(-4)
5 7 9
1 2 4
detA=|0 2 -4/=-34
5 7 9




7.8.6 CALCULO DO DETERMINANTE POR
TRIANGULACAO

Utilizando a propriedade 1V, podemos calcular o
determinante de qualquer ordem, com operacoes
adequadas para transformar a matriz A numa matriz
triangular, tudo de acordo com as propriedades definidas
anteriormente.

2 1 7
detA=1 3 2
5 3 4

O determinante calculado pelo desenvolvimento da 12

linha:  det A=—66




det A=

o DN

det A=2x

det A= 2x

w w -

|

W WNIF, DN DN N

W N|oT N

1
!
2
2| > L, =L, +(-DL,
4
!
2
3
o L=l 9L
4




\l

N

det A=2x%|0

NI~ NOoT N -
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S

2 2
detA=2x§O 1 —E
2 10

0 O —&

10

det A= 2x5x1x1>< 132 = —66
2 10




7.9 MATRIZ INVERSA

Anteriormente viu-se que, dada uma matriz quadrada A, de
ordem n, se existir uma matriz B que satisfaca a condicao:

AB=BA=I

entdo B é a inversa de A e se representa por AL

AA=AA=I
7.9.1MATRIZ SINGULAR

E uma matriz quadrada cujo determinante € nulo.

A=|2 5 8 detA=|2 5 8/=0 .
36 9 3 6 9




A matriz singular NAO TEM INVERSA.
7.9.2MATRIZ NAO-SINGULAR

E uma matriz quadrada cujo determinante é diferente de
zero. Também chamada de matriz regular.

Exemplo:
2 3 1] 2 31
A=|5 2 2 detA=5 2 2/=-20
3 1 3 3 1 3

A matriz nao-singular SEMPRE TEM INVERSA.




7.9.5PROPRIEDADES DA MATRIZ INVERSA

) Se a matriz A admite inversa (detA#0), esta é Unica.

[I) Se a matriz A é ndo-singular, sua inversa A! também é.
[II)A matriz unidade I € ndo-singular (detl=1) e é a sua
propria inversa: I=I1.

IV) Se a matriz A é ndo-singular, sua transposta AT também
é. A matriz inversa de A= (AL

V)Se as matrizes A e B sdo nao-singulares e de mesma
ordem, o produto AB é uma matriz nao-singular. A matriz
inversa de AB é a matriz B-1A!




7.9.5PROPRIEDADES DA MATRIZ INVERSA

) Se a matriz A admite inversa (detA#0), esta é Unica.

[I) Se a matriz A é ndo-singular, sua inversa A! também é.
[II)A matriz unidade I € ndo-singular (detl=1) e é a sua
propria inversa: I=I1.

IV) Se a matriz A é ndo-singular, sua transposta AT também
é. A matriz inversa de A= (AL

V)Se as matrizes A e B sdo nao-singulares e de mesma
ordem, o produto AB é uma matriz nao-singular. A matriz
inversa de AB é a matriz B-1A!




7.9.4 OPERACOES ELEMENTARES

Determinam-se operacoes elementares de uma matriz as
seguintes operacoes:

[)Permutacao de duas linhas (ou de duas colunas).
[I)Multiplicacao de todos os elementos de uma linha (ou
coluna) por um numero real diferente de zero.
[II)Substituicao dos elementos de uma linha (coluna)pela
soma deles com os elementos correspondentes de outra
linha (colunas) previamente multiplicados por um numero
real diferente de zero.




7.9.5 EQUIVALENCIA DE MATRIZES

Dadas as matrizes A e B, de mesma ordem, diz-se que a
matriz B € equivalente a uma matriz A, e se representa por
B~A, se for possivel transformar A em B por meio de uma
sucessao finita de operacoes elementares.

Como se V€, as operacoes elementares ja foram vistas nas
propriedades V, VI e VII dos determinantes. As propriedades
VI e VII alteravam seu valor, dai a necessidade de efetuar
compensacoes. Nao € o caso, porém das matrizes: as
operacoes elementares tém por objetivo transformar, por
intermédio delas, uma matriz A em uma matriz B,
equivalente a ela.




7.9.6 TRANSFORMACAO DE UMA MATRIZ
NA MATRIZ UNIDADE

Qualquer matriz quadrada A nao-singular, pode ser
transformada numa equivalente al por meio de uma
sucessao finita de operacoes elementares.

Exemplo:
2 1 3]

A=|4 22-»g=%g*
2 5 3

[HEN

> L =L+ (4L

o1 N N
W N N|w 1

P
I
N b
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A =

o o K

o O

~ O O
Il

Tendo em vista que o detAg=1 e as operagoes com * alteram
o detA, as operacgoes a seguir anularao as alteracoes e
permitirao calcular :

det A=2x(—1)x4x(—4)x1=32

7.9.7 INVERSAO DE UMA MATRIZ POR
METODO DE OPERACOES ELEMENTARES

A mesma sucessao finita de operacoes que transformam a
matriz A em |, transforma a matriz I na matriz A1
Para determinar a matriz inversa de A: .




a)coloca-se ao lado do matriz A a matriz I, separada por um
traco vertical;

b)transforma-se, por meio de operacoes elementares, a
matriz A na matriz I, aplicando-se, simultaneamente, a

matriz I, colocada ao lado da matriz A, as mesmas operacoes
elementares.

Exemplo:
Determinar a inversa de A.

W NN W

I
mNHI\JhI\)

1

2

5
3
2
3

o O -
O — O 1

, O O
NS
In
I
|
I
*




o O r O O Fr N O P N B~ P

R O o0 O, O Ok O O P+ o

o rr O b O O B O oo +—» O o

> L =L, +(-4)L

> L=L+(2)L,




o O r OO0 kP OO PFr O ok

o O -

1/2 3/2|11/2 0 0] .

4 0|-1 0 1 —>L2=(Z)L2*

0 -4|-2 1 0

1/2 3/2/1/2 0 0 .

1 01|-1/4 0 1/4 —>L3=(—Z)L3
0 -4 -2 1 0

1/2 3/2/1/2 0 0 |

1 01|-1/4 0 1/4 —>L1=L1+(
0 1|1/2 -1/4 0

0 3/2|5/8 0 -1/8]

1 0|-1/4 0 1/4 —>L1=L1+(
0 1|1/2 -14 0

0 0/-1/8 3/8 -1/8]

1 0-1/4 0 1/4

0 1j1/2 -1/4 0 |




—1/8
~1/4

1/2

3/8
0
-1/4

~1/8]

1/4
0




