PRODUTO ESCALAR de dois vetores
Se i = (21,y1,21) e T = (22, Y2, 22) sao dois vetores no IR® entdo @ - 7 = x172 + y1y2 + 2122. Analogamente, se @ = (x1,91) e
¥ = (w9,y2) sdo dois vetores no IR? entdo @ - ¥ = x179 + y1y2. Obs: @ - T ou (i, v) (1é-se u escalar v)

Exemplo 1 Em IR3: (-1,2,0)-(5,2,3) = (-1)5+2x2+0x3=-5+4+0=—1
Em IR?: (-1,2)-(5,2) = (—-1)5+2x2=-5+4=—1

PROPRIEDADES do Produto Escalar Para quaisquer vetores vetores 4, v e W e numero real «, sao validas:

Nu-v=0-4

Nu- (U4+0)=u-7+d- -0 6) |- U] < |u] |0] (Desigualdade de Schwarz)

3) a(t-0) = (atl) - V=1 (ad) 7) |4 + 9| < |u| + |0] (Desigualdade Triangular)
) d-i>0,sed#0ed-d=0,sed=0.

DEFINICAO GEOMETRICA de produto escalar

|0] cos @ ou | cos = . Sendo |@] > 0e |7] > 0,

Se @ e U sdo vetores nao-nulos e 6 o dngulo entre eles, entdo @ - U = |

U-U=0<=cosf =0<=0=90° <= «Ll¥ (angulo reto) v

i Z
W-T>0<<=cosf >0<=0°<0<90° (dngulo agudo) 6 4 (—? N%btuso
agudo | V

U7 <0<=cosf <0<«<=90° <0 <180° (angulo obtuso)

OBS: O vetor 0 é ortogonal a todo vetor, isto é, 0-7=0, para todo v.

Exemplo 2 Mostrar que os sequintes pares de vetores sao ortogonais:
a)u=(1,-2,3) e ¥ =(4,5,2) U-v=144(-2).54+32=4-104+6=0
i-k=(1,0,0).(0,0,1)=1.04+0.0+01=0

c)u=(1,-2)ev=(2,1) i-v=12+4(-2).1=0

Exemplo 3 (Pdg. 67 — Ex. 19) Dados os pontos A(m,1,0), B(m —1,2m,2) e C(1,3,—1), determinar m de modo que o
triangulo ABC' seja retangulo em A. Calcular a drea do triangulo.

AB =B
—
AC=C—-A=(1,3,-1)— (m,1,0) = (1 —m,2,—1)

B
N ELT:T.E:O@(—1,2m—1,2).(1—m,27_1):_5+5m:0:>
2 o
‘ = Area = 5 _ =X

{ AB=B—-A=(m—1,2m,2) — (m,1,0) = (—1,2m — 1,2)

2

i =+/(-1,-1,-4) - (-1,-1,-4) = V18

—
AB
u —_—
T=AC=C—-A=(-1,2,1)—(2,1,3) = (-3,1,-2) vl = /(=3,1,-2) - (=3,1,-2) = V14
AL = C
v BC=C | = /(=2,2,2) - (-2,2,2) = V12

’[D: =
~ u-v 10 10 ~ 10
cosA= —— = = = A = arccos —— =~ 51
i 7=(-1,-1,-4) - (=3,1,-2) = 10 el Visvid - Visvid VISVIA
~  (=u)-w - (@)W 8 ~
i-w=(-1,-1,-4)-(-2,2,2) = -8 cosB = — = = = B = arccos ~ 57
(=) a] ] VI8VI2 V18v12
A e N BT SO S
[(=o)[(=d)| [0 |w]  V14V12 V14v/12




Exercicio 1 (Pdg. 66 — Ex. 1) Dados os vetores i = (2,—3,—1) e 0 = (1,—1,4), calcular
a) 24 - (—0)
b) (@ +3V) - (V—24)
c) (W+7)-(4—17)
d) (@ +7) - (v—1u)

Exercicio 2 (Pdg. 66 — Ez. 8) Sabendo que |4 =2, |v] =3 e @ -0 = —1, calcular:
a) (—30) -4
b) (20 — @) - (27)
c) (W+ V) - (V—4a)

Exercicio 3 (Pdg. 66 — Fx. 10) Os pontos A, B, e C sdo vértices de um triangulo equildtero cujo lado mede 20 ¢m. Calcular
—_— s — =
AB-AC e AB-CA. Obs: Equildtero = FEquiangulo

Exercicio 4 (Pdg. 67 — Ex. 17) Dados os pontos A(—1,0,5), B(2,—1,4) e C(1,1,1), determinar x tal que AC e BP sejam
ortogonais, sendo P(x,0,z — 3).

Exercicio 5 (Pdg. 67 — Ex. 18) Provar que os pontos A(—1,2,3), B(—3,6,0) e C(—4,7,2) sdo vértices de um triangulo
retangulo.

Exercicio 6 (Pdg. 67 — Ex. 25) Determinar o dangulo entre os vetores

a)i=(2,-1,-1) ev=(-1,-1,2)

<y
Il

b) i =(1,-2,1) e¥=(—1,1,0)



Exercicio 7 (Ez. 44) Determinar o valor de k para que os vetores i = (—2,3) e U = (k,—4) sejam

a) paralelos

b) ortogonais

Exercicio 8 (Ez. 47) Determinar, aprozimadamente, o dngulo entre os pares de vetores

0) @=(21) e¥=(4,-2)

(_47 _2>

<y
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b)ui=(1,—-1) e

(_171)

<y
I

c)ui=(1,1) e

PROJECAO DE 7 SOBRE @

v, . —x Vg
V 4 . _ . [(7a@\. 7.
06 >90 Vl =projgv = | == | U= —S5U
0<90° u-u |

Demonstragao:
(1 //ﬁ = V1 = U
= = = = =

Tolii= Ty 6=0= (F—ai) @=0=>7G—a(@ @) =0=7 =i i=a=

Exemplo 5 Determinar o vetor proje¢ao de v = (2,3,4) sobre @ = (1,—1,0).

o Ted, (2,3,4)-(1,-1,0) 1 11
projal = = e S O = g (b0 = {5500

Exercicio 9 (Ez. 40) Dados os vetores i = (3,0,1) e ¥ = (—=2,1,2), determinar projzi e projzv.

Exercicio 10 (Ez. /1) Determinar os vetores projecdo de ¥ = 47 — 3;'—1— 2k sobre os eizos cartesianos T,y ez.



COSSENOS DIRETORES

o
Z ORY) x
COSx = ——— = =
G EEL
_k'l\ lY v ’U; y
\ B Sendo ¥ = (z,y, z), temos: cosff = ﬁ?‘ = m
T —_ > vl
i = y
J 7k z
cosy = — = G
2 3|
Exemplo 6 (Pdg. 58) Calcular os dngulos diretores de v = (1,—1,0).
z 1 2 2 _ oo
COSQ = 5 = —= = —— => (@t = arccos —— =
o vz 2 2
— 2 1 2 2
0] =12+ (-1)"+ 02 =v2=1{ cosf = % =——= —£ = 3 = arccos —£ = 135°
7= Va2 2
< o
cos'yzﬁzOé’y:QO

Exercicio 11 (Ez. 32) Calcular os dngulos diretores do vetor ¥ = (6,—2, 3).

Exercicio 12 (Fz. 48) Dados os vetores i =1i—j e ¥ = 2i+ 3, determinar o mddulo e o dngulo que os sequintes vetores formam
com o vetor i:

a) i
b) v
c) U+
d)a—1v



