1. SINOPSE HISTORICA

A histéria da Matematica raramente apresenta eventos bombasticos. As
formulages inicialmente ténues e difusas percorrem um espinhoso trajeto até
atingir a magnitude de seu desenvolvimento.

O conceito de vetor surgiu na Mecanica com o engenheiro flamengo Si-
mon Stevin - 0 "Arquimedes holandés". Em 1586 apresentou, em sua Estatica
e Hidrostatica, o problema da composicao de forcas e enunciou uma regra
empirica para se achar a soma de duas forcas aplicadas num mesmo ponto. Tal
regra, a conhecemos hoje como regra do paralelogramo.

Os vetores aparecem considerados como “linhas dirigidas” na obra Ensaio
sobre a Representacao da Direcao, publicada em 1797 por Gaspar Wessel,
matematico dinamarqués.

A sistematizacao da teoria vetorial ocorreu no século XIX com os traba-
lhos do irlandés William Hamilton (notavelmente precoce: aos 5 anos lia grego,
latim e hebraico), do alemao Hermann Grassmann e do fisico norte-americano
Josiah Gibbs.

2. GRANDEZAS ESCALARES E VETORIAIS

Certas grandezas ficam determinadas apenas por um numero real, acom-
panhado pela unidade correspondente. Por exemplo: 5 kg de massa, 10 m?
de area, 12 cm de largura. Tais grandezas sao chamadas de escalares. Outras
grandezas necessitam além do numero real, também de uma direcao e de um
sentido. Exemplificando: a velocidade, a aceleracao, 0 momento, o peso, 0
campo magnético, etc. Sao as grandezas vetoriais.

3. DEFINICOES, ETIMOLOGIA E NOTACOES

VETOR

DLI. 1: Vetor é uma tripla constituida de uma diregao, um sentido e um
numero nao negativo.

DEF. 2: Vetor é o conjunto de todos os segmentos orientados de mesma
direcao, de mesmo sentido e de mesmo comprimento.



IMAGEM GEOMETRICA OU REPRESENTANTE DE UM VETOR

Na figura ao lado tem-se um con-

junto de segmentos orientados de um
unico vetor. O segmento orientado é
um conjunto de pontos, ao passo que
vetor € um conjunto de segmentos
orientados. Cada segmento orientado
é, a rigor, a imagem geomeétrica ou 0
representante de um vetor.

A figura apresenta quatro segmen-
tos orientados ou entao quatro imagens
geomeétricas de um mesmo vetor.

Como abuso de linguagem, emprega-se a palavra vetor em vez de ima-
gem geomeétrica do vetor. De acordo com a locucao latina abusus non tollit
usum (o abuso nao tolhe o uso) também nds vamos escrever ou verbalizar a
palavra vetor como imagem geométrica do vetor.

B ETIMOLOGIA DA PALAVRA VETOR

Provém do verbo latino vehere: transportar, levar. Vetor é o
participio passado de vehere, significando transportado, leva-
do. Apesar de primitiva e até bizarra, a palavra vetor é pertinente:
o ponto A é “transportado” até B.

NOTACOES DE VETOR

1) Uma letra latina mindscula encimada por uma seta.

Exemplos:

-

a,bc..uvw..

i) Uma letra latina minuscula sobrelinhada.
Exemplos:
a, b, c...u v, w... (notacdo em desuso)

1) Dois pontos que sao a origem e a extremidade de um representante
do vetor.

Exemplo:
A soma do ponto A com o vetor v é o ponto B.
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onde A é a origem e B é a extremidade do vetor.

Esta notacao é assaz vantajosa pelas aplicacoes das operacoes algébricas e
é devida ao matematico alemao H. Grassmann (1809-1877). Também bastante
usual a notacao v = AB

IV) Uma terna ordenada de nimeros reais : v = (x,, ¥;, Z,)
z4 Exemplo:
re—— 5 v=(1,5,4)

Na figura v = (P - O)

Como abuso de notacao tem-se
ainda

R 4

v=(P-0)=P

9 OBSERVACAO

Usualmente, quando ja estiver fixado o sistema de coordenadas, o
representante do vetor é aquele cuja origem coincida com a origem do
sistema.

Mépuro (| V)
E o nUmero nao negativo que indica o comprimento do vetor.

Exemplo:

| L L
! ' ]

-

N‘q’ Entéo|i'/|=4

VETORNULO (0)

E o vetor de direcao e sentido arbitréarios, e médulo igual a zero. O vetor
nulo tem coordenadas (0, 0, 0) e sua representacao grafica é a origem do sis-



tema de coordenadas.

VETOR UNITARIO

E o vetor de modulo igual a 1.

Exemplo:

| 1

1 '| Entao: |V |=1
VERSOR

O versor de um vetor v nao nulo, é o vetor unitario que tem a mesma
direcao e o mesmo sentido de v .

vers v = ——
|V ]
Exemplos:
v " -~ _V
1. —» 1 > entdo versy = -
vers v 3
W 3 -~ W
2. |« i f f— entao versw = —
vers W 4

O vetor unitario coincide com o seu préprio versor.
VETOR OPOSTO

Dado um vetor AB o seu oposto é o vetor BA e se indica por ~AB. O vetor
oposto de um vetor v é representado por -v.
Exemplo:

“ .V




4. PARALELISMO DE VETORES

DEFINICAO

Dois vetores u e v de mesma direcao sao ditos paralelos. [pso facto, suas
imagens geomeétricas podem ser representadas sobre uma mesma reta.

Exemplo:

u
e

-

v
>

Os vetores U e v sao paralelos e podem ser representados colinearmente:

u v
poroncns .; » ................
= OBSERVACAO
Face o exposto até aqui, podemos associar ao conceito de vetor a
ideia de translacao. Tal ideia, como é sabido, nao se transfere para retas
paralelas, uma vez que estas possuem posicoes fixas e determinadas.
Exemplo:
B A
> U L 2 r
B
>V . s
Os vetoresu e v sdo No entanto, as retas r e s sdo
paralelos ou colineares. paralelas e jamais colineares.

VETORES EQUIVERSOS E CONTRAVERSOS

Dois vetores paralelos sao equiversos se de mesmo sentido. Se de senti-
dos contrarios, sao contraversos.

Exemplo:

> U > U

>y v <
U e V sao equiversos U € V S0 contraversos



5. MULTIPLICACAO DE UM VETOR POR UM ESCALAR

DEFINICAO

Seja k um escalar e v um vetor. O produto do vetor v pelo nimero real k
é representado por kv. Entao, se:

) k>0
Os vetores v e kv sao equiversos.
Exemplos:
» (U {dado)
» 3u
— %a
im k<0
Os vetores v e kv sao contraversos.
Exemplo:
» u (dado)
< ; 1 —2u

(CASOS PARTICULARES:

0(v)=0.
kv=0=k=0o0uv =0.
(-1) v =-v onde -v é o oposto de V.



PROPRIEDADES

Nas expressoes abaixo, m e n sao escalares quaisquer e V e W sao vetores
arbitrarios:

1) Propriedade associativa em relacao aos escalares.

m(nv) = n{mv) = (mn) v

i) Propriedade distributiva em relacao a adicao de escalares.

(m+n)v=mv+nv

) Propriedade distributiva em relacao a adicao de vetores.

m(V + W)=mv + mw

Iv) Sev =(x,Y,, 2 entao:
mv = m(x,, ¥, Z,) = (Mx,, my,, mz,)

6. COPLANARIDADE DE VETORES

Os vetores U, v e w sao coplanares se tiverem imagens geométricas para-
lelas a0 mesmo plano. Cumpre enfatizar: dois vetores sao sempre coplanares,
enquanto que trés vetores podem ou nao ser coplanares.

Exemplos:

W

o u

ue v e w sao coplanares

U e Vv e w nao sao coplanares

Convencao:

O vetor nulo é paralelo a qualquer vetor; é coplanar a qualquer conjunto
de vetores coplanares.



7. ADICAO DE VETORES

DEFINICAO

Dados dois vetores U e v, para se obter a soma u + v, fixamos
um ponto qualquer A do plano u e v e consideramos os pontosB=A +ue
C =B + v, conforme a figura; nessas condicoes, u + v = (C - A).

C
Denotando por diferenca de pontos:

u+v=B-A+(C-B)=(C-A)
Donde AC é o vetor resultante, obtido da
adicao de ucom v .

Geometricamente, a soma de n vetores
(sendo n um numero inteiro positivo qualquer) é feita considerando imagens
geometricas dos vetores, de modo que a extremidade de cada vetor coincida
com a origem do vetor seguinte; o vetor soma é o vetor que fecha a poligonal.

Exemplos:
Dados u, v e w, obter graficamente a soma:

Dados: au+w=?
v

(]

+

=
=i

Graficamente, o vetor soma é o segmento orientado que fecha a po-
ligonal, tendo por origem, a origem do primeiro vetor e por extremidade, a
extremidade do ultimo vetor.



SOB A FORMA DE TRIPLAS:

Dados os vetores
U= (X, ¥y, 2;) € V =Xy, ¥y, Z;), eNt30 U + V = (X, + X, ¥y + Y5, Z; + Z,).

PROPRIEDADES

1) Comutativa: U+V=V+U

Demonstracao:  Considere as  imagens
geométricas dos vetores U e Vv, representados
na figura.

12 membro:
u+v=B-A+(C-B)=(C-A)

2° membro:
\7+G=(D—A)+(C-D)=(C—A)
donde U + V = v + U (cqd)

Consequéncia

Regra do paralelogramo: A diagonal do paralelogramo construido so-
bre as imagens geométricas de u e v representa a soma u + V.

By OBSERVACAO

Sabe-se que o paralelogramo apresenta duas diagonais distintas.
Para a "regra do paralelogramo” construido sobre as imagens geomeé-
tricas de u e v de mesma origem A, adota-se a diagonal que contém o
ponto A.

A “regra do paralelogramo” & muito usual na composicao de forcas
em Mecanica.




) Associativa:(U+v)+w=U+(v+w)
Demonstracao: Sejam U, v e w vetores dados.
D

1° membro:
(u+v)=B-A)+(C-B)=(C-A)
(u+v)+w=(C-A)+(D-C)=(D-A)

2° membro:
(V+w)=(C-B)+(D-C)=(D-B)
u+(v+w)=(B-A+(D-B)=(D-A)

Entao:

- 4 (U+Vv)+w=U+(V+w)(qged)

) Elemento neutro:u+0=10

IV) Elemento oposto: Dado um vetor U, existe um Unico vetor indicado
por -, tal que:

U+ (—G) = 6
O vetor (~u) é o vetor oposto de u.

V) leidocacelamento:U+V=U+W =V=W
SUBTRACAO DE VETORES

DEFINICAO
Dados o5 vetores u e v, definimos a diferenca U — v por: U — v = U + (-V).

Denotando por diferenca de pontos:

C

1?2 caso:
u-v=(B-A)-(C-A)=(B-C)

2? caso:
v-u=(C-A)-(B-A)=(C-B)




EXEMPLOS

1) Dados os vetores U, v e w obter graficamente:

Dados au+ws? bju-w=?

w

U+ w

<
A
|
) ct'\
—
=l
=i
v,
el

<l
<l

2) Num paralelogramo construido sobre dois vetores U e v, as diagonais

sao as imagens geomeétricas do vetor soma u + v e do vetor diferenca u - v.
u

01. Determinar a origem A do segmento que representa o vetor u = (2, 3, -1), sen-
do sua extremidade o ponto B = (0, 4, 2).

Resp: A=(-2,1,3)



02. Na figuraabaixo o vetor s =a + b + ¢ + d éigual a:

-

a

03. Representados os vetores u e v na figura, achar graficamente o vetor x tal que
u+v+x=0.

Resp.:

" G

Resp.: a) (G—-A) b) (E-A)



05. No tetraedro e no paralelepipedo retangulo, achar a soma dos vetores represen-
tados por suas imagens geométricas.

a) b) ‘.‘E ------------------------------ ' F
D E" """"""""""""""""" E
i i 9 —rC
.". " A o e e B A8 .
A A B
Resp.: a)(D-A) b) (E-0)

06. No hexdgono regular, obter:
F E a)(B-A)+(E-F)+(F-A)
b)(D-A)-(E-A)+(E-B)
Resp.: a) (D-A)
b) (D - B)



01. Dadosu=(1,2,0),v=(2,1,-1)e w = (0, 2, 3), achar:

01.

09.

10.

11.

12.

a) 2u-v+dw
b) 3(u+v)-22v-w)
Resp.: a)(0,11,13)
b)(1,9,7)
Conhecidos A = (1, 3,0), B=(5,5,2) e vV = (1, 3, -2) calcular:

a) A+V

b) 2A-3B-V
Resp.: a) (2, 6,-2)
b) (-14, =12, -4)

Sendo A=(2,0,1),B=(0,3,-2),C=(1, 2, 0), determinar D = (x, y, 2 ), tal que
BD = AB + CB.

Resp.: D=(-3,7,-7)

Calcular o vetor oposto de AB sendo A =(1, 3,2) e B=(0,-2, 3).
Resp.. BA=(1,5,-1)

Conhecendo-se u=(1,2,0),v=(0,1,3)ew=(-1, 3, 1) calcular os escalares
m, n e pem mu + nv + pw = (0, 0, 14).

Resp.. m=-1,n=5,p= -1

Os vetores 11, v e w formam um triangulo, conforme a figura.
Sendo u =(1,2,0) e v=(3,0,3), entdo W ¢ igual a:

Resp.. (-2,2,-3)

13. Determinar o vetor X, tal que 5X = u -2V, sendo u = (-1,4,-15) e v=(-3, 2, 5).

Resp.: x =(1,0,-5)



9. COMBINACAO LINEAR DE VETORES

Considere os vetores U, U,, U, ... U, e os escalares k,, k,, ks, ... k. Diz-se
que v é combinagao linear de u,, U,, Us, ... U, quando escritos sob a forma de:

V= k‘U] + szz + k3U3 * o knun

10. EXPRESSAO CARTESIANA DE UM VETOR

A - X X
: a) Seja x, y e z um sistema cartesiano

ortogonal. Convencionou-se repre-
sentar por 1, | e k, nesta ordem, os
versores dos eixos cartesianos orto-
i gonais x, y e z.

k| = Entdo:

(o) > > 1=(1,00)

Iz(ol 11 0)

k=(0,0,1)

E pela definicao de versor, que possui modulo unitario, tem-se:
[ TI=1Tl=1k]=1

OBSERVACAO

Os versores 1, | e k constituem uma base ortonormal de E* por ser
formada de vetores unitarios e mutuamente ortogonais.

b) Considere-se um ponto P= (x, y, z) do espaco tridimensional e 1, | e
i § k os versores dos eixos cartesianos or-
togonais x, y e z. O vetor v =(P - 0)
tem origem em O e extremidade em
P e pode ser expresso como combina-
¢do linear de 1, ] e k. Do paralelepi-
pedo representado na figura ao lado
obtém-se:
(P-0)=(P,-0)+(P,-0O)+(P,~- O)

como (P,-O)=x1
(P,-0)=y]
(P,-0)=zk tem-se

P-0)=v=xT+y]+zk |

3




denominada expressao cartesiana do vetor (P - O), onde x, y e z 530 as co-
ordenadas e xi , y|, zk as componentes do citado vetor. O vetor v representa
a diagonal do paralelepipedo reto, cujas arestas sao os vetores coordenadas
xi,y] e zk.

'y OBSERVACAO

Em particular o vetor (P — O) pode ter imagem geométrica num
dos planos cartesianos. Por exemplo, se (P - O) estiver no plano xy, a 32
coordenada é nula: (P -0) =x1 +y].

Z4 Exemplos:
T Do paralelepipedo retangulo obtém-se:
@ (A-0)=27
D?'-' ------------------ .E (C-0)= 41
: : (G-0)=3k
0 % (B-0)=2i +4]
: $ e (D-0)=27 + 3k
2R sscnns i ssanansne g (F-0)=4] + 3k
‘ (E-0)=271 +4] + 3k

11. CONDICAO DE PARALELISMO DE DOIS VETORES
TEOREMA

Dois vetores nao nulos u e v sao paralelos se, e somente se, existir um
escalar k tal que:

v =ku |




u

Podemos afirmar que v é expresso linearmente em funcao de u.
Demonstracao:

1)

2)

Sendo u e v paralelos, os seus versores s6 podem diferir quanto ao
sentido:

I

I+
!

o

=
<i

I

I+
<
cr

cl

|
cl

Donde V = ku (cqd)

Reciprocamente, se v = ku, entdo v é paralelo a u, pela definicao de
produto de vetor por escalar.

VETORES REPRESENTADOS POR PONTOS

A igualdade persiste se os vetores forem representados por pontos. Seja

(B-A) e v =(C-D), entdo:

(C-D)=k(B-A) |

Exemplos:

Enfatizando o paralelismo dos vetores representados por suas imagens
geométricas, podemos afirmar que:

@ P (B—A)=21(P-Q)
. 5 (P-Q)=(B-A)
| > (M-N) = -3(P - Q)
M \ (B-A) = -Z(M-N)
< i 3




VETORES REPRESENTADOS POR TRIPLAS

Sejam u = (x,, y,, 2,) e V = (%, ¥, 2,). Pelo teorema, u é paralelo
a v se, e somente se, existir um numero real k tal que v = ku; ou ainda,
Xy, Y2, Z) = k(xy, ¥y, ). Explicitando o k, obtém-se a condicao de paralelismo
dos vetores u e v:

Convencao:
A nulidade de um dos denominadores implica na nulidade do correspon-
dente numerador.

Exemplo:

Sao paralelos os vetores

u=(3,2,0ev=(64,0).

Na figura ao lado, u=(A-0)e v =(B - 0). Observe que v = 2u, e que
em particular os vetores u e v tém imagens geométricas no plano xy.



01. Determinar x, sabendo-se paralelos os vetores:
a) u=(1,3,10)ev=(-2,x,-20)
b) v=(0,2,x)ew=(0,3,6)
¢) u=2i-3j-kev=xi-9j-3k

Resp.: a)x=-6 b)x=4 Ox=6

01. Sendo A, B, C, D vértices consecutivos de um paralelogramo, calcular as coor-
denadas do vértice D.

Dados: A=(1,3),B=(5,11)e C = (6, 15)

Resp.. D =(2,7)

02. Seja ABDC um paralelogramo de vértices consecutivos na ordem escrita.
Achar o vértice A, sabendo-se que B=(0,1,3),C=(2,3,5) e D =(-1,0,2).

Resp.: A=(3, 4, 6)

03. Provarqueospontos A =(3,1,5),B=(2,0,1) e C = (4, 2, 9) sao colineares.

4 SUGESTAO
l A P ¢

1 1 1

Por exemplo: os vetores (C - A) e (B — A) devem ser paralelos.

04. CalcularxeysabendoqueospontosA=(1,-1,3),B=(x,y,5)eC=(5,-13,11)
sao colineares.

Resp.: x=2ey=-4



05. Na figura abaixo, obter a expressao cartesiana do vetor (P - O).
Z4

Resp.: (P-0)=2i +4] -k

06. Seja o paralelepipedo representado na figura. Conhecendo-se os vértices
B=(1,2,3),D=(2,4,3),E=(5, 4,1) eF = (5,5, 3), pedem-se os vértices A e G.

G

Resp.. A=(1,1,1)
G=(68,5)




12. CONDICAO DE COPLANARIDADE DE VETORES

TEOREMA

O vetor v é coplanar aos vetores u, e U, (ndo nulos e nao paralelos entre
si) se, e somente se:

Ou seja, se e somente se, v for combinagao linear de u, e u,, sendo k,
e k, escalares.

Demonstracao:

Sejam v, u,, U, vetores co-
planares, (B — A) a imagem geo-
métrica do vetor v. Pela origem
A conduzimos uma paralela ao
vetor ul, e pela extremidade B,
uma paralela a u,. C é o ponto de
interseccao de tais paralelas.

" i

/" i.’2

Da figura: (B-A)=(C-A)+(B-C)
Substituindo: v = k,u, + k;U, (ged)

Reciprocamente, é passivel de demonstracgao:

se v =k, u, + k;U,

entao os vetores v, U, e U, sao coplanares.



COPLANARIDADE DE VETORES REPRESENTADOS
POR TRIPLAS

Trés vetores v, = (Xy, ¥y, 2,), Vo = (X5, Y5, Z,) € V3 = (X3, y3, 25) 530 coplanares
se um deles for combinacao linear dos outros dois. /pso facto, o seu determi-
nante deve ser nulo:

X1 Y1 Zy
X, Y2 Z3|=0

X3 Y3 2Z3

Exemplo:
Os vetores U=(2, 3,5), v=(3,0,-1) e w=(7, 6, 9) sao coplanares.

01. Calcular a sabendo-se coplanares os vetores:

U=(1,3,0,v=(21,4) ew=(3,4,2a)
u=ai-3j,v=aj+kew=1+]+Kk
Resp.:a) 4, b) H;{ﬁ

02. Provar que os pontos A =(4,5,1),B=(-4,4,4),C=(0,-1,-1)eD=(3,9,4)
sao coolanares.

~ SUGESTAO

O determinante das coordenadas dos vetores
(B-A), (C-A)e(D~-A)é nulo.




03. DadosU=21,V=1+]+Kkew=-21+6] + 6K, exprimir w como combina-
e

cio linearde u e v.

Resp.: w=-4u+ 6V

' SUGESTAO
l W=k, + k¥

entao(-2,6,6)=k,(2,0,0)+k, (1,1, 1)

04. Sendou, =(0,2,-1),u,=(0,1,3)ev=(0,3,0) exprimir v como combinagio
linear de u, e u,.

Resp.: v = ;(Bi]‘ + Uy )
05. Exprimir w = (-2, 6, 2) como combinacao linear de u=(2,0,00ev=(1,1,1).

Resp.: impossivel

OBS.: De fato, os vetores u, Ve w ndo sdo coplanares.

06. Considere a figura e expresse (P - B) como combinagao linear de (A - B) e
(C-B).
B

Rés: (P—B)= —§-<c -B) + %(A -B)

/0 SUGESTAO
. (P-A)=2(C-P), onde

(P-A)=(P-B)-(A-B) e
(C-P)=(C-B)-(P-B)

07. Sendo P o ponto médio do lado BC do tridngulo ABC, conforme a figura, ex-
primir (P - A) como combinagao linear de (B - A) e (C - A).
C

Resp: (P—A) = %(B “A)+ %(c - A)




13. COMBINACAO LINEAR DE 4 VETORES

TEOREMA

Sejam trés vetores do espaco tridimensional u,, U, e us, ndo nulos e nao
coplanares, entao qualquer vetor v pode ser expresso como combinacao linear
deu,, U, euy:

v =k, U, + k,u, + kyu, |

Demonstracao:

B Fixemos no E* um ponto A e trace-
u;  mos o plano a paralelamente a u, e u,

i / e passante por A. A imagem geométrica
- do vetor v é (B — A). Por B conduzimos
uma paralela ao vetor U, interceptando
........... ".F U, @ nopontoC.
A j .
u :
m—

N 1 U

Do triangulo ABC:
B-A)=(C-A)+B-C) D

Como (C - A) é coplanar a u, e a U,
(C-A)=k,u, +ku, @

Como (B - C) é paralelo a u;:
B-C=ku; @

Substituindo @ e @ em @:

v = kyU; + kyU, + kyu;  (cqd)

01. No paralelepipedo, expressar (F - A) como combinacio linear de (C - D),
(D-A)e(E-B).

H G

Resp.: (F-A)=(C-D)+(D-A)+(E-B)




02. Sendo P o vértice de uma piramide cuja base ¢ o paralelogramo ABCD, expri-
mir (D - P) como combinagao linear de (A - P), (B-P) e (C - P).

Resp.: (D—-P)=(A-P)+(C~P)~(B~P)

. SUGESTAO

Faca a figura, onde (D - A) = (C - B)
ou D-P)-(A-P)=(C-P)-(B-P)

03. No tetraedro OABC, P ¢ o ponto médio de BC . Exprimir (P - A) como combi-

nagao linear de (A-0),(B-0) e (C-0).
C

P Resp.: (P—A):%(B—0)+%(C—0)—(A—O)

14. ANGULO DE DOIS VETORES

0 angulo 0° < 0 < 180° de dois vetores u e v é o angulo formado entre
suas direcoes, levando-se em consideracao os sentidosde u e v .

Exemplos:
v

6
Al
> 3
u

0°<Hh<90° o 90°<H<180°
VA
o > i 5§

>
6=90° ¥ 0=0°
(U e V sa@o ortogonais) (UeV sado equiversos)



0 =180° 0°>0<90°
(U eV sao contraversos)

15. MULTIPLICACAO INTERNA OU ESCALAR

SIMBOLO: U -V

A notacao acima é devida ao fisico norte-americano J. W. Gibbs (1839-
1903).

DEFINICAO

O produto interno ou escalar de dois vetores U e v é o numero (escalar)
tal que:

u-v=|u||v|cosé

Onde 0° <0 < 180° é a medida do angulo formado entre os vetores u e v.

SINAL DO PRODUTO INTERNO

U - v > 0 indica que cos 0 > 0, o que ocorre quando 6 é angulo agudo. Se
<

u- v <0, entao 0 é angulo obtuso.
;
(]
0 0
3 >
. U el u
u.v>0 u.v <0

NULIDADE DO PRODUTO ESCALAR
u-v=0,se:

1) um dos vetores for nulo;

I1) os dois vetores forem ortogonais, pois cos 90° = 0.



MODULO DE UM VETOR

O modulo de um vetor u pode ser calculado através do produto interno,
pois:

u-u=|u||u|cos0°

Donde:

|iP=i-i= [|U|]=4u-T |

ANGULO DE DOIS VETORES

O célculo do angulo entre dois vetores se faz de forma trivial, isolando-se
o cos 0 na férmula do produto escalar:

<l

u-

|al

cosf =

<l

INTERPRETACAO GEOMETRICA DO PRODUTO ESCALAR

Na figura A'B' é a medida algébrica da projecao do vetor v sobre a dire-
cao do vetor u. Em simbolos:

A'B' = proj v

Do triangulo retangulo AB'B:
AB'=ABcos @

=|v|cos0



Seja u* o versor do vetor u. A Ultima igualdade nao se altera se a multi-
plicarmos por | u*].
A'B'=|u*||v|cos®

A igualdade persiste com (* = lTul
0
.- -V
ProjgV = ==
|G|
ou

U-v=|d|projv |

Se o angulo entre u e v for agudo, a medida algébrica da projecao sera
positiva. Se obtuso, negativa.
ExempIO'

Dados|u|=3e|v|=2e uv 60°, achar a medida da projecao do vetor
v sobre U .

Resolucao
u.v=}ul|v|cos60°
-(3)(z)| |=3
#ou
e BV _3
| > i projyv = 6] 2 ]

PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR:

-

) Comutativa:u-v =v-u
) Associativa em relacao a multiplicacao por um escalar k:
k(u-v)=(kd)-v=u-(kv)

) Distributiva em relacdo a adicao de vetores:

U-(Vv+w)=u-v+u.-w



Demonstracao: Na figura v = (B — A) e w = (C — B) e por consequéncia
v + w = (C — A). Os pontos A', B'
e C' sao as projecdes ortogonais de
A B e‘C sobre uma reta paralela ao
vetor u .

Pelo teorema de Camnot:

A'C'=AB' +B'C

ou

proj;AC = proj;AB + proj;BC

ou ainda:

proj-(v + w) = proj.v + proj.w

C

"

v
{ =}

Multiplicando os dois membros por | u | tem-se:
| U |proj; (v + w) = | U |proj;V + | U |proj;w

igualdade que pela interpretacao geométrica do produto interno pode
ser escrita:

.

U-(v+w)=u-v+u-w (ged)
Exemplo: e
Sendo |u|=4,|V|=5euv=120° calcular:
1. |u+v|
Resolugao:

| U +V|2=(Li +v)-(d +v)
=U-u+0vV+vV-u+v-v
=|luP+|v+2u|lv]|cos®
= (4)* + (5)* + 2(4) (5) cos 120° = 21

Resp.: |G +V |= (21

2. vers(u+Vv)
Resolucao:

vers(u + V)




01. Calcular | U + V | e o versor de (1 + V), sabendo-se que | u | =4,| V|=6e

‘];:w. — - 2 - = 2
Fazendo u+;‘ =;;‘ +2u.v;‘
- = —
u.v=;;| v| cos60°

-+ = - -2 2 - = |2
u.v=12, voltando em |u+ v =;| +2u.v|v
L 2

u+-\:‘ =|4* +202)+)" =76

;:+q=2\{1—9_, oversor:i‘f—v

u+;‘

02. Sendo|u|=2,|v|=3,|w|=4,uv=90"e vw = 30°, calcular:
OBS.: u, v e w sdo coplanares.

a) |lu+v|
Resp.: Jﬁ

b) vers(u + V)

-

Raso: U+ Vv ~ ' SUGESTAO

w=k,u +k,v
¢) (u+v)-(v-n) 1) multiplique escalarmente por u
2) multiplique escalarmente por v

Resp.. -5

d |u+v+w]|
Resp.: ,f21+12\/§‘

e) o vetor w como combinagio lineardeue v

zﬁg

3

Resp. w=-u+



.

-A-. . . — . -
01. Determinar o angulo uv, sabendo-sequeun+v+w=0,|u|=2|v|=3e
|w|=4

L)

Resp.: UV =arc cos—}

g0 ' SUGESTAO

. U+Vv=-wW ou

(U+v)-(u+V)=(-w): (W)

02. Provar a lei dos cossenos: ¢ = a* + b* - 2ab cos 0

. ' SUGESTAO
l c=a-b
€.5C

03. Seja um paralelogramo construido sobre u e v. Determinar o angulo 0 entre as

diagonais do paralelogramo.
= At I SO (4
Dados|u| = ﬁ,|v|=leuv=z
2 \'(7

Resp.: O = arccos

. ' SUGESTAO

As diagonaissdou+veu—V.
Entdo seu produto interno é (U + V) . (U—v) = |(u + V)| [[u— V)| cos 6

04. Calcular o dngulo entre os vetores a+2b-ce-a+b-2c sabendo-se que

|a|=|b|=|c|=1equea,b e c sio mutuamente ortogonais.

Re.:E
3



05.

06.

07.

Sendo u, v e w mutuamente ortogonais, demonstrar que:

a) |u+vP=|uf+|v]

b) |lutv+wl=|uf+|v]+|w]

Na figura, calcular o dngulo 0 entre os vetores b ec,sendo

C o li|l=y2 e|B]=2y2

Resp.: 1.4

; .
5 SUGESTAO

' Como ¢ =a-b faca o produto escalarentre be a - b.

Na figura estio representadas as imagens geométricas dos vetores U, V e W.

Sendo|u|=|v|=2e|w| =4, escrever W como combinagio linearde u e v.
v
120° Resp.: w=-2{u +v)
i ) 12
" 120°

Sabendo-se que os vetores u, v e w formam dois a dois dngulos de 60° e tais que
lul=4,|v|=2e|w|=1

Achar o médulo do vetor s =u + v + w.

Resp.: |5 =35

. SUGEST AO
l Desenvolva o produto interno:

S.S={U+V+W (U+V+W)




16. EXPRESSAO CARTESIANA DO PRODUTO ESCALAR

De extraordinaria importancia é a expressao cartesiana de U . v. Num sis-

tema cartesiano ortogonal s3o conhecidos os vetores U e v por suas expressoes
cartesianas:

u-x1+y,j+zk
V=30 +Y,] +2,K

Deducao:
u-v = (x,7+y,]+z,l€) (x2i+y2]+22|2)
x,xz |+x,y21 ]+x22 k+

+ X2Y1' J+Y1Yzl J+Y1221 k+
+  Xy4i k+yzz,j k+z,zzk -k
No entanto:
P 7=]-7=K-R=|TP=|]P=|kP=1
i-j=1-k=7-k=0
Donde

UV =X +YiYa+2:2; |

que é a expressao cartesiana do produto escalar. Desta também se infere a
condicao de ortogonalidade de Le v :

ulv &xx,+y,y,+2,z, =0 1

e também o moédulo de um vetor:;

|G|2=G-G=x§+yz,+zz, l

Geometricamente, o modulo é a medida da diagonal de um paralelepi-
pedo reto.



Exemplo:
Dados u=31+ ] ev=27 +2] -2k, obter:

1. U.v
G.§=3(2)+1(2)+0(-2)=8
2. |ul
[P =3+ (1P +(0¥ =10
|a|= 10
3. |v|
[VE= (22 (2P 1 ( 2P =12
1V]= 243

4. 0 angulo 6 entre os vetoresue v .

u.v=|u||v|cos®

substituindo os valores acima obtidos:

8= ‘}(10)(2J§) cos 0 ou

4

0sH = — ou
J30
8 = arc cos—4—-, ou seja B = 43°
J30

01. Calcular os médulos e o produto escalar dos vetores
53] 447 evei—FF YTk

Resp.: |U |=5;|V|=3;
i.v=-1



02.

03.

04.

01.

02.

03.

Indicar quais vetores sao unitdrios:
ﬁ - (1| ll 1)

808

w=(0,0,1)
Resp.: vV e w sao unitarios.

Determinar m, sabendo-se ortogonais os vetores

-

ﬁ=3f+m}+f&ew7=f—JZ7-k

Resp.. m= 2

Sendoﬁ=f—2)’+i ev=—1+]),achar:
a) a medida do angulo entre os vetores uev;

Resp.: 150°

b) amedida da projecao do vetor v sobre o vetor u.

Y-

2

Resp.. u.c.

-

Sabendo-se que u, v e w 530 coplanarese i =2j —k, v = j +

exprimir w como combinagio linear de u e v.

NN | T .
i W==0+=V
Hesp 7 9

Achar o angulo 0 entre os vetores u = (10, -5, 0) e v = (1, 2, 3).

Resp.: (-):-"E
R ]

k

e

w

37

j

Provar que ABC € triangulo retingulo, sendo A = (3, -2,8),B=(0,0,2) e

C=(-3,-510).



04. Demonstrar vetorialmente a formula da distincia entre os pontos
P=(x,y,2) e P=(x,¥,2,)

Resp.: d = \/(x»_. -X P+ (y; - Vt)“ +(2; — 2 Y

(P, —P) =(x;, - x'ﬁ*’(Yz ’Y1)-l: +(z, —Z‘I)E

entdo d =| (P, —=P) |

05. Dados i =2i+k

c€'=2;+}.mlcularovers(2ii+;l).
Resp.. %t-%] +§I€

06. Osvetores i=ai+)ev=2i—]+ 2k formam um dngulo de 45°. Achar
os valores de a.

Resp.: 1e7

07. Osvetores U e v sao paralelos. Calcular o vetor v, conhecendo-se u =21 +j + Kk

eﬁ.v=3.

- 4 1 4
o — - - —k
Resp: v=1+ 3 | + 3
08. Sao ortogonais os vetores u = (2,4, 1) e v=(1,0, -2)?

Resp.: Sim

09. Dado o tridngulo retaingulo ABC com dngulo reto em B, determinar a medida
da projecio do cateto AB sobre a hipotenusa AC.

Dados A=1(0,0,2),B=(3,-2,8)eC=(-3, -5, 10)
7\"'2
2

Resp.:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Seja o tridngulo de vértices A = (0,0,0), B = (1,-2,1)eC=(1, 1, -2).

Pede-se o angulo interno ao vértice A.

Resp.: 120°

Achar ofs) vetor(es) V= (x, y, z) tais que:
) |¥]= 46

2) vé ortogonal a u=(3,-3,0)

3) véortogonala w= (0,2, -1).

Resp.: (%1, +1, +2)

Pede-se o vetor u = (x, y, z) sabendo-se que:
1) uéparaleloav=(-1,1,2)

2) u.w=15o0ndew=(21,3).

Resp.: (-3,3,6)

Sendo U = (2a, a, 2a), determinar a para que U seja um versor.

1
Resp.: a=*—
esp 3

Determinar a para que seja de 45° o ingulo entre os vetores u = (1, a, 0)

ej.

Resp.: a= +1

Calcular o valor de m para que o veror u + v seja ortogonal ao vetor w - u, onde

u=(2,1,m),v=(m+2-52ew=(2m, 8 m).

Resp.. -6e3



Lista 01 de exercicios para entrega
1. Dados os pontos A(-5, 3,-2) e B(-1,-5,4),a=5 eb=-3, determine:

a) O vetor :cuja origem ¢é A e extremidade B, em forma de tripla ordenada.

b) O modulo de ;’
¢ av

d by

— -
€ _av+by

2. Dados os vetores ;(3,-7,2)e :(-2,2,6), calcule:

) . - i . -
a) u+v d) |u|+|v| g lul-|v]
- - - . : - .
b) u-v e) |lu+v| h) |ullv]
. — - - - -
c) 2u + v ) |u-v| i) u®v

3. Calcule a medida do lado BC do trniangulo formado pelos vértices (A, B ,C) dados pelas

extremidades dos vetores 0 =0, ; (3,-7.2), T (-2.2.6), nessa ordem.

4. Determine o vetor de modulo 5 unidades na direcdo do vetor :(4,-6,8), porém, em

3
sentido contrario ao de v .

5. Dados u (2,-6,4), v (-4, -2.6), determine:

. .
o

a) u®v

b) lullv]

— e

¢) Oanguloentre v e v

d) Os parimetros diretores de u
(pesquisar)



—» ]
6. Determine o valor de ¢ para que os vetores u =(-1, ¢, 4) e v= (c, 3 , -2), sejam
perpendiculares entre si:

7. Um campo elétrico uniforme induz uma for¢a constante dada pelo vetor 7=( 10, 2, -5)
em uma particula carregada eletricamente. Calcule o trabalho realizado quando a
particula se move na trajetoria AB, BC e CA, onde os pontos sdo A(1, 1, 3), B(2,3,2)e
C(2, 2, 1) e o trabalho da for¢a ¢ dado pelo produto interno da forca pelo vetor de
deslocamento.

8. Duas pessoas A e¢ B fazem a seguinte aposta: elas vdo jogar duas moedas
simultaneamente e, se o resultado for duas caras, A ganha dez cruzeiros, se for duas
coroas, A ganha sete cruzeiros, e se for uma cara e uma coroa, B ganha 9 cruzeiros.
Quereremos saber se esta aposta € justa, isto € se A ndo tem mais probabilidade de
ganhar do que B, ou vice-versa. Obs: A esperanca de um evento ¢ dada pelo produto
interno do vetor probabilidade pela vetor X (nesse caso, X=aposta).



