Espacos vetoriais

META

e Introduzir os conceito de espago vetorial e de depenéncia

(independéncia) linear.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

e usar a defini¢do de espago vetorial;

e determinar se um subconjunto de um espaco vetorial é, ou

nao é, um subespaco;

e distinguir entre subconjuntos linearmente dependentes e li-

nearmente independentes de um espaco vetorial;

e interpretar um sistema lineares em termos de combinacao

linear de vetores;

e determinar se um subespaco de um espaco vetorial é uma

soma de dois subespagos dados;

e determinar se um subespaco de um espaco vetorial é uma

soma direta de dois subespagos dados.
PRE-REQUISITOS
e Sistemas de equacoes lineares.

e Vetores no plano e no espaco.
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3.1 Introducao

O espago vetorial é um dos objetos mais importantes na Algebra
Linear. O préprio nome revela as raizes geométricas do conceito.
Os wetores no plano formam um espaco vetorial. Na Algebra Li-
near estamos interessados mais nos aspectos algébricos, do que
nos geomsétricos. Portanto, os elementos de um espago vetorial
nao serao necessariamente “grandezas caracterizadas por moédulo,
direcao e sentido”. Mais importantes sad as operacoes algébricas

com os vetores.

3.2 Espago vetorial

3.2.1 Vetores no plano e no espaco

Duas operagoes com os vetores no plano (ou no epago) sao:
e adicao de vetores;
e multiplicacdo de um vetor por um nimero real.

Uma descrigao destas operagoes pode ser dada em termos geométri-
cos. A adic¢do, por exemplo, pode ser definida pela regra do pa-
ralelogramo. Na generalizacao do conceito de espago vetorial sao
mantidas as duas operagoes (com as suas propriedades algébricas)
e nao um ou outro procedimento particular. Deste modo definimos
um objeto matemaético denominado espaco vetorial ou espaco ve-
torial abstrato. As propriedades algébricas das duas operades com
vetores, ja conhecidas da Geometria, reconhecemos na definicao a

seguir.
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3.2.2 Espacgo vetorial

Definicao 3.10. Seja K um corpo cujos elementos serao chamados
de escalares. Um espago vetorial sobre K é um conjunto V,
cujos elementos sdo chamados de vetores, onde temos definidas

duas operacoes:

e adicao de vetores: a cada par de vetores u, v assocoiamos

um vetor u + v chamado de soma de u e v;

e multiplicagcao de um vetor por um escalar: a cada par
o, v onde o é um escalar e v é um vetor, associamos um

vetor av chamado de multiplo de v por «).
Exigimos as seguintes propriedades das operagoes.
1. A adicdo é associativa, isto é,
(u+v)+w=u+(v+w)
para qualquer terna de vetores u, v, w.

2. A adicdo é comutativa: quaisquer que sejam u e v em V,
vale

ut+v=v-+u.
3. Existe um vetor 0 em V, chamado de vetor nulo tal que
v+0=v
para todo vetor v em V.

4. Para cada vetor v em V existe um elemento simétrico

aditivo —v de v tal que

v+ (—v) =0.
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5. 1v = v para todo vetor v.
6. (afB)v = a(fv) para todo o, de K e v de V.

7. (a4 B)v = av + Bv, quaisquer que sejam o e f em K e v

em V.
8. a(u+v) =au+ av para todo a em K e u,v em V.

Tradicionalmente, o simbolo 0 do escalar nulo é usado também
para denotar o vetor nulo. Isto pode causar dificuldades no inicio.
Por causa disso, nessas aulas vamos usar, geralmente, o simbolo 0y
para indicar o vetor nulo no espaco vetorial V. Mas se isso nao for
feito (como nas duas proposigdes a seguir), temos que determinar
do contexto o significado do simbolo 0. As demonstracdes de duas

proposicoes tteis servem como illustragao do uso do sfmbolo “0”.

Proposigao 3.4. Sejam u, v e w elementos de um espaco vetorial

tais que u+w = v + w. Entao, u=v.
Demonstracdo. A seta “=" substitui as palavras “somente se”.

(u+w)+(—w)=(v+w)+(-w)
u+ w4+ (—w)|=u+[w+ (—w)]

u+0=v+0=>u=v.

Proposigao 3.5. Sejam v um vetor e a um escalar. Entao
(a) Ov = 0;
(b) (=)

v=a(-v)=—av;
(c) a0 = 0.
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Demonstragao. (a) 0Ov+0v = (0+0)v = 0v = 0+0v. Entao, pela

Proposicao 1.1, Ov = 0.

(b) av + (—a)v = [a+ (—a)jv =0v =0 = (—a)v = —av;
av+a(—v)=a[v+ (V)] =a0 =0= a(-v) = —av;

(c) Seja v um vetor. Entao
al =a[v+ (—v)|=av+a(—v)=av+ (—av) =0.
O

A diferenca de dois vetores u e v de um espaco vetorial definimos
por

u—v=u+ (—v).
Unicidade do vetor nulo

Proposicao 3.6. Seja V um espago vetorial. Entao o vetor nulo

em )V é unico.

Demonstragao. Seja 0y o vetor nulo em V (ele existe por definigao).

Suponhamos que 0}, ¢ um elemento de V tal que
v+0,=v (3.39)
para todo v em V. Pondo v = 0Oy na eq. (3.39), obtemos
0y + 0y, = Oy. (3.40)
Por outro lado, sendo 0y, um elemento néutro, vale
0y, + 0y = 0y,. (3.41)

Levando em conta a propriedade comutativa da adi¢ao de vetores,
as equagoes (3.40) e (3.41) implicam 0y = 07,. Logo, o elemento

néutro em )V é tnico. O
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3.2.3 Exemplos de espagos vetoriais
Vetores no plano

Exemplo 3.16. O conjunto dos vetores no plano, definidos como
classes de equipoléncia de segmentos orientados e com as regras
usuais de adicao de vetores e da multiplicacdo de vetores por
nimeros reais, é um espagco vetorial sobre R.

O espago K"

Dado um corpo K, uma classe de espagos vetoriais pode é cons-

truida na base da seguinte definicao.

Definicao 3.11. Dado um n natural, o espago vetorial K" sobre

K é o conjunto

com as seguintes operacoes de adicao de vetores e multiplicacao de

vetores por escalares:

(i) a soma de dois vetores X = (z1,...,2n) €y = (Y1,---,Yn)

de C™ é dada por

X+y:(xl+ylavxn+yn)’

(ii) o multiplo de um vetor x = (1, ..., z,) de K” por um escalar

a de K é dado por

ax = (axy,...,qxy,).

Exemplo 3.17. Pondo K = R na Definicdo 3.11 obtemos os

espagos vetoriais R" (n=1,2...).
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ATIV. 3.12. Mostre que R™ é um espaco vetorial.

Exemplo 3.18. Pondo K = C na Defini¢ao 3.11 obtemos os

espagos vetoriais C" (n =1,2...).

Espacgos de funcoes

Viérios conjuntos de fungdes com valores reais, complexos, vetorias,
etc., sdo, de um modo natural, espagoes vetoriais. Apresentaremos

alguns exemplos.

Exemplo 3.19. O conjunto P(R) de todos os polindmios de uma
varidvel real com coeficientes reais munido com as operagoes usu-
ais de adicao de polinémios e de multiplicacao de polinémios por

nimeros reais é um espago vetorial.
ATIV. 3.13. Mostre que P(R) ¢ um espago vetorial.

Exemplo 3.20. Consideremos o conjunto P,(R) de todos os po-
lindbmios de uma varidvel real com coeficientes reais e de grau me-
nor ou igual a n, onde n é um nimero natural fixo. Munido com
as operacoes usuais de adicao de polindmios e de multiplicagao de

polinémios por nimeros reais este conjunto é um espago vetorial.
ATIV. 3.14. Mostre que P,(R) é um espago vetorial.

Exemplo 3.21. O conjunto de todas as fungoes com valores re-
ais definidas no intervalo [0, 1] com as operagoes usuais de adigao
de fungoes e de multiplicagdo de fungdes por niimeros reais é um

espaco vetorial.

Estrutura linear

Dizemos que num conjunto V temos definida uma estrutura li-

near se, e somente se, ¥ for um espago vetorial. A expressao é util,

o m"l
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em particular, quando temos definidas outras “estruturas” em V),
além da estrutura linear. Por exemplo, para os vetores no plano
(ou no espago) Euclideano temos definido modulo, angulo entre
dois vetores nao-nulos, etc. Trata se, obviamente, de uma outra
estrutura, “coexistente” com a estrutura linear. Esta tltima, por
seu lado, é determinada apenas pela existéncia de duas operacgoes
(adicao de vetores e multiplicagao de vetores por escalares) com as

propriedades descritas na Definicao 3.10.

3.2.4 Subespago

Definicao 3.12. Seja V um espago vetorial sobre K. Dizemos que
um subconjunto W de V é um subespaco de V se ele é um espaco
vetorial sobre K em relagao as operagoes de adigao e multiplicagao

por escalares definidas em V.

O seguinte teorema estabelece um criterio ttil para determinar se
um subconjunto de um espago vetorial é um subespaco.
Teorema 3.1. Um subconjunto VW de um espago vetorial V é um

subespago de V se as seguintes condigoes sao satisfeitas.

(i) Pra todo par u,v de elementos de VW a soma u + v é um

elemento de W.

(ii) Se v é um elemento de W e o um escalar, entdo av é um

elemento de W.
(iii) O vetor nulo do espago V pertence ao conjunto W.

Demonstragao. (a) E fécil mostrar que W é um subespaco so-
mente se as condicoes (i)-(iil) s@o satisfeitas. Com efeito, se W é

um subespago, ele é um espago vetorial (sobre K) em rela¢ao das



Algebra Linear I

operagoes em V, logo as propriedades (i)-(ii) sdo garantidas. Seja
w um vetor qualquer de W. Sendo W um subespaco de V, o vetor
Ow = 0y estd em W.

(b) Suponhamos que W é um subconjunto de V com as proprie-
dades (i)-(iii). As condigbes (i) e (ii) garantem que W e fechado
em relagao das operagoes em V: aplicadas as operagoes a veto-
res de W, os resultados sao vetores de WW. Por serem as mesmas
operagoes em V), as operacoes em W tém as propriedades 1, 2, 5,
6, 7 e 8 da Defini¢ao 3.10. A propriedade 3 é garantida pelo item
(iii) na hipétese do teorema. A propriedade 4 da Defini¢ao 3.10

também se verifica porque, para todo v em W,
—v=(-1)v

e, como W é um espacgo vetorial, concluimos que —v estd em W.

O

Apresentaremos alguns exemplos de subespagos.

Exemplo 3.22. Dado um espago vetorial V, o subconjunto de V

contendo um tnico elemento, o vetor nulo 0y, é um subespaco.

Exemplo 3.23. Seja V um espago vetorial. Entao V é um su-

bespaco de V.
Apresentaremos agora exemplos menos triviais de subespacos.

Exemplo 3.24. Uma matriz quadrada n x n A se diz matriz
diagonal se

1 se =y

0 se ©#j].

As matrizes diagonais n x n formam um subespaco vetorial no

[A];j =

espago das matrizes quadradas n X n.

‘_..
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Exemplo 3.25. Seja P(R) o espago vetorial dos polindmios de
uma unica varidvel real e com coeficientes reais. Seja n um inteiro
nao negativo. O subconjunto P,(R) de P cujos elementos sao os

polinémios de grau menor ou igual a n é um subespago de P(R).
Um método de geragao de subespacos é dado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. Seja V um espago vetorial. Entao toda interse¢ao

de subespacos de V é um subespago de V.

Demonstracao. Seja C uma cole¢ao de subespagos de V e seja W a
intersecao de todos os subespagos da cole¢ao C. Todo subespaco de
V contem o elemento nulo de V), portanto o elemento nulo 0y esta
em W. Sejam u e v vetores de W e o um escalar. Os vetores u e
v pertencem a todos os subespacgos da cole¢ao C, portanto a soma
u + v e o miltiplo av pertencem a todos os espagos da cole¢ao
e, conseqiientemente, pertencem ao espago vetorial WW. Usando o

Teorema 3.1 concluimos que W é um subespago de V. O

No entanto, a unido de subespacos de um espago vetorial V nao

sempre é um subespago!

3.2.5 Combinacgao linear

Definicao 3.13. Sejam V um espaco vetorial sobre K e S um
conjunto nao-vazio de vetores de V. Dizemos que um elemento v
de V é representado por uma combinacgao linear de vetores de
S se existirem um conjunto finito uy, us,...u,, de vetores de S e

um conjunto de escalares aq, aa, ... oy, tais que

vV =qoiu; + agus + -+ apiy,.
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Teorema 3.3. Sejam V um espaco vetorial sobre K e S um con-
junto nao-vazio de vetores de V. Entao o conjunto W de todos
vetores de V representadas por combinagoes lineares de vetores de

S é um subespaco de V.

Demonstracdo. Sendo S nao-vazio, existe pelo menos um elemento
x de S. Sendo 0x uma combinacao linear de vetores de .S, o vetor
0x = Oy é um elemento de W.

Sejam x, y vetores W e o um elemento de K. Entao, existem
dois subconjuntos de S, {u;...u;,} e {vi...v}, bem como dois

conjuntos de escalares, {aq ...am} e {B1... 0k} tais que
X =aiu] + -+ QpUpy, y=0Vvi+- -+ BnVm.
Logo, x +y é uma combinagao linear de vetores se S,
xty=am+- - +apuym+Givi+-+ BnVm,

portanto, x + y estd em W. Outrossim, o miltiplo ax é uma

combinagao linear de vetores de S,
ax = alaiug + -+ + apuy) = (@ar)ug + -+ + (@) un,

portanto, estd em V. Usando o Teorema 3.1 concluimos que W é

um subespaco de V. OJ

Definicao 3.14. Sejam V um espago vetorial sobre K e S um
conjunto nao-vazio de vetores de V. O conjunnto de todas as com-
binagoes lineares de S é chamado de subespago gerado por S.

Dizemos que o conjunto S gera o espago W.

Exemplo 3.26. Os conjunto S = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} de

vetores de R3 gera R3. Com efeito, um vetor (z,y,2) estd no

'61';,
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subespago W gerado por S se, e somente se, existem trés escalares

a1, o, a3 tais que

(7,y,2) = a1(0,1,1) + a2(1,0,1) + a3(1,1,0),

isto é,
as +az ==
Qg +az =y (3.42)
a1 +ao =z

Qualquer que sejam os valores das constantes x, y e z, o sistema li-
near (3.42) tem solugao. Logo, todo vetor (z,y, z) de R é uma com-
binagao linear dos vetores de S. Usando a defini¢ao Defini¢ao 3.14

concluimos que S gera R3.

Exemplo 3.27. Uma matriz quadrada A de ordem n se diz si-
métrica se [A];; = [A]; para todos i, = 1,...n. As matrizes
simétricas n X n com entradas em K formam um subespaco no
espago vetorial M,,(K) das matrizes quadradas de ordem n.

As matrizes

1 0 1 0 01
= I2a 3
0 1 0 —1 1 0

geram o subespago das matrizes simétricas no espago vetorial das

matrizes quadradas 2 X 2.

3.3 Dependéncia linear e independéncia

linear

3.3.1 Definicoes e exemplos

Definicao 3.15. Seja V um espago vetorial sobre K. Dizemos que

um subconjunto S de V é linearmente dependente sobre K se
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existir um subconjunto finito e ndo-vazio {uy,...u,} de S bem

como escalares as,...a,, em K ndo todos iguais a zero tais que
ajug + ...,y = 0y.

Definicao 3.16. Dizemos que um subconjunto S de um espago
vetorial v é linearmente independente quando ele nao € linea-

remente dependente.

Exemplo 3.28. O conjunto {x,y} de vetores de R?, onde
x=(L1), y=(12),
é linearmente independente. Com efeito, a equacao
ax + By = Oge

é equuivalente ao sistema linear

a +0 =0

a +26 =0
cuja unica solugdo é a = # = 0. Logo, a tinica combinagao linear
dos vetores x e y que representa o vetor Opz é a combinagao linear

com coeficientes nulos.

Combinacgao linear trivial. Uma combingao linear
ajuy + -t Qg

se diz trivial se todos os escalares aq, . . . ay, sao iguais a zero. Uma
combinacao linear trivial representa sempre o vetor nulo, quaisquer
que sejam os vetores uy,...W,,. Segue das Defini¢oes 3.15 e 3.16
que um conjunto de vetores em V é linearmente independente se,
e somente se, a Unica combinacao linear dos vetores do conjunto

representando o vetor nulo é a combinagao linear trivial.

>
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Exemplo 3.29. O conjunto de vetores {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

em R3 é linearmente independente.

Exemplo 3.30. O conjunto dos polinémios p; e po, definidos por
pi(z) =2 —z+1,  pa(x) =32 -2z

é linearmente independente.

Exemplo 3.31. O conjunto das matrizes 2 x 2

é linearmente dependente.

3.3.2 Propriedades
Duas propriedades quase evidentes

Proposigao 3.7. O subconjunto vazio é linearmente indepen-

dente.

Demonstracdo. Com efeito, todo conjunto linearmente dependente

nao é vazio por defini¢ao. O

Proposicao 3.8. Um conjunto de um tunico vetor nao-nulo {x} é

linearmente independente.

ATIV. 3.15. Mostre a Proposicao 3.8.

Dependéncia (independéncia) linear e inclusao

Teorema 3.4. Sejam )V um espago vetorial e S1, So dois subcon-
juntos de V tais que S é um subconjunto de Sy. Se S7 é linear-

mente dependente, entdo So também é linearmente dependente.
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Demonstra¢do. Sendo Sy linearmente dependente, existe uma com-
binacdo linear nao-trivial de vetores de S; que representa o vetor
nulo. Mas todo vetor de S7 estd em Sy. Portanto, a mesma com-
binacao linear e uma combinacgao linear nula nao-trivial de vetores
de S3. Logo, pela Definicdo 3.15, o conjunto Sy é linearmente

dependente. O

Teorema 3.5. Sejam V um espago vetorial e S7, So dois subcon-
juntos de v tais que S7 é um subconjunto de So. Entéo, se Sy é

linearmente independente, S também é linearmente independente.

Demonstracdo. Suponhamos que uma combinacao linear dos veto-

res uy,..., U, do conjunto Sy representa o vetor nulo,

au+ -+ iy, = Oy, (3.43)

Sendo S; um subconjunto de S2, a combinagao linear na eq. (3.43)
e de vetores do conjunto So. Mas Ss é linearmente independente
por hipétese, logo a; = -+ = au, = 0. Concluimos que as tnica
combinagoes lineares de vetores do conjunto S7 que representam o
vetor nulo sao as combinagoes lineares triviais. Logo, S1 é linear-

mente independente. O

3.3.3 Sistemas lineares

Uma interpretacao interessante dos sistemas lineares pode ser dada

em termos de dependéncia/independéncia linear.

-
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Sistemas homogeneos

Consideremos o sistema linear homogéneo de m equagoes com n

incognitas
(
ai1xr1 +apres +... +aipry, =0
a21r1  +ary +... Hapmr, =0
e (3.44)
ami®1 +amores +... Fampnrn, =0

Definimos n matrizes-coluna cujos elementos sao as entradas das

colunas correspondentes da matriz do sistema (3.44)

a1l A1n
a1 a2n

Vi = S V= . (345)
Am1 Gmn

O sistema (3.44) é, entdo, equvalente a seguinte equagao vetorial
(lembramos que o conjunto das matrizes m x 1 com entradas em

K é um espago vetorial sobre K):
Vi +xoVo+ -4+ 2, Vi, = 0. (3.46)

Logo, x1,x3,...,2T, ¢ uma solugdo para o sistema (1.13) se, e so-
mente se, a combinagao linear no primeiro membro da eq. (3.46)
representa o vetor nulo em M,,»1(K). A solucao trivial z; =

- = x, = 0 sempre existe, pois uma combinac¢ao linear trivial
sempre representa o vetor nulo. No entanto, solugoes nao-triviais
do sistema (3.44) (isto é, solugbes do sistema nos quais pelo menos
um z; é diferente de zero) existem se, e somente se, o conjunto

{V1,...V,} é linearmente dependente.
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Sistemas nao-homogéneos

Dado um sistema linear nao-homogéneo

;

annrr  +appre +... Hapr, =b

an1r1  Faxry +... Fapr, =b
e : (3.47)

[ Am1T1 +amar2 ... FamnTn, = by

associaremos matrizes m x 1 as colunas da matriz aumentada do

sistema (3.47), pondo

a1 a1n by
Vi — a1 W= azn . B= ba
Am1 Amn bm

(3.48)

O sistema linear (1.11) podemos escrever na forma
Vi +xoVo+ - +2,V,, = B. (3.49)

Entao, z1,x9,...,x, é uma solugdo para o sistema (?7?) se, e so-
mente se, a combinacao linear dos vetores x1V1 + ...z, V, repre-

senta o vetor B.

3.4 Soma e soma direta de subespacos

3.4.1 Soma de subespacgos de um espacgo vetorial

Definigcao 3.17. Sejam U e W subespagos de um espago vetorial
V. O subconjunto de V formado por todas as somas u+ v em que
u é um vetor de i/ e w é um vetor de VW é chamado de soma dos

subespacgos U e W e é indicado por U + W.
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Exemplo 3.32. Denotaremos por U o subespaco de K* gerado

pelo conjunto {uj,uz,usz} onde
w = (1,0,0,0), up=(0,1,0,0),  uz=(0,0,1,0).

Seja W o subespaco de K* gerado pelo conjunto {w1, w2, w3} onde

wi = (1,0,2,1), wo = (—1,0,1,0), ws = (0,1,1,2).

A soma U + W é o conjunto formado por todas as somas u + w

tais que
u = aju; + azug + asus, w = B1w1 + oW + [F3w3,

onde a1, a9, a3 e (1,32, 03 sao escalares. Logo, v é um vetor de

U + W se, e somente se, ele admite uma representagao da forma

v =ai(1,0,0,0) + as(0,1,0,0) + a3(0,0, 1,0)
+ 61(17 07 27 1) + 62(_17 07 17 0) + /83(07 17 17 2)

=(a1 + B — Po, g + B3, 3 + 201 + P2 + (3, 51 + 2053),

onde a1, ..., 3 sdo escalares.

3.4.2 Propriedades da soma de subespacos
A soma de subespacos é um subespago

Esta é a propriedade mais importante da soma de subespacos.

Teorema 3.6. Sejam U e VWV subespagos de um espaco vetorial V.

Entao, U + V é um subespaco de V.

Demonstracdo. Sejam vy, vo vetores de U + W e a um escalar.
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Sendo vi, vo elementos de U + W, existem uj, ug em U e wi, wo

em W, tais que

Vi =u; + wy, Vg = U2 + Wa.

Portanto,

vi+vo = (ug +wip) + (ug + wa) = (ug +ug) + (W + wa).

Logo, a soma v; 4 vg estd contida no conjunto U + W.

Outrossim,

avy = a(ug + wp) = aug + awy.

Como u é um elemento de U e U é um espago vetorial, o vetor au
estd contido em U. De modo andlogo, aw estd em V. Portanto,

avi estd em U+)V. Concluimos que 4V é um espaco vetorial. [

A soma de subespacgos é comutativa

Esta é uma das propriedades da soma de subespacos “herdadas”

da soma de vetores.

Proposicao 3.9. Sejam U e W subespagos de um espago vetorial

V. Entaod + W =W + U.

Demonstracdo. Seja v um elemento de U + W. Entao, existem
vetores u em U e w em W, tais que v = u + w. A soma de
vetores e comutativa, portanto v .= w + u. Concluimos que v
estd em W + U. Se, por outro lado, v for um vetor de W + U,
podemos mostrar, de modo andlogo, que v estd em U + W. Logo,

U+W=w-+Uu. O
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Propriedade associativa da soma

Proposigcao 3.10. Sejam U, Uy e Us subespagos de um espago

vetorial V. Entao
(U + Us) +Us = Uy + (U + Us).

ATIV. 3.16. Mostre a Proposicao 3.9.

3.4.3 Soma direta de subespacos

Antes de mais nada, uma soma direta de subespagos de um dado e
espaco vetorial é uma soma destes subespacos. No entanto, em al-
guns casos a soma de subespacos tam uma propriedade importante,

0 que justifica a introdug@ao de um termo novo, “soma direta”.

Definigao 3.18. Dizemos que um espaco vetorial V e uma soma
direta dos seus subespagos U e W e escrevemos V = U & W se
para cada vetor v de V existe um tnico par de elemetos u de U e

w de W tal que v=u+w.

Exemplo 3.33. Seja U o subespaco de K? gerado pelo conjunto
{(1,-1,2),(0,1,0)}. Denotaremos por W o subespaco de K3 ge-
rado pelo vetor (1,0,0). Todo vetor (x,y,z) em K3 admite uma

representacao da forma
(z,y,2) = [a(1,-1,2) + 5(0,1,0)] + 7(1,0,0). (3.50)

Com efeito, a eq. (3.50) é equivalente ao sistema linear

« +v ==z
—a 45 =y (3.51)
2a =z
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e este 1iltimo tem uma solucao,

1 1
a= gz ﬂ::v+y—§z, V=T 5% (3.52)

Logo, para todo vetor (z,y, z) de K? existe um elemento de U,
1 1 1
e um elemento de W,
1 1

tais que (z,y, z) é a soma destes elementos. Logo, K3 é a soma dos
subespagos U e VW. Mas, como a solugao (3.52) do sistema (3.51) é
Unica, sdo unicos também (para um dado (x,y, z)) os elementos u

e v dados pelas equacoes (3.53) e (3.54). Portanto, K3 =1 & W.

Exemplo 3.34. Seja U o subespaco de K? definido no exemplo
anterior e seja W' o subespaco de K3 gerado pelo conjunto {(1,0,0),
(0,0,1)}. O espaco vetorial K3 é uma soma de U e W' (verifique!).
No entanto, K3 nao é uma soma direta de U e¢ WW. Com efeito, as

equagoes

(x,y,Z) = u+W7
u:a(17_172)+ﬂ(07170)5 (355)

w = v(1,0,0) + §(0,0,1)

sao equivalentes ao sistema linear

o +7y =
—a 40 =y (3.56)
2a +0 =z

O sistema (3.56), no entanto tem mais de uma solugao pois

1 1 1 1 1 1
04—5,2—515, /B—y+§z—§t, ’y—x—§z+§t, d=t (3.57)

-
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é uma solugao do sistema (3.56) qualquer que seja o valor de ¢t em
K. Substituindo a solugao (3.57) nas equagoes (3.55) obtemos que

a soma dos vetores

1 1 1 1
=(zz-2t)@,-1,2 Z2—=t)(0,1,0
1 1
_(iz_it’y7z_t)’

1 1 1 1
w = <:U— 22+2t) (1,0,0) +t6(0,0,1) = ($—§Z+§t,0,t)

é igual a v = (z,y, 2), qualquer que seja t em K. Logo, existem
vdrias (mais de uma) somas de um vetor em I e um vetor em W
representando o vetor v. Portanto, K® ndo é uma soma direta de
UeW.

Um critério para determinar se uma soma de subespdgos é, ou nao

é, soma direta é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 3.7. Sejam U e VW subespacgos de um espaco vetorial
V. Entao a soma U + W é uma soma direta se, e somente se, a

intersecao U N W contem apenas o vetor nulo Oy.

Demonstragao. (a) Suponhamos que Y NW = {0y }. Mostraremos
que a soma U + W é uma soma direta. Seja v um elemento de

U+ W. Logo, existem u em U e w em WV tais que
vV=u+w. (3.58)

Devemos mostrar que u e w sao tinicos. Sejam u’ e w’ elementos

de U e W, correspndentemente, tais que
v=u+w. (3.59)
Subtraindo eq. (3.58) da eq. (3.59) obtemos

u+w —u—w=0y,
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donde

u/—u:w/—w.

Mas u’ —u é um elemento de I/ enquanto w —w é um elemento de
W. Sendo estes elemntos iguais, obtemos que u’' —u = w' —w esta
na intersecao de U e W. Por hipétese, U N W contem um tinico
elemento, o vetor 0y. Logo, u' —u=w —w = 0y, donde u' = u
e w =w. Os vetores u e v sao tinicos, portanto a soma U + W é

uma soma direta. O

3.5 Conclusao

Conjuntos de natureza mais variada sado, de um modo natural,
espacos vetoriais. Este fato determina a importancia da estrutura
linear, caracterizada pela existéncia de duas operagoes (adi¢ao de
vetores e multiplicacado de vetores por escalares) com as proprie-

dades descritas na Definigao 3.10.

3.6 Resumo

A definicdo do espaco vetorial sobre um corpo é dada em termos
de duas operagoes: adi¢ao de elementos do espago vetorial (chama-
dos de vetores) e multiplicagao de vetores por elementos do corpo
(chamados de escalares). Essas operagoes possuem as propriedades
algébricas das operagoes com vetores no plano (adigao de vetores e
multiplica¢ao de vetores por nimeros). Vimos que varios conjun-
tos e, em particular, varios conjuntos de fungoes, sao, de um modo
natural, espagos vetorias. Um subespagco de um espaco vetorial V

é um subconjunto de V, fechado em relacao as operagoes de adi¢ao

o \]"i
X
1.‘_.
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de vetores e de multiplicacao de vetores por escalares. Definimos o
conceito de combinacdo linear. Vimos que todos os subconjuntos
de um espaco vetorial sao divididas em duas classes: conjuntos
linearmente dependentes e conjuntos linearmente independentes.
Estabelecemos uma correspondéncia entre sistemas lineares de m
equacoes e as equagoes vetoriais. Definimos soma de subespagoes
e soma direta de subespacos de um espaco vetorial. Apresentamos

as propriedades da soma e da soma direta de subespacos.

3.7 Glossario

adicao de vetores uma das operacoes algébricas descritas na De-

finicao 3.10.
combinacao linear Defini¢ao 3.13.
dependéncia linear Defini¢ao 3.16.

elemento simétrico aditivo de um vetor v um vetor indicado

por —v tal que a soma de v com —v é igual ao vetor nulo.
espaco vetorial Defini¢cao 3.10.
independéncia linear Defini¢ao 3.15.

multiplicacao de um vetor por um escalar uma das operagoes

algébricas descritas na Defini¢ao 3.10.
soma de subespagos Defini¢ao 3.17.
soma direta de subespacgos Definicao 3.18.
subespago de um espacgo vetorial Defini¢ao 3.12.

subespago gerado por um conjunto de vetores Defini¢ao 3.14.
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3.8 Atividades

ATTIV. 3.17. Sejam U e V os subespacos de R* gerados pelos
conjuntos S1 = {u; = (1,2,0,1) ,us = (—1,0,1,0)}, e So = {v; =

(0,1,0,0),vy = (1,2,1,0)}, correspondentemente. Mostre que
(a) U +V =R%
b)) R*=UDV.
ATTV. 3.18. Determine se o conjunto de vetores em R>
S = {uj,ug,u3}
é linearmente dependente ou linearmente independente.

(a) u; = (Oa 17 1)7 uz = (1707 1)7 u; = (07 1a 1)7

(a) u; = (0,1, -1), u =(—-1,0,1), w =(1,-1,0).

3.9 Proéxima aula

Na préxima aula vocé vai conhecer os conceitos de base e dimensao

de um espacgo vetorial.
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