Exemplos - Espacos Vetoriais

Exemplo 1: O conjunto dos nimeros reais, R, com as operagoes de adi¢do e multiplica¢do
entre nimeros reais usuais € um espaco vetorial real.

Exemplo 2: O conjunto R™ = {v = (21,2, ...,xs)|x; € R}, paran =1,2,... com as opera-
coes de adicao definida por:

U+v= (21, .0y Tp) + (Y1, s Yn) = (X1 + Y1, ooy Tny + Yn)
e a multiplicacao por um escalar o € R definida por:
ou = (Qx, ..., ry)
€ um espacgo vetorial real.

Exemplo 3: O conjunto das matrizes reais m X n, denotado My, xn(R), com a operagio de
adi¢cdo entre matrizes e multiplicacao por escalar usuais € um espaco vetorial real. Por exemplo,
as matrizes 2 X 2.

Vamos verificar que o conjunto das matrizes de dimensao 2 x 2, Ms(R), satisfaz as condigoes
de espago vetorial:

(A) Tome A e B matrizes 2 x 2. Pela definigao da adi¢ao entre matrizes temos:

A+ B— | 01 a2 n b1 b2 _
azn aza |, . ba1 b2 o

Logo, o resultado da adicao de duas matrizes 2 X 2 continua sendo uma matriz 2 x 2;

air + b1 a2 + b2
a1 +ba1  agn + b2

2x2

(A1) Tome A e B matrizes 2 x 2. Temos:

bi1 + a1 b2+ a2
bo1 + az1  bao + age

()

A—i—B—[aH a12]+[bn 512]_[@14—511 a1z + b12 — B4+A

a1 G2 ba1  bao a1 +ba1  agg + bao

onde a passagem (1) pode ser feita pois cada elemento a;; e b;j sdo nimeros reais, onde vale a
comutatividade. Logo, A+B = B+A;

(A2) Tome A, B e C matrizes 2 x 2. Temos:

(@11 +b11) +ei1 (@12 + bi2) + 2
(a21 + b21) +c21 (a2 + baa) + 22

(A+B)+C=

a1 + (b11 +c11) a1z + (b2 + ci2)
azy + (ba1 + c21) a2 + (ba2 + c22)

] =A+(B+0)
pois cada a;j, b;j e c¢;; sdo nlimeros reais e para os nimeros reais vale a associatividade;

(A3) Vamos achar o elemento neutro das matrizes 2 X 2, ou seja, uma matriz E 2 x 2 que
somada com outra matriz A 2 x 2 resulta na propria matriz A.

a a € € a a
A+E=A= 11 12 + 11 12 _ 11 12 -
a1 a2 €21 €22 a21 a2



a1 +ei;r =ap; = e =0

_ l aix  ae ] N a2 +e12 =ajg = e;2 =0
as a2 as +e21 = az1 = eg1 =0

a2 + €22 = agy = €22 =0

ai] +e1n ae +eg2
a1 +e21 a2 + €22

0

Logo,E:l0 0

] , a matriz nula é o elemento neutro;

(A4) Para cada matriz A = M2 aviste a matriz —A = | 01 TM2 | ) que:
az; a2 —a21  —a22

a a —a —a a1 —a aio —a 0 0
At (—A) = noaiz |, 11 12 | _ 11 11 Q12 12 | _
as1 a2 —az1 —ag ag) — az1 A2 — A2 0 0
Logo, -A é a oposta de A, para toda matriz A;

(M) Tome A uma matriz 2 x 2 e o um escalar real. Pela definicao de multiplicagdo de ma-
triz por escalar temos:

_ air @12 _ | aann aarz
ad =a as a | aasr aa
21 a2 |, , 21 22 |,
Logo, a multiplicacao de uma matriz 2 x 2 por um escalar real continua sendo uma matriz 2 x 2;

(M1)Tome A uma matriz 2 X 2 e « e (8 escalares reais. Temos:

(aB)A = (af) [ ail a2 ] _ [ (aB)arr  (aB)arz ] _ [ a(Bann) afaiz) ] _

21 @22 (Oéﬂ)am (Oéﬁ)am 04(5@21) a(ﬁam)

. (Bair) (Baiz)
(Baz1) (Basz)

Uma vez que vale a associatividade da multiplicagao de niimeros reais;

] = a(54)

(M2) Tome A uma matriz e a e 3 escalares reais. Temos:

(am)A:(wm[a” ]z

a1  G22

(a+pBlann (a+plaz |
(a4 Bag1 (a+Bag |

_ [ aarr + Bair  aarz + Pfarz ] _ l aajp  oang ] 4 [ Bair  Paiz ] _

aazr + Bagr  aage + Pag Qa2 aa Bag1  Pag

:a[all a12]+ﬁ[a11 alQ]ZO&A+,@A
a22

a a2 azi
(M3) Seja A e B matrizes 2 x 2 e a um escalar, temos:
WA+B) =al| @ @2, bun bz |} _
as1 a9 ba1 Do

_ a(an +b11) alarz + bi2) _ | can +abn o +ab | _
alagr +b21)  afags + ba2) aag + abap  cage + abao

ain + b1 a2 + b2
a1 +ba1  agn + bao




(M4)

1A—1| @ a2 | _ layy laiz | _ | ann an2 4
az1 @22 lag1 lago az1 @22

Como o conjunto das matrizes 2 x 2 satisfaz todas as condigoes de espago vetorial, mostramos
que ele é um espago vetorial. Podemos generalizar isso para matrizes de dimensao m x n.

Nesse, e em outros exemplos, geralmente se usa as propriedades validas de ntimeros reais
(comutatividade, associatividade...) para se mostrar que valem as condi¢oes para os espagos
vetoriais.

Exemplo 4: O conjunto F(R) = {f: R — R | f é uma funcgao}, conjunto das fungées
reais, com a operacio de adi¢cdo definida por:

(f+9)(x) = f(z) +g(x); Vg€ F(R)

e a operacao de multiplicacdo por escalar definida por:
(af)(x) =af(x); Vfe F(R) eVa e R

€ um espago vetorial real.

Vamos mostrar que valem as condigoes para F'(RR) ser espaco vetorial, considerando f, g, h €

FR)ea,feR:

(A) A adigao de duas fungoes continua sendo uma fungao (f+g) : R — R, com (f+g¢)(z) =
f(z) + g(z), logo a operagao de adigao é fechada em F(R);

(A1) (f +9)(@) = f(z) + g(x) = g(x) + f(x) = (9 + [)(z), uma vez que f(z) e g(z) sao

nameros reais;

(A2) (f + (g4 h)(x) = f(z) + (g + h)(x) = f(z) + (9(x) + h(z)) = (f(2) + g(x)) + h(z) =
(f+9)(x)+h(x)=((f+9g)+ h)(x), pois f(x),g(x), h(x) sdo ntmeros reais;

(A3) O elemento neutro e € F(R) é uma fungao tal que (f +e)(z) = f(z) = f(z) +e(x) =
f(z) = e(z) = 0, assim, o elemento neutro das fun¢oes ¢ a funcao nula e(x) = 0;

(A4) A funcgao oposta de f é uma funcao —f, de modo que (f + (—f))(z) = f(z) — f(z) =
0= e(x);

(M) A multiplicagdo de uma fungao real por um escalar real continua sendo uma fun¢ao

(af) : R — R, com a regra (af)(x) = af(x), logo a operagao de multiplicagdo por escalar é
fechada em F(R);

(M1) ((aB)f)(x) = (aB) f(z) = a(Bf)(x) = (a(B))(2);

(M2) ((a+ B)f)(x) = (a+ B)f(x) = af(x) + Bf(x) = (af)(z) + (Bf)(x), uma vez que
o, B, f(z) € R;

(M3) (a(f +9))(x) = a(f(z) +9(x)) = af(z) + ag(x) = (af)(z) + (ag)(z) = (af + ag)(z);



(M4) (1f)(z) = 1f(z) = f(x).
Assim, valem todas as propriedades, logo F/(R) é um espago vetorial real.

Exemplo 5: O conjunto V = R? com operagées de adi¢io e multiplicagcdo por escalar defi-
nidas por:
Para todo v1 = (a1,b1) e va = (ag,b2) e a € R
Adicao: v1 +vg = (al, bl) + (CLQ, bQ) = (a1 + CLQ,O)
Multiplicagao por escalar: avy = a(ay,by) = (aay, aby)
NAO ¢ um espaco vetorial.

Ocorre uma falha na condigao (A3) do elemento neutro da adi¢ao. Para essa adi¢ao definida
acima, vamos tentar achar o elemento neutro e = (e, e2), temos que ter:

v1+e=1v & (al,bl) + (61,62) = (al,bl) = (a1 + 6170) = (al,bl)

Desse modo, by = 0 para que a igualdade seja valida. Portanto, o elemento neutro nao é valido
para todos os elementos de V', apenas os da forma (aq,0). Além disso, o termo es do elemento
neutro nao participa da adigao, ou seja, eg € livre e assim o elemento neutro ndo é tnico. Assim,
a condi¢ao do elemento neutro falha e V' nao pode ser um espago vetorial.

Exemplo 6: O conjunto V. ={x € R |x > 0} com as sequintes operagoes em V :

(A) z+y=ayVo,yeV;
(M) oaxr=zx“VreV,VaeR.

€ um espacgo vetorial real.

Vamos mostrar que valem as condi¢oes de espago vetorial para V. Considerando x,y,z € V
e a,f € R temos:

(A) Por definigdo x + y = zy, e como a multiplicacdo de dois ntumeros reais ¢ um namero
reale x > 0ey > 0= zy > 0 temos que esse operacao de adigdo em V é fechada;

(Al) z+y = ay = yr = y + x, uma vez que a multiplicacdo de niimeros reais é comutativa,

1
(A2) (x+y)+ 2z = (zy) + z = (zy)z W z(yz) = v+ (yz) = v + (y + 2), onde na passagem
(1) foi usado a associatividade de nimeros reais;

(A3) Seja e o elemento neutro de V, temos que ter: x + e =ze =2 = e = 1g. Assim, 1 é o
elemento neutro de V;

(A4) Vamos achar o elemento x’ oposto de z. Temos que ter:

1
x+x’:e:1:>:nx’:1:>x'(2—
x

onde a passagem (1) s6 pode ser feita pois, por definigdo, se x € V, entdo = > 0. Assim, % (ou

1) é o oposto de z em V.

(M) z% para a € R é sempre positivo (ja que z > 0) e é um ntmero real. Logo, a multipli-
cacao por escalar em V é fechada;



(M1) (af)z = 2z = 2P = 2(A* = azf = a(Bx), onde foram usadas as propriedades da
multiplicacdo entre os niimeros reais « e 3;

(M2) Lembramos que nessa condi¢ao a adigao da distributiva é entre dois nameros a e
reais, ou seja, a adi¢ao usual de R. Temos:

(a4 Bz = z(@th) = gogh @

adicao em V, ja que 2%, 2% € V;

% + 2” = ax + Bx. Na passagem (1) usamos a defini¢ao para a

(M3) Aqui observe que a adigao da distributiva ¢ entre dois elementos z,y € V, ou seja, é a
adicao definida em V. Temos:
alz+y) = (x+y)° @ (xy)® = x%y® @ x® 4+ y* = az + ay, em que nas igualdades (1) e (2)

usamos a definicao da operacao de adicao em V;
(M4) 1z = 2t = 2.

Como valem todas as condi¢oes, mostramos que V', com as operagoes definidas anteriormente,
é um espago vetorial real.

Exemplo 7: O conjunto V = R? com as operagoes definidas por:
Adicao: vi + vg9 = (al, bl) + (CLQ, bQ) = (al, bl);
Multiplicagdo por Escalar (usual de R?): avy = a(ay,b1) = (cay, aby).
NAO ¢ um espaco vetorial.

Vamos verificar se valem as condigbes para V' ser um espago vetorial. As condi¢oes (M),
(M1)-(M4) valem pois a multiplica¢do por escalar esta definida como a multiplicagao por escalar
usual de R2. Verificamos para (A), (A1)-(A4):

(A) Tome v; = (a1,b1) € V e vg = (ag,b2) € V, temos v; + v9 = v1, por defini¢do, entao
v1 + vg € V. Logo, vale o fechamento da adigao;

(A1) Tome vy = (a1,b1) € V, vy = (ag,by) € V, temos: v1 +ve = (a1,b1)+ (az,b2) = (a1,b1),
mas vy + v1 = (ag,be) + (a1,b1) = (az,b2). Logo, v1 + vy # v2 + v1, assim a condigao (A1) nao é
valida para V.

Além disso, também nao é valida a condigdo do elemento neutro (A3), pois seja e = (e, e2),
temos que ter:
v1 +e = (a1,b1) + (e1,e2) = (a1, b1), onde nao podemos tirar nenhuma conclusdo sobre e; e e,
que ficam livres, ou seja, o elementro neutro e nao é tnico, logo, ndao podemos defini-lo para vy.
Além disso, se comutarmos as parcelas teremos: e + v; = e, assim, nao existe elemento neu-
tro para vy nesse caso. Logo, existem infinitos elementos da forma e = (e1, e3) que satisfazem
v1 + e = vy, mas nao existe nenhum que satisfaz e + v; = vy, para algum v, € V.

Como nao valem algumas das condig¢Ges, temos que V nao pode ser um espago vetorial.



