AUTOVALORES E AUTOVETORES

Definicao
Seja T:V —V um operador linear. Um vetor velV,v#0,, é dito autovetor, vetor proprio ou
vetor caracteristico do operador 7, se existir AeR talque T(v)=4-v.

O escalar 4 ¢ denominado autovalor, valor proprio ou valor caracteristico do operador linear T’

associado ao autovetor v.

Exemplos:
1) T:R* 5>R?
(x,y) = (3x.8x — y)
(1,2) ¢é autovetor de T associado ao autovalor 4 =3, pois 7(1,2) =(3,6)=3-(1,2).
2) T:R* -R*
(X, v,2)>(x+y+z2y+2z2y+32)
(L1,2) ¢ autovetor de T associado ao autovalor A=4, pois T(1,1,2)=(4,48)=4-(L,1,2)e
(1,—1,1) ¢ autovetor de T associado ao autovalor A =1, pois 7(1,-L1) =(I,-11)=1-(1,-11).

Seja v € um autovetor do operador linear T associado ao autovalor 4 entdo kv el também € um

autovetor de 7" associado ao autovalor A, paratodo ke R,k #0.

Exemplo: Seja o operador linear 7'(x,y)=(3x,8x — y).

O vetor v =(1,2) ¢ autovetor associado ao autovalor 4 =3.

Como T(2-(1,2))=T(2,4)=(6,12)=3-(2,4), o vetor (2,4) ¢ também autovetor de 7 associado a
A=3.

Seja 4 ¢ um autovalor do operador linear 7. O conjunto V, ={veV |T(v)=Av} de todos os
autovetores associados a A juntamente com o vetor nulo 0,, ¢ denominado autoespaco

correspondente ao autovalor A.

Exemplo: Considere o operador 7'(x, y)=(3x,8x — »).

O autoespago V; = {(x, y)eR* | T(x,y) =3(x, y)}= {(x,2x),x € R} corresponde ao autovalor A4 =3.
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Célculo de Autovalores, Autovetores e Autoespagos

Seja o operador linear 7:V — V' tal que dimV =n.

Por defini¢do, 7(v)=A-v,com velV,v#0, e Ae€R.

Considere o operador identidade 7, : V' —V tal que I, (v)=v.

Assim, T(v) = A, (v).

Entdo, T(v)—-Al,(v)=0,.

Pela defini¢do de multiplicagdo por escalar em transformagoes lineares, 7(v) — (A, )(v) =0, .

Pela defini¢ao de adigdo de transformagdes, (7'—Al,)(v) =0,.

Entdo, o vetor velV,v#0,, deve pertencer ao nlcleo do operador (T—-Al,), isto ¢,
veKer(T-Al,),com v#0,.

Portanto, o operador linear (7'—Al,) ndo ¢ injetivo, consequentemente, ndo ¢ bijetivo, nem

invertivel.

O fato do operador linear ndo ser invertivel ¢ equivalente ao do determinante de sua matriz
associada, dada uma certa base, ser zero.

A equacdo det([7T],—-A/,)=0, onde I, ¢ a matriz identidade de ordem n, ¢ denominada de
equacio caracteristica.

O polindémio det([7], —Al,) ¢ denominado polindmio caracteristico de 7, e suas raizes em R sdo

os autovalores do operador linear 7.

Exemplo: Seja 7:R? — R? tal que T(x, y) = (3x,8x — y) e considere a base candnica do R>.

, 3 0 1 0 A 0
Assim, [T]= e Al, =1 =
8 -1 0 1 0 4

N 3 0 A 0 3-1 0
Entdo, [T]-A1, = s _1/7lo 2 = g _1-1

3-4 0

det([T]—/Uz)=det( 8 _1-1

J= BG-D(=1-4)

A =3
det([T]-AL,)=0..3-A)(-1-1)=0 . {/1

» =1

Logo, 4, =3 e A, =—1 sdo os autovalores do operador linear 7.
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Tendo encontrado os autovalores A, com 1<i<dim/ .

Os autovetores sdo os vetores velV,v=0, taisque (I'—Al,)(v)=0,.

Considere uma base A para o espago vetorial V' e a equagdo matricial ([T'], —AL,)-[v], =0, .,
onde 0, , ¢ a matriz nula de ordem n x1.

Substituindo cada autovalor A, encontrado na equacdo matricial, obtém-se um sistema de equacdes

lineares.
Resolvendo-se cada um destes sistemas, os autovetores associados a cada um do autovalores sdo

obtidos, e, consequentemente, os autoespagos V, .

Exemplo: Seja T:R* — R? tal que T(x,y)=(3x,8x—y) com autovalores 4, =3 e A,=-1 ¢ a
base candnica do R?,

Para A, =3: ([T]-31,)-[v]=0,,

(36 DB 16 DOBE 26

V, ={(x,2x),x e R}

Para A, =-1: ([T]-(-11,)-[v]=0,,

G L O 0)-(0)e frznenms

V—l :{(an)’yER} .
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Multiplicidade de Autovalores

Sejam V' um espaco vetorial, 7 um operador linearem Ve 4. e R, com 1<i<dim} , um autovalor
deste operador.

O numero de vezes que (A—A,) aparece como um fator do polindmio caracteristico de 7' ¢
denominado de multiplicidade algébrica de A, cuja notagdo ¢ m, (4,).

A dimensdo do autoespago V, ¢ denominada a multiplicidade geométrica de 4,, cuja notagdo ¢

m,(3,).

Exemplos: Considerando a base candnica do R’.

1) T:R?* > R* tal que T(x,y,2)=(4x+2y +222x +4y +222x + 2y + 4z2)
2 4-1 2 2

2| e [T]-(Al,)=| 2 4-2A

4 2 2 4-2

[T]=

NI NS SN
NS T SN \S)

det([T]-Al,)=0.. A —124+364-32=0..(1-2)*(1-8)=0

A =2¢eV,={(-y—-2,,2),y,z€eR}

A, =8¢V, ={(z,z,z),ze R}

O autovalor 2 ocorre duas vezes como raiz do polindmio caracteristico, m,(2)=2, e seu
autoespago possui dimensdo igual a 2, m,(2)=2. Ja o autovalor 8 ocorre Uinica vez como raiz,

m,(8)=1,e dimV, =1=m,(8).

2) T:R* > R* tal que T(x,y,z)=(3x,2y,y +2z)

0 3-4 0 0
0| e [T]-(A,)=| 0 2-4 0
2

3
[T]1=|0
0 0 1 2-2

— N O

det(T]-(A-1,)=0..2 =72 +16A-12=0..(1-2)*(1-3)=0

A =2¢eV,={0,0,z),zeR}

A, =3¢V, ={(x,0,0),x eR}

O autovalor 2 ocorre duas vezes como raiz do polindmio caracteristico, m, (2)=2, e

dimV, =1=m,(2). O autovalor 3 ocorre tnica vez como raiz, m,(3)=1, e dimV; =1=m_(3).
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Diagonalizagdo de Operadores Lineares

Dado um operador linear 7' :V — V', existem representagdes matriciais de 7 relativas as bases de V.
Dentre estas representagdes, a considerada mais simples € uma matriz diagonal.

Como a cada base corresponde uma matriz, a questdo se resume na obten¢do de uma certa base,
cuja representacao matricial do operador linear 7 em relacdo a esta base ¢ uma matriz diagonal.
Assim, esta base diagonaliza o operador linear 7.

Seja V' um espaco vetorial n-dimensional e 7 :7 — V' um operador linear.

O operador linear 7' ¢ denominado um operador linear diagonalizavel se existir um base 4 de V' tal
que [T'], ¢ uma matriz diagonal. Esta base ¢ composta pelos autovetores do operador linear 7.

Seja V' um espago vetorial n-dimensional e 7:V —FV um operador linear. Se existem n

autovalores distintos 4,,...,4, entdo o operador linear 7' ¢ diagonalizavel.

Exemplo: Seja o operador linear 7:R?> - R® tal que T(x,y,z)=(4x+z-2x+y—2x+z) ¢ a

4 0 1
base candnica do R?, entdo [T]=|-2 1 0].
-2 0 1

A =1,V,={0,,0),yeR} e v, =(0,1,0)
A=2,V, :{(—g,z,z),zeR} e v, =(-12,2)
/13 :37 V3 = {(—Z,Z,Z),ZER} c V3 :(_1:131)

1 00
Sendo 4={(0,1,0),(-1,2,2),(-L1,1)} uma base de autovetores, [7], =0 2 0
0 0 3

Se existem r<n autovalores distintos 4,,...,4, e suas multiplicidades algébricas e geométricas
forem iguais, isto ¢, para todo i=1,.,r, m,(4)=m,(4), entdo o operador linear T ¢
diagonalizavel.

Exemplo: Seja o operador T:R’> — R* tal que T(x,y,z)=(x+y+z,x+y+z,x+y+z) e a

111
base candnica do R, entdo [T]=[1 1 1].
1 11

ﬂ“] =07 Vo = {(_y _Z,yaz)ayaz ER} € Al = {(—1,1,0),(_1,0,1)}
4, =3,Vs={(z,z,2),ze R} e 4, ={(LL])}

Sendo 4= 4, U 4, ={(-1,1,0),(-10,1),(1,1,1)} uma base de autovetores, [T], =

oS o O
S O O
w o O
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Exercicios
1) Verificar, utilizando a definicdo, se os vetores dados sdo autovetores:

o)
a) (—2,1) para [T]= .

1 3
1 -1 0
b) (-2,1,3) para [T]=|2 3 2].
1 21

2) Os vetores (1,1) e (2,—1) s3o autovetores de um operador linear 7 : R*> — R? associados aos
autovalores A, =5 e A, = -1, respectivamente. Determinar 7'(4,1).

3) Determinar o operador linear 7:R* —R? cujos autovalores sio 4, =1 ¢ A, =3 associados
aos autoespagos V, = {(-y,y),yeR} e V; ={(0, ),y eR}.

4) Determinar os autovalores e os autovetores dos seguintes operadores lineares no R’
a) T(x,y)=(x+2y,~x+4y)
b) T'(x,y) = (y,=x)

5) Dado o operador linear 7 no R* tal que 7T(x,y)=(-3x—5y,2y), encontrar uma base de
autovetores.

6) Verificar se existe uma base de autovetores para:
a) T:R’> >R’ talque T(x,y,z)=(x+y+22y+22y+32)
b) T:R’> > R’tal que T(x,y,z)=(x,~2x — y,2x + y +22)
¢) T:R* > R* tal que T(x,y,z)=(x,—2x +3y — z,—4y + 3z2)

7) Seja T:R* > R? tal que T(x,y)=(4x+5y,2x + y). Encontrar uma base que diagonalize o
operador 7.

8) O operador linear T:R* > R* tal que T(x,y,z,t)=(X+y+z+t,Xx+y+2,y+z+1,x+))
¢ diagonalizavel?

Respostas
1) a) Sim  b) Néo 5) {(1,-1),(1,0)}
) T(x,y)=(x+4y,2x+3y) e
T(4,)=(8,11) 6) a)b) Sim  ¢) Néo

3) T(x,y)=(x,2x +3y)
4) a) autovalores: 2 e 3
b) ndo possui autovalores reais

-1 0
7) A={(=L1),(5.2)} e [T], =( 0 6}
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Apéndice E — Teoremas
Seja V' um espaco vetorial n-dimensional e 7 : ¥ — V' um operador linear.

Teo81. Se veV,v#0, ¢ um autovetor do operador linear 7" associado ao autovalor 4 € R entdo

paratodo ke R,k #0, o vetor kv ¢é também um autovetor de 7 associado ao autovalor 4.
dem.: T'(kv) =

kT(v) = por TL2

k(Av) = por hipotese

(kA)v = por EV5

(Ak)v = comutatividade da multiplicagdao em R

A(kv) por EV5

Teo082. Seja A um autovalor de 7. Entdo ¥, U {0, } é um subespaco vetorial de V.

Teo83. Sejam os autovetores v e v' do operador linear 7 associados, respectivamente, aos
autovalores 4 e A’ distintos entre si. Entdo v e V' s@o linearmente independentes.
dem.: kv+£kV' =0, (1)
T(kv+kv)=T(0,)
T(kv)+T(kVv)=0,
kKTW)+k'T(V)=0,
k(Av)+k'(AV) =0,
(kA +(k'A'W' =0, (2)
Multiplicando-se (1) por A, A(kv+kV') =10,
A(kv)+ A(kV) =0,
(Akyw+(Ak"W' =0,
(kAyw+(K'Ap' =0,  (3)
Subtraindo (3) de (2), (kA)v + (k'A")W —(kA)v—(K'Ap' =0,
(K'AW —(k'Ap' =0,
(K'A"=k'AWv' =0,
K'(A' =Ap' =0,
Mas v' # 0, e, por hipétese, 1 # A'.
Assim, k'=0.
Analogamente, £k =0.
Logo, v ¢ v’ sdo linearmente independentes.

Teo84. Sejam v,,v,,...,v, autovetores do operador linear 7 associados a autovalores todos distintos
A5 A,,..., A, . Entdo os autovetores v,,v,,...,v, sdo linearmente independentes.

D 9eees /L,

dem.: Por indugdo em r.

Corolario84: Seja um operador linear 7: 7 —V e V um espaco vetorial n-dimensional. Se T possui
n autovalores distintos entdo existe uma base constituida por autovetores.
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Teo85. Sejam ¥ um espaco vetorial n-dimensional e 7 :V — V' um operador linear. Se existem n
autovalores distintos 4,,...,4, entdo o operador linear 7' ¢ diagonalizavel.

dem.: Considere uma base de autovetores A={v,,v,,..,v,} <V, tal que v, corresponde ao
autovalor 4,, paratodo i=1,..,n.
Paratodo i=1,...,n, T(v;)=4,-v,=0-v, +..+0-v,  + 4 -v,+0-v,,, +...+0-v, .

0

Entao, [v,], =| 4

., 0 0

) 0 4, 0
Assim, [T], = 0
0 0 .. 4

Logo, o operador linear 7 ¢ diagonalizavel.

Teo86. Se existem r<n autovalores distintos 4,,..,4, e para qualquer autovalor a multiplicidade
algébrica for igual a sua multiplicidade geométrica, isto ¢, para todo i=1,...,r,
m,(4;)=m,(4;) entdo o operador linear 7' ¢ diagonalizavel.

dem.: Como a multiplicidade geométrica de 4, € a dimenséo do autoespago V, , entéo:

dimV, +dimV, +..+dimV, =dimV =n
Considere 4, uma a base do autoespago V, .

O conjunto 4 =4, U A4, U...U A4, ¢éuma base do espaco vetorial V.

k0 .. 0
N 0 k, .. 0 , .
Entdo, [T], = 0 onde k; ¢ um dos autovalores A,, respeitada sua
0 0 .. k

n

multiplicidade algébrica, isto €, o autovalor 4, aparecera tantas vezes na diagonal principal
quanto for sua multiplicidade algébrica.
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