AJUSTE DE CURVAS PELO METODO
DOS QUADRADOS MINIMOS

6.1 INTRODUCAO

Vimos, no Capitulo 5, que uma forma de se trabalhar com uma funcio definida por uma:

tabela de valores € a interpolagdo polinomial.

Contudo a interpolacdo ndo € aconselhivel quando:

a)

intervalo de tabelamento, ou seja, quando se quer extrapolar;

b) os valores tabelados sdo resultados de algum experimento fisico ou de alguma

que, em geral, ndo sdo previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estas funcdes tabeladas uma fungéo que |
seja uma “boa aproximac@o” para os valores tabelados e que nos permita “extrapolar” com |

certa margem de seguranga.

€ preciso obter um valor aproximado da funcdo em algum ponto fora do
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6.1.1 CASO DISCRETO

i

|

pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderdo conter erros inerentes. |

0 problema do ajuste de curvas no caso em que temos uma tabela de pontos (x, f(x,)), (x,
fx)
lhidas” n fungBes g;(x), g,(X),
o, g,(x) + o,g,(x) +

s (X f(x,)) com Xy, Xo, ..., X, pertencentes a um intervalo [a, b], consiste em: “esco

..» g,(X), continuas em [a, b], obter n constantes 0, C), ..., O

tais que a funcdo Q(x) = o, g, (X) se aproxime ao maximo de f(x).

um modelo matemético linear porque os coeficientes a determi
.oy &,(X) possam se

Dizemos que este é
o, aparecem linearmente, embora as fungdes g;(x), go(X)s

(1 + x?) etc.

nar, 0., O, -

fun¢des ndo lineares de x, como por exemplo, g,(x) = X, gy(x) =

Surge aqui a primeira pergunta: como escolher as fungdes continuas g,(x), ..., g,(x)?

A escolha das fungdes pode ser feita observando o grifico dos pontos tabelados o

baseando-se em fundamentos tedricos do experimento que nos forneceu a tabela.
Portanto, dada uma tabela de pontos (xg5 £xp))s (x» f(x,)), deve-se, em primeir

lugar, colocar estes pontos num gréafico cartesiano. O gréfico resultante é chamado diagrama d
dispersdo. Através deste diagrama pode-se visualizar a curva que melhor se ajusta aos dados.

Exemplo 1

a) Seja a tabela

X AIH.O -075 -06 -05 -03 0 02 0.4 0.5 0.7 1.0

f(x) _ 2.05 1.153 045 04 05 0 02 0.6 0.512 1.2 2.05

-O diagrama de dispersdo é apresentado na Figura 6.1.

x%e procurarmos enta

Portanto, é natural escolhermos apenas uma fungéo g,(x) =

= ax? (equagdo geral de uma pardbola passando pela origem).

o(x)



()

b) Se considerarmos uma experiéncia onde foram medid
rente elétrica que passa por uma resisténcia submetida a vérias

cando os valo
ter

Figura 6.1

os varios valores de cor-
tensdes, colo-

res correspondentes de corrente € tensdo em um gréfico, poderemos

Vg

Vo

Figura 6.2

Neste caso, existe uma fundamentagio tedrica relacionando a corrente com a
tensio V = R, isto é, V é uma fungéo linear de i.

- Assim, g,(i) = i e @(i) = og,(i).

Surge agora a segunda pergunta: qual pardbola com equagao ax? se ajusta melhor

w0 diagrama do Exemplo 1a) e qual reta, passando pela origem, melhor se ajusta ao diagra-

ma do Exemplo 1b)?

No caso geral, escolhidas as fungdes g;(x), g,(%), -, g,(x) temos de estabe-

lecer o conceito de proximidade entre as fungdes @(x) e f(x) para obter as constantes

By s, wewy i

Uma idéia é impor que o desvio (f(x;) — @(x;)) seja minimo para i=1,2,..m
Existem vétias formas de impor que os desvios sejam minimos; o desenvolvimento que
faremos, tanto no caso discreto como no caso continuo, € conhecido como o método dos

_quadrados minimos.

' 6.1.2 CASO CONTINUO

' No caso continuo, o problema de ajuste de curvas consiste em: dada uma fungdo f(x)
continua num intervalo [a, b] e escolhidas as fungdes g,(x), g,(X), ..., g,() todas conti-

nuas em [a, b], determinar n constantes 0, O, ..., Oy de modo que a fungio
p(x) = 0y8(%) + 0p8(X) +... + o, g (x) se aproxime “ao méximo” de f(x) no intervalo
[a, b].

. Supondo, por exemplo, que se quer obter entre todas as retas aquela que fica
“mais préxima” de f(x) = 4%3, pum intervalo [a, b] teremos, neste caso, g;(x) = 1 ¢
g,(x) = x; assim, € preciso encontrar 0s coeficientes o, e o, tais que a funcdo

p(x) = 08;(x) + 0,g,(x) se “aproxime ao miximo” de f(x).
Novamente o problema é: o que significa “ficar mais préxima”?

Uma idéia é escolher a funcdo (x) de tal forma que o mddulo da 4drea sob a curva
o(x) - f(x) seja minimo.



Usando o Cilculo Diferencial, sabemos que, para obter um ponto de minimo ¢

6.2 METODO DOS QUADRADOS MINIMOS Foy, 0, ..., @), temos de, inicialmente, encontrar Seus ponios criticos, ou seja, ¢
(ay, Qy, ..., A ) tais que “
6.2.1 CASO DISCRETO
dF

=0 i=42 uam
Sejam dados os pontos (x;, £(x;)), (x,, f(x,)), ..., (%> £(x)) € as n fungdes g;(x), gy(x), ..., g,(%) 9% |(ay; oy ...y o)

escolhidas de alguma forma.

Calculando estas derivadas parciais para cada i=1,2, ..., n, temos

Consideraremos que o nimero de pontos m, tabelados, é sempre maior ou igual a
n o nimero de fungdes escolhidas ou o niimero de coeficientes 0, a se determinar. oF

@Qn AQ.

; =2 WH ?ANWV - QHWHANWV T e = Q:mnAwa [~ mh.mxwd.

L s P .. . - (o N
Nosso objetivo é encontrar os coeficientes Qq, Oy, ..., O tais que a funcio v O e Op) k

P(x) = a;g(x) + 0,g,(x) + ... + o, g,(x) se aproxime ao méximo de f(x).

Impondo a condicio

|

|

Seja dy = f(x) - @(x;) o desvio em X, Na Secdo 6.1.1 observamos que um| ’
W

|

oF
. . ) S _ OF -0 -
conceito aw\ proximidade € que dy seja minimo paratodok = 1, 2, ..., m. 3 o (o, o, .\ o) 1 =1,2, ..,n
O método dos quadrados minimos consiste em escolher os Q_‘nm de a:_
forma que a soma dos quadrados dos desvios seja mfnima. E claro que se a soma| Leas
{
m m . i
Z mww = 2 (f(xp) - e@wvvw ¢ minima, teremos que cada parcela [f(x) - eonwzm é wo-_m m .
k=1 k-1 : | ooy ) = cugy(n) - o~ o 6l [g()] = 0, j=1, 2, ... o
quena, donde cada desvio [f(x;) - @(x,)] é pequeno. i N
Portanto, dentro do critério dos quadrados &EmEo@ os coeficientes o, que mmNoBM Assim,
com que @(x) se aproxime ao maximo de f(x), sdo os que minimizam a funcéo !
: o ;
Floy, &y s @ ) .l.wMH [f(x,) - eonwzm = ! o
= j Z [f - -
N ‘ k=1 m ANWV QHWHANWV QSWEANWVH WNANWV = O
m A b=
=2 ﬁ@wv - QHWHAMWV - mewﬁxwv T e T szzﬁxwvgw. “
k=1 ! .
Observamos que, se 0 modelo ajustar exatamente os dados, o minimo da funcdo) wwH fG) - 0181(%) T 08 (x)] g,(x) =0 g

acima serd zero e, portanto, a interpolagio é um caso especial dentro do método dos
quadrados minimos.
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que é um sistema linear com n equagdes € n incégnitas: ay, O, ...,

onde A = Amc.v € tal que 2;;

-

W_ f(x,) mpﬁxwv

[ Wu mHAvamHANWM_ o + . F [ m mzANvaHANWVHQ.s .

k=1 k=1 k

Il
I

MB
MB

g (x)ExJl op + -+ [ H g, (%) 8,(x) 1oy nwmpnxwvmm@wv

1 k=

[

k

[ m mmAMWVmHANwz oy + ...t [ W— m:@mezAxwv 1 o, = Wu mAvamquwv
k=1 k=1 k=1

L

Q-

As equagdes deste sistema linear sdo as chamadas equagdes norma’is.

O sistema linear (1) pode ser escrito na forma matricial Ao =b:

r ,_”VH
_um

NHH Q,H + NHNQ.M F aaa F m.wde
NNHQ.H + m.NNQ.N + s F mNqu

a0y + 23,0, + oot a0 = dn

|

m_.cmwv gi(x) = CH (ou seja, A € simétrica)
k=1

= (b, by, s dsvﬁ é tal que

Rxwv m%xwv .
1

Lembramos que, dados os vetores x e y € R™, o nimero real {x, y) =

¢ chamado de produto escalar de x por y.

m
Z

1

@

|
|
H
1
i
|
|
!
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i
i
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Usando esta notagdo, o sistema normal Aa = b ficard expresso por

A

Am:.v = AW@ Wuv eb = Admv = A f, Wv onde

mb € o vetor (gy(x;) gy(x,) .. mixavva e f, o vetor (f(x))f(x,) ... mxevvﬁ

*

m Demonstra-se que, se as fungdes g;(x), ..., g (x) forem tais que os vetores g;, g5, ..., &
| sejam linearmente independentes, entdo o determinante da matriz A ¢ diferente de zero e
;onmao“Omwmaﬁm:namﬂﬁvmaB:omoEmmomEom“mHu:;Ma.>5am5&m,amﬁonm:m-m_
_
_

também que esta solugdo o, ..., o, € o ponto em que a funcio F(o, ..., o) atinge ser

valor minimo.

Observamos que, se 0s vetores g, ..., g tiverem uma propriedade suplementar ds

0, i=]j
=0, i=7j"

vetores gy, ..., g, forem ortogonais entre si”, entdo a matriz A do sistema normal (1) ser:

serem tais que (g, g Y 1o 0 que, em linguagem de 4lgebra linear se diz “se o

matriz diagonal, com a;; = O e, portanto, o sistema (1), terd solucdo tnica, a qual ser:

|
_
|
_
|
{
m
m
| facilmente determinada.
i

Felizmente, dado um conjunto de pontos {x;, X,, ..., X, } € fécil construir poli
ndmios de grau 0, 1, ..., n que sdo ortogonais, no sentido acima, em relacio ao produt

escalar

Wp mmﬁxwv mu.Ava . 2

Aw.%lm.gv
=1

k

Polinémios ortogonais constituem uma classe particular de funcbes ortogonais

Tais fungdes possuem vérias propriedades muito interessantes e tteis. O leitor interessad:

em aprender sobre o assunto pode pesquisar, por exemplo, nos livros [5] e [27]. O estud:

de fungOes ortogonais, em particular de polindmios ortogonais, merece um capitulo especial, «
que néo serd feito neste livro.

Exemplo 2

Seja o conjunto de pontos X5 = {-1, —1/2, 0, 1/2, 1} e os polinémios

g®) = 1, g;(0) = x, gy(x) = x* - W



Entdo, os polindmios gy(x), g,(x) e g,(x) séo fungdes

ao produto escalar (2) pois os vetores

ortogonais em X com relagdo| €10 0 diagrama de dISPersao, deve ser ajustada por uma parabola passando pela origem, ou

| seja, f(x) =~ @(x) = ax? (neste caso temos apenas uma funcio g(x) = x2).

| . ~
fog Temos, pois, de resolver apenas a equacao

g =(gx) =01 11 1 DT |
_ 11 11
i . [3 atetr)la = = flx)etx)
WH = AWHANWVV = AIH ...M 0 M. Hv € k=1 k=1
, . ! 11 ) 11
g, = (g,(x)) = AW lw. IW. -7 MVH s#o ortogonais entre si, 0 que se <namomw _ﬂwwH gx )] o anH f(x)8(x)
facilmente: . “
:A&m EA&AV
= = R m [ 2 x)a =32 (x)f(x
Amou mov 50 k=1 k k=1 . .
(Bp B,) = 1-1) + lev +1(0) + :Wv +1(1) =0 _ . OoEwEmsmo a tabela com g(xy)g(x,) e g(x)f(x,), temos
. !
s =3y= 1L 1 _1 _1 1,_ SOMAS
, X -10 | 075 | 0.6 -0.5 -0.3 0 0.2 0.4 0.5 0.7 1
Fica a cargo do leitor fazer as demais verificagdes 6.3 | 1 |03164|0.1296 | 0.0625 | 0.0081| 0 |0.0016 | 0.0256 | 0.0625 | 0.2401 | 1 28464
) ) m | m@vxw 2.05 |0.6486|0.162 | 0.1 0.045 0 0.008 |0.096 |0.128 | 0.588 2.05 | 5.8756
Os polindmios citados sdo conhecidos como polindmios de Gram, *wra#. . orto-
(= ,
. ; s s 2i
gonais em conjuntos de pontos eqiidistantes, x; = —1 + - : o
Assim, nossa equagio € 2.8464a = 5.8756 = o = mlm&mlp ~ 2.0642
_ 2 :
Assim, (P, ., Py ) A & it 3
' d #0sei#] Entio @(x) = 2.0642x*> é a paribola que melhor se aproxima, no sentido dos

Exemplo 3

Resolvemos aqui o exemplo da introduggo, onde vimos que a fungdo tabelada

X dly.o -0.75 -06 -05 -03 0 02 04 05 07

quadrados minimos, da fungio tabelada.

6.2.2 CASO CONTINUO

Para simplificar a notagdo, desenvolveremos aqui o caso em que “escolhemos” apenas duas
funcoes.

m@v* 2.05 1.153 045 04 0.5 0 02 06 0512.12

2.05

|
m
| Sejam entéo f(x) continua em um intervalo [a, b] e g;(x) e g,(x) duas fungdes
Aoosmzcmm em [a, b] que foram escolhidas de alguma forma. E preciso encontrar duas



i=1= o8 = lwhm@vm%& dx + mw.\.c mwcc dx] o, +

constantes reais 0 € O, tais que @(x) = o;g;(X) + 0,8, (x) esteja 0 “mais proximo pos-
do (o), o)

sivel” de f(x).

Seguindo o critério dos quadrados minimos para o conceito de proximidade entre
o(x) e f(x), os coeficientes O, 0, a serem obtidos deverfo ser tais que o valor de

+ HN,‘M mHANv WMOO dx] 0y

b
.— [f(x) — 600% dx seja o menor possivel.
a } : . . JoF b 2
i=2= — = -2 .\, fx)gy(x)dx + [2| g5(x)dx] a, +
a a

Q@oEwEomBoEo, isto significa que a drea entre as curvas f(x) e ¢(x) seja minima. da, (@, @)

Portanto, o problema consiste em obter o minimo para
+ _”Nh mHANv mMANv dx] oy

b
eonv”_m&un = .—m _HOCN — 2f(x) o(x) + GOCNH_ dx = |

! Assim, oE = F =0 =
00 |(oy, @) 90 (o, ay)

m, [£(x)

b
h {Fx)? — 26(x) [oy2,(x) + gy (X)] + o2 g2(x) +

) 2 52 d i
+ 200008, (%) g,(0) + 05 gi(x)} dx Q,Mmmoc dx] o, + QW g(X)g,(x) dx] o, = ,‘v f(x)g,(x) dx

b 5 b b
J, ootax - 2]t o - 2f 0@t [ gg0 ixl ey + [ ) dxlos - gy d

Il

s Pmaxged + 2] gos,m dd o, +
: ) Se ay = w g2 dx, 2y, = ﬂ g, (0)g,(x) dx = w 2,0, () dx = 2y,
+ lw £2(x) dx] a2 = F(o, o) i
4 = .—,m g5(x) dx
= ﬁ [f(x) — ()12 dx = F(a, o)
’ b, = hv f(x)g(x)dx e b, = .-,M f(x)g,(x) dx,

Com o mesmo argumento do caso discreto, temos de achar os pontos criticos de
F, ou seja, achar (o), o) tal que . "

o
me AQH, Q.wv

G



a; 0y + a0, = by 8y By sdo ortogonais em [-1, 1] com relacfo ao produto escalar (4).
ou Ax = b, onde A =
b, )

Fica como exercicio a verificag@o de que os trés primeiros polindmios de Legen-

Il

oy ¥ Syl |
dre Py(x) = 1, Py(x) = x e Pyx) = 5 (3x% — 1) sdo ortogonais entre si.

T — T

o= (o , b= (b;b)" . , . . i ;

(@ o) (0,5 Uma observac@o interessante é que, em geral, polindmios ortogonais satisfazem

uma férmula de recorréncia de 3 termos, ou seja, dados Py(x) e Py(x), conseguimos
Demonstra-se que, se as fungdes escolhidas g;(x) e g,(x) forem linearmente inde- | construir P (x),k=2,3, ...

pendentes, o determinante da matriz A € diferente de zero, o que implica que o sistema A ) N
. ., Y= — . . , No caso dos polindmios de Legendre, a férmula de recorréncia ¢é
linear (3) admite tnica solugdo (a.;, @,). Ainda mais, demonstra-se também que esta so- )

lug@o € o ponto em que a fungéo F(o;, o) atinge seu valor minimo. ﬂ. o 18 = ;'w._.” HH xﬂ.o& - u.tL_|!+ 1 Hu_. _®), =12,

Usando aqui a definicdo de produto escalar de duas funcgdes p(x) e q(x) no
intervalo [a, b] por _

Exemplo 5

Resolvemos o exemplo da introdug#o, ou seja, vamos aproximar f(x) = 4x> por um polin-

b | ,
(p. a) = b dx, @
. ‘mio do primeiro grau, uma reta, no intervalo [a, b] = [0, 1].

a

teremos que, NoO caso em que queremos aproximar
: Ox) = 04g;(X) + 0gy(X) = 0 + OX, 04, O, € R
f(x) = oyg;(x) + ... + o g (X) o sistema normal Ao = b fica
(gx) =1 g,(x) = x).

b
A=G@p=(gg =] g@e@x=(gg)
Pelo que vimos, (0, 0.,) € a tnica solugdo de Aa. = b onde

Il

b
b=0®)=(fg) = Mgmax ay ap, o b,
A A = o = b = , sendo

Da mesma forma que no caso discreto, temos fungdes ortogonais com relagéo ao 831 933 as b,

produto escalar (4), como mostra o Exemplo 4.
b 1
a; = % MM_OC& = _. 1ldx =1
Exemplo 4 . #
Os polinémios de Legendre, definidos por b 1 x2 1 1
P & P | a;, = ‘.m g,(x) g,(x)dx = ‘.o xdx = 2 _o =5 = a5,
P =1, P9 = —— 9 (62 1k k= 1,2 |
Ooﬂv =54 Woﬁv - NWW_ QNQAV _”AN - v“_ s = Ly Ly e “ 1 3

b
2 N R PR S |
a5y .—m mmocaxl_.o x“dx = 3 _ =3



8] 1 %N#_
_:uh mxvm;&&nr adax = 2| =1
b ) 5

4x° 1 4
_ — 3 . = i
b, |h mxvmw@v%|b axxdx = | =2
Temos entdo o sistema
1o L =1
T SR |
1, .1, -4 L5872 5
217372 " 5

Logo, a aproximagcéo por quadrados minimos de f(x) = 4x3 no intervalo [0, 1], por
18 4
L .-

um polindmio de grau 1, € a reta @(x) = s 5

6.3 CASO NAO LINEAR

Em alguns casos, a familia de fun¢Ges escolhidas pode ser nfo linear nos pardmetros, como,

. L uupultauie observar que Os parametros assim obtidos nao sio 6timos dentro d
critério dos quadrados minimos, isto porque estamos ajustando o problema linearizado pc
quadrados minimos e ndo o problema original.

Portanto, no exemplo, os parimetros a; e a,

) : 30 0s que ajustam a funcio ¢(x
funcéo z(x) no sentido dos quadrados minimos; nio se o)

: pode afirmar que os pardmetros o
e a, (obtidos através de a; € a,) sdo 0s que ajustam @(x) a f(x) dentro do critério do
quadrados minimos.

Exemplo 6
Suponhamos$ que num laboratério obtivemos experi i
erimentalment ;
(1) sobre o pontos x, 1= 1,2 .. & p nte os seguintes valores par:
X ‘ -1.0 -0.7 -0.4 -0.1 0.2 0.5 0.8

1.0

por exemplo, se ao diagrama de dispersio de uma determinada fungfo se ajustar uma |

exponencial do tipo f(x) = @(x) = o, e %%, o, e o, positivos.

Para se aplicar o método dos quadrados minimos, com o que j4 estudamos neste

capitulo, é necessdrio que se efetue uma linearizagdo do problema através de alguma trans- |

formacdo conveniente.

Por exemplo:

y = 0,€%* = z = In(y) = In(a;) — aux.

Sea; = In(ax) e ay = — oy = In(y) = a; — ax = §(x) que € um problema li-
near nos parametros a, € a,.

O método dos quadrados minimos pode entdo ser aplicado na resolugéo do pro-

blema linearizado. Obtidos os pardmetros deste problema, usaremos estes valores para
calcular os pardmetros originais.

{que nos sugere um ajuste y ~ @(x) =

f(x) ‘wm:ﬁh 17.264 8.155 3.852 1.820 0.860 0.406 0.246

Fazendo o diagrama de dispersdo dos dados acima, obtemos

Y4

Figura 6.3

—Q,X
Q.HG 2.



Conforme vimos anteriormente, a “linearizagdo” a ser feita € z = In(y) = | donde
In(a;e7%%) = In(a;) - oyx = ¢(x). |
. | 8 0.3 0.041
Assim, em vez de ajustarmos y por quadrados minimos, ajustaremos z = In(y) ! > - b =
por quadrados minimos, encontrando ¢(x) = a; + a,X, onde a; = In(oy) e a, =-a,. 0.3 3.59 —8.646
(Aqui g;(x) = 1 e g,(x) = x)
|
Temos pois: _
. ' ¢ o sistema fica
X _ -1 -0.7 0.4 -0.1 0.2 0.5 0.8 1 i 8.0a; + 0.3a, = 8.041

= a, = 1.099 e mmulw.m

- 8.646

NHESA 3599 2.849 2099 1349 0599 —0.151 -0.901 -1.402 0.3ay+ 3559

e a; € a, serdo a solugéo do sistema: Agora, a; = €% = a; = el09 = 3.001

r

8 8 8 ..
WWH g,(x)g, (x)]a; + MmMuUH g,(%0g(x ]2, uwwHNﬁxwvaAxﬁ o, =-a, = o, = 25.
_
" ¢ . & | Assim, a fungio @(x) = a,e” %* = 3.001e™ 2%,
[2 gi(x)gx)la; + [2 gyxle,x]a, = T z(x)g(x |
k=1 PR k=1 25812 k=1 (el . S Assim como no exemplo anterior, onde ajustamos aos dados a cur
y =~ aqe”%%, € comum encontrarmos casos em que 0s dados tabelados, feito o diagrama ¢
2 8 dispersdo, devem ser ajustados por
gx) =1 =23 gi(x)g(x) =% 1 =2, =38 1Sp ) ] p
k=1 k=1
. 1
hipé Yy = ———— =
g 8 1) Uma hipérbole: y a + O o(x)
g(x) =x =X mm?wvmw?wv =2 % = ay =3.59 w 1
k=1 k=1 h ANHWHQH + 0,X).
8 8 ‘ !
wMHmHAwamwawv =2 1Ix, =2, =2y, =03
N Ko ; 2) Uma curva exponencial: y =~ a;0% = 9(x)

8 8 =] =~ = . =
b, - 3 Nﬁxwvm%xwv o N?wv - 8D (sey >0, z = In(y) EAQHV + xEAva a; + &)X 0(x)).
W = H H—ﬂ = H 1
a, a,

8 8
b, = T z(x)g,(x) = = z(x) x, = - 8.646
k=1 k=1



3) Uma curva geométrica: y =~ o;x% = @(x)

(sex>0ey>0,z=In(y) ~ In(a;) + a,ln(x) = a; + a,In(x)

a; a, t

= z = In(y) = a; + a;t = ¢(t)). (Aqui minimizamos a soma dos quadrados
dos desvios nos logaritmos de y, para os logaritmos de x.)

4) Uma curva trigonométrica: y =~ 0y + 0, cos(wx) = @(x). (t = cos(wx) =

®(t) = a; + o,t e, neste caso, estamos minimizando a soma dos quadrados
dos desvios em y.)



