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INTERPOLACAO POLINOMIAL DE LAGRANGE E DE HERMITE

INTRODUCAO

Objetivando a preparacdo aos métodos de aproximacdo a serem aplicados a
resolu¢cdo numérica de equacOes diferenciais ordinérias com valores no contorno e de
equacOes diferenciais parciais (0 método das linhas), apresentam-se neste capitulo os
métodos de interpolacdo polinomial de Lagrange e de Hermite. O bom entendimento desses
métodos de aproximacdo facilitara bastante o aprendizado nos métodos de quadratura
numeérica que fundamentam o método. Para consolidar seu entendimento, tais métodos
serdo aqui apresentados de forma exaustiva e ilustrados por exemplos simples e de facil
reproducdo.

INTERPOLACAO POLINOMIAL DE LAGRANGE

Tal interpolagéo € aqui apresentada ja visando suas aplicacdes no desenvolvimento
das expressdes de quadratura numérica, sendo assim aplicada a fungdes continuas e
definidas no intervalo [0,+1], caso a variavel independente do problema nédo se apresente
nesta forma torna-se necessario normalizar o intervalo aplicando a simples transformacéo

-a
A interpolacdo polinomial de Lagrange consiste em aproximar uma fungdo continua e
definida no intervalo [0,+1], f(x), por um polindmio de grau (m-1) :

. X : I R
linear : X, matizado = [b—aJ se o intervalo de defini¢do da variavel independente x for [a,b].

Pm-1(X), tal que: Pm_l(xj)z f (xj), paraj =1, 2, .., m; chamando-se os pontos x; (i =1, 2,

..., m) de pontos nodais ou pontos de interpolacéo.
Esse procedimento pode ser facilmente visualizado na Figura abaixo, em que se
adotam 05 (cinco) pontos nodais aproximando a funcdo por um polinémio de guarto grau.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X XY,

Fig. 1- Interpolacéo Polinomial de Lagrange com 05 Pontos (Quarto Grau)
[Curva continua: Fungdo Exata-Curva Pontilhada: Funcdo Interpolada-Pequenos Quadrados: Pontos Nodais]




Interpolacdo Polinomial
de Lagrange e de Hermite

A forma mais direta, mas ndo necessariamente a mais simples, de gerar o polinémio

m-1 .
interpolador: Pp4(x), que pode ser representado por:P, (x)=> ¢ -x', é através da
i=0

resolucéo do sistema linear: Pm_l(xj): ZCi x'J =f (xj), paraj=1,2,..,m,isto é:

1 X X G f(%)
1 % X e | | (%)
1 Xm Xri o Xrnr?i1 Cm—l f (Xm )

A resolucéo deste sistema linear fornece os valores dos m coeficientes ¢;, i =0, 1, ..., m-1.

Exemplo llustrativo: Determinar o polinémio interpolador de quarto grau da funcao:
f(x)= ﬁ-sen(2~ﬁ~x) no intervalo [0,+1], utilizando o0s seguintes pontos de
interpolacdo: 0,2;0,4;0,5;0,6e0,8.

102 028 02 02[c] |V0.2-sen(0.4:7)

1 04 0,4 04 04*||c | |0.4-sen(08 7)
Osistema linear é: |1 0,5 0,5° 0,5° 0,5 || ¢, |=| 0,5-sen(1,0-7)

1 06 06 06 06|c| |06 -sen(L2-7)

1 08 08 08 08]]c, | 0.8-sen(L6-7)
OU, numericamente:
1 0,2 0,04 0,008 0,0016] [c,| [ 0,42532540] [ -0,62875971]
1 0,4 0,16 0,064 0,0256||c, | | 0,37174803 7,50787143
1 05 0,25 0,125 0,0625|-|c, |=| 0,00000000|=>c=| -8,04344900 |.
1 0,6 0,36 0,216 01296 | |c,| |-0,45529650 ~20,25516188
1 0,8 0,64 0,512 0,409 | |c, | |-0,85065081] | 22,68130372

O polindmio interpolador resultante é representado graficamente abaixo:

Fig. 2- Interpolagdo Polinomial de Lagrange com 5 Pontos (4° Grau) Fungdo: f (X) = x/;~sen(2 T X)

’
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[Curva continua: Funcéo Exata -Curva Pontilhada: Funcdo Interpolada [Pequenos Losangos: Pontos Nodais]
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Observa-se na Figura anterior que entre os pontos de interpolacdo, [0,2< x <0,8] a
aproximacao polinomial da funcéo é bastante satisfatoria, entretanto para valores de x<0,2 e
de x > 0,8 o erro € bem pronunciado, acentuando-se a medida que se distancia dos mesmos
(nesses casos tem-se na realidade uma extrapolacdo). Esse comportamento € comum a
todas as formas de interpolacdo polinomial e sua quantificacdo serd apresentada
posteriormente.

A resolucdo numérica do sistema linear de equacdes que define os valores dos
coeficientes da aproximacdo polinomial nem sempre € preciso, pois, em muitos casos, a

matriz caracteristica do sistema [A’j =x7, parai, j=1, m] € mal-condicionada.

Além disso, nesse tipo de célculo, verifica-se que os valores dos coeficientes da
interpolacdo sdo muito elevados (em mddulo) e, geralmente, de sinais alternados, tal
comportamento € reforcado com o aumento do grau da aproximacdo (no Exemplo
lustrativo acima apesar do médulo da funcdo ser sempre inferior a 1, os coeficientes da
aproximacao - com excecao de o - Sa0 sempre maiores que 1 - em mddulo - e aumentam a
medida que o grau aumenta), tal comportamento é também um indicativo das dificuldades e
imprecisGes numéricas associadas ao procedimento. Outro aspecto que deve ser ressaltado
é relativo a utilizagdo posterior da interpolagdo polinomial, pois o objetivo final do
procedimento é calcular o valor da funcdo em outros pontos que ndo os utilizados na
aproximacao, utilizando informacg6es dos valores da fungdo nos pontos nodais para gerar a
aproximacao polinomial. Dessa forma, para atender a este objetivo, ndo ha a necessidade de
se calcular os coeficientes da aproximacao, procedendo-se na forma proposta originalmente
por Lagrange, que consiste em representar a interpolacdo na forma:

Poa (0 =21(%)- £(x;)
j=1
Em que: I, (x): polindmio em x de grau m-1, tal que:

1 parai=|j
{ P ) J_ [funcdo & de Kronecker]

0 parai=#]j
Os polindmios 1, (x), para j =1, ..., m, sdo chamados de polindmios base da interpolagao

de Lagrange e constituem uma base completa de funcGes polinomiais de mesmo grau [
grau (m-1)], isto é qualquer polindmio de grau (m-1) pode ser expresso por uma
combinacdo linear destes polinémios.

Como I,(x)=0 para todo i#j, isto é parai =1, 2, .., (j-1), (7+1), ...m que séo as (m-1)

Li(%)=3,;=

raizes de 1, (x), logo:

I, (x)=C; -(x—xl)-(x—xz)---(x—xjfl)-(x—xjﬂ)---(x—xm)=CJ. ~1i(x—xk), como:

k#]j

m

I.(xj)zljcjzm;,resultaem: L(x)=]1] X~ % paraj=1,2,..,m

J
2l X =X
||(xj—xk) AN

k=1
k#j

O procedimento de geragdo dos m polinémios base da interpolacdo de Lagrange
pode ser implementado pelo programa em MATHCAD a seguir apresentado.
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Lagrange(z,x,m) := | for je 0. m-1
. «1
J

for ie0.m-1

2
Lo« I if j=i
J J| x —x
] |
|

Outra forma de expressar os polindmios interpoladores de Lagrange pode ser feita
atraves da definicdo do polinémio nodal, que é o polindbmio de grau m e que se anula em

todos os pontos nodais, assim: P, (X)=C®-(x—x)-(X—X,)--(x=x,), em que C* é

uma constante arbitraria, note que em vista de: [ [(x—x, )= P (0
b C*-(x=x)
dPnodaI (X)

m dx [, Pl (X

H(xj — X, ) _ lim | — oo ) _|_ 1 = ”°da'tE i) , pode-se expressar:
k=1 XX C‘e-(x—xj) C C

I, (x)= Fiosa ('X) paraj =1, 2, ..., m, em que:

(X - Xj ) ’ I:>n0dal (Xj)
Pnodal(x) = Cte '(X_ Xi).(x_ XZ)'“(X_ Xm): Cte .H(X_ Xk) '
k=1

Como a C" se encontra presente no denominador e numerador da Gltima expressdo, pode-se

pnodal(x)
(X_Xj)' pr,mdal (Xj)
Prsa (9= (X% (=)< (x=%,) = T(x-x,)

sempre considerar: I (x) = paraj=1, 2, ..., m, em que:

k=1

Exemplo llustrativo: No exemplo anterior, tem-se: x; =0,2; x, = 0,4; x3 = 0,5; X4, = 0,6 e
X5:0,8.
Assim:
| (x) = (x-0,4):(x-0,5)-(x-0,6)-(x-0,8)  (x-0,4)-(x-0,5)-(x-0,6)-(x-0,8)
*/7(0,2-0,4)-(0,2-0,5)-(0,2-0,6)-(0,2-0,8) 0,0144

20 445 2425 , 2875 ., 625
L (X)=—"——=-Xx+ X2 - X+ —-X

3 9 18 18 9
1L (x) = (x-0,2)-(x-0,5)-(x-0,6)-(x-0,8)  (x-0,2)-(x-0,5)-(x-0,6)-(x-0,8)
2217 (0,4-0,2)-(0,4-0,5)-(0,4-0,6)-(0,4-0,8) 0,0016

595 2625

Iz(x):—30+7-x—975-x2 +T~x3—625-x4
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(x-0,2)-(x-0,4)-(x-0,6)-(x-0,8)  (x-0,2)-(x-0,4)-(x-0,6)-(x-0,8)

I3()()2(0,5—0,2)-(0,5—0,4)-(0,5—0,6)-(0,5—0,8)_ 0,0009
128 4000 14000 , 2000 , 10000
I4(X):T_ g Xt X T X X
1 (x) = (x-0,2)-(x-0,4)-(x-0,5)-(x-0,8) :_(x—O,2)-(x—0,4)-(x—0,5)~(x—0,8)
1% 7(0,6-0,2)-(0,6-0,4)-(0,6-0,5)-(0,6—0,8) 0,0016
1575 2375

I4(x):—20+215-x—7'x2+T-x3—625~x4

(x-0,2):(x-0,4)-(x-0,5):(x-0,6)  (x-0,2)-(x-0,4)-(x-0,5)-(x-0,6)

I, (x)= -
> (%) (0,8-0,2)-(0,8-0,4)-(0,8-0,5)-(0,8-0,6) 0,0144
| (x) 25335, 650 0 2125 s 625 ,

3 18 9 18 9

Resultando em:
P,(X) :(2—; f(0,2)-30- f(0,4)+%- f(0,5)—20- f(0,6)+§- f(0,8)j+

—(30- f(0,2)—5—25- £(0,4) +975- f(o,5)—%. £(0,6)+625- f(o,8)].x+

+(2o. £(0,2) - 215- f(o,4)+%. f(0,5)—¥- £ (0,6) +625- f(0,8)j-x2 +
128

_[%. f(0,2)-30- f(0,4)+==1(0,5)-20- f(0,6)+% f(0’8)j'xs+

5 335 650 2125 625
—.f(0,2)———-f(0,4)+—- (0,5 ——— f(0,6)+—-f(0,8) |- 4
+(3 0.2-22 10,0+ 10522 10,6+ 2. 1( )j X

Substituindo os valores da fungdo em cada um dos pontos nodais na expressdo acima,
obtém-se 0os mesmos valores dos coeficientes do polinémio interpolador.

Apesar de essa forma aparentar ser mais complexa que a anterior, a mesma é obtida
sem a resolucdo do sistema linear de equacGes algébricas. Além disso, 0s mesmos
polindbmios base podem ser utilizados para interpolar qualquer funcdo continua no
intervalo, bastando calcular os valores da funcdo em cada um dos pontos nodais.

R R e

Outra propriedade interessante dos polindbmios interpoladores de Lagrange pode ser
obtida quando se aplica a interpolag&o polinomial & fungéo; f (x)= x“ parak =0, 1, 2,...,

(m-1), entdo como neste caso a interpolacao € exata, de (11.22), tem-se:
x“=>"1,(x)-x{, parak=0,1,2, ..., (m-1)
j=1

Algebricamente, os polindbmios de Lagrange podem ser interpretados como as
incégnitas deste sistema linear de equacdes no qual o elemento da linha k e coluna j da

matriz caracteristica é x? e no qual o elemento k do vetor das constantes é: x*.
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Para ilustrar esta observagéo, adota-se m=2, assim: com k=0: I, (x)+1,(x)=1 e com k=1:
% -1, (X)+X, -1, (x) = x, resultando no sistema algébrico linear:

B Bl e e e =

ERRO NA INTERPOLACAO POLINOMIAL DE LAGRANGE

Do conceito de interpolacdo polinomial de Lagrange, tem-se que o valor da
aproximacdo polinomial de grau (m-1), Pn-1(X), € igual ao valor da funcéo f(x) nos pontos
nodais, isto é o erro da interpolagdo é nulo nos m pontos nodais, 0 que permite inferir que a
forma do erro da aproximagéo €: Erro(x) = f (X) — P, (X) = Proga (X) - R(X)

Para determinar a expressdo de R(X), procede-se de maneira semelhante a utilizada na

anélise do residuo de expansdes em séries de poténcias, definindo-se a funcao:

Q1) = () = Py 1 () = Proaa (1) - R(X)..

Note que a funcdo Q(t) se anula em (m+1) valores de t que s&o: X1 , X2, ... , Xm € X (um valor

genérico do argumento original). Desta forma, pelo Teorema do Valor Médio, a derivada da

funcdo Q(t) se anula pelo menos m vezes no interior do intervalo das raizes [intervalo |

composto pelos valores de t contidos entre (a) X € Xy €aso X < X; - extrapolagéo ; (b) x1 & Xy

caso X3 < X < Xpy - interpolagdo- ; (C) X1 € X €aso X >Xn, - extrapolacgdo ], isto é:

dQ(t) — df (t) _ de—l(t) _ dpnodal (t)
dt dt dt dt

2
a derivada da funcéo QM , dLZ(t)
dt dt
dZQ(t) _ d ’ f (t) _ d 2Pm—l(t) _ d2 pnodal (t)
dt? dt? dt? dt?
Induzindo a expressao para a i’ésima derivada de Q(t), resulta que:

d Q.(t) _ f.(t) _d Pm‘.l(t) _d Proc ® “R(x) contém pelo menos m+1-i raizes em I, com
dt' dt' dt' dt'

i variando de 0 a m.

Para o altimo valor de i (isto é: i = m), resulta:

d"Q(t) _d ") d"PL(®) A" Pugga (D)

-R(x) tem pelo menos m raizes em I;

, anula-se pelo menos m-1 vezes no intervalo I, isto é:

-R(x) contém pelo menos m-1 raizes em I.

-R(x) anula-se pelo menos 1 (uma) vez em I,

dt™ dt™ dt™ dt™
_d"P, (1) . .
como : # =0 [P, (t) € um polindbmio em t de grau (m-1)] e
M:(m)! [0 coeficiente de t"em p,., (t) éigual a 1= 97 P () =1]
dt™ (m)! dt™

obtém-se: d dtQm(t) = d d:m(t) —(m)tR(x) contém pelo menos 1 (uma) raiz em I, seja essa

raiz &, isto é: d Qm(t) =0, resultando na expresséo: R(x) =L d fm(t) .
dt” . (myfL dt™ |,
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Concluindo-se que o erro da interpolacéo polinomial é dado por:

1 [d"f(t) _ m _
Erro(x) :W{ o 1_5 “ Procar (X)], SENdO & algum ponto de 1 €: P,y (X) :li;[(x—xi).
um polinémio em x de grau m
O erro da aproximagao polinomial € assim constituido pelo produto de dois termos:
. 1 [d"f(t)
) —|—=

(m)! | dt
da fungdo que se esta aproximando, independente da selecdo dos pontos nodais; ja o
segundo termo, que é o proprio polindmio nodal, depende exclusivamente da selecdo dos
pontos nodais, seu valor (em modulo) pode ser minimizado segundo critérios bem
definidos.
Analisando a expressdo acima, chegam-se as seguintes conclusdes:

(@) o Erro da interpolacéo para funcgdes polinomiais de grau inferior a m € nulo, pois:

d™f(t)
dt™
(b) se f(x) for uma funcdo polinomial de grau m com coeficiente de x™ igual a ¢, 0 erro da
interpolacao sera: Erro(x) = c,, - Proga (X)
(c) se f(x) for uma funcéo polinomial de grau n > m entéo o erro da interpolagéo é:
Erro(X) =0, (X)* Progas (X) » €M que :q,_,, (x) é um polinémio em x de grau n-m .
A Eg. (11.6) é também util para a analise dos limites superiores do erro da

interpolacdo, esse tipo de analise € ilustrada no exemplo a seguir.
Exemplo llustrativo: Analise o valor maximo do erro na interpolacéo de 4° grau da funcéo:

f(x)=sen(2-z-x) no intervalo [0,+1], utilizando os seguintes pontos de interpolagéo:
0,2;0,4;0,5;0,6e0,8.

} e (ii) Poog (X), 0 primeiro desses termos depende inerentemente
t=¢

=0 para todo valor de t;

5 5
Da expresséo de f(x) verifica-se que: d fgx) =32-7°-c0s(2-7-X) = d df gx) <32-7°, 0
X X
32

5
que permite concluir que: |Erro(x)| < 3 -MaX| Proga (X)]|, Mas 0 max|p,.e, (X)| ocorre

nos limites do intervalo, isto é em x =0 e em x=+1 quando: | P,y (0)| =| Proca ()] = 0,0192,
32-7°

51
A seguir, representa-se o grafico de f(x) versus x (curva continua) e de fa(x), obtido por

interpolacdo de Lagrange com os cinco pontos apresentados, versus x (curva pontilhada),
apresentando também ao lado os valores dos erros em x=0 e em x=1.

logo: |Erro(x)| < -0,0192 =1,566821 para0 < x < 1.
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res(0) =1.12257
res(1) =-1.12257

0 0.5 1

Fig. 3- Interpolagdo Polinomial de Lagrange com 5 Pontos (4° Grau) da Funcdo: f (X) =sen (27zx)
[Curva continua: Funcdo Exata - Curva Pontilhada: Funcdo Interpolada com pontos 0,2; 0,4; 0,5; 0,6 e 0,8]

Note que os valores reais do erro em x=0 e em x=1 sdo ambos inferiores (em
modulo) ao valor maximo previsto pela andlise da expressao do residuo, Eq.(11.6). O alto
valor do modulo do residuo em x=0 e em x=1 se deve ao fato de o valor da funcdo
aproximada nestes pontos ser obtida por extrapolagdo. Uma melhoria significativa pode ser
obtida utilizando os pontos x=0 e x=1 como pontos de interpolacdo, além de 0,25; 0,50 e
0,75. As curvas da funcdo exata e da funcdo aproximada sdo neste caso apresentadas na
figura abaixo, representando-se ao lado os valores numéricos dos extremos do residuo e dos
previstos pela expressao do residuo.

max=0.093913  res(max) =-0.180758

Max =0.906088  res(Max) =0.180758

sol =0.088892 cte-p nogal (sol) =0.289398
Sol =0.911108  cte-p 1 q) (SOI) =—0.289398

0 05 1

Fig. 4- Interpolagdo Polinomial de Lagrange com 5 Pontos (4° Grau) da Fungdo: f (X) =sen (27zx)
[Curva continua: Funcdo Exata - Curva Pontilhada: Funcdo Interpolada com pontos 0; 0,25; 0,5; 0,75 e 1]

Exemplo Proposto: Analise o valor maximo do erro na interpolagdo de 4° grau da funcio:
f (x) =exp(—x) no intervalo [0,+1], utilizando os seguintes pontos de interpolacéo: 0,2; 0,4
; 0,5; 0,6 e 0,8. Refaca o0 exemplo adotando como pontos de interpolacéo : 0 ; 0,25 ; 0,50 ;
0,75 e 1e compare com os resultados anteriores.

S eSS

AVALIACAO DE DERIVADAS NUMERICAS ATRAVES DA INTERPOLACAO
POLINOMIAL DE LAGRANGE

Nos itens anteriores se utilizou a interpolacdo polinomial de Lagrange apenas para
calcular os valores aproximados da funcdo em pontos distintos dos pontos nodais, isto é:
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f(x);mel(x)zilj(x)-f(xj), em que: I,(x): € um polindmio em x de grau m-1,
i=

pnodal (X)

expresso por: Ij(x):( ) para j =1, 2, .., m , sendo: a; =Py, (X;) €
X=X ) a

j
m
Progar () = (X=%)- (X =%, )--(x =%, ) = [ T (x=%)
k=1
A expressao anterior pode também ser utilizada para calcular o valor numérico aproximado
das derivadas primeira e segunda da fungdo f (x) em cada ponto nodal, isto é, os valores

df (x)] . d?f (x)|

de: parai=1, 2, .., m. Utilizando a interpolacdo de Lagrange para

dx |, dx* |,
0 computo dessas derivadas:
df (x)| _ dP, ,(¥)| ZA f( ) A_:dlj(x)
dx |~ dx |, boodx |
10| _a &)I MU g1 o)
ax’ XE " ZB () e

Os termos Ajj e Bjj podem ser calculados se derivando sucessivamente a expressao de 1;(x)
rearranjada na forma:

(x—xj)-lj(x):p“L'(x),assim:

aj;
dl, (x) 1 dp... (%)
_x. ). 27 | —_ . nodal :
(x=x;) o Thi(X) v @)
. 1. 2
(X—X.)-d JEX)+2.dJ(X):i_d pnodgl(x) (b)
: dx dx a, dx
e
4°(%) 5 91(X) 1 d* Py ()
o) e 3 e e ol ©

J
Adotando x=x #x; em (a) eem vistade: I;(x)=0 e & = Pjo (X), tem-se:

Aj:dlj(X)I :[( % }paraxiixj.

dx xi—xj)-aj

dIJ(X)| — 1 'dzpnodal(x)|

dx | 2-e dx’

Adotando x=xj em (b), tem-se: A; =

Xj
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. d ’ pnodal (X)

e , mas:
X

X

Adotando x =X, = x; em (b) tem-se: (x —X; )-B; +2- A _1
&;

d 2 pnodal (X)
dx?

. 1 d%p.. (%)
=2-a - A entdo: — . ——nodal 2"/
o - A ” i~

X; J

a d?l,(x)
| .
—j_—(xi—xj)-A,j,Iogo. B, = d;(z

A

A =2'(Xi_xj)"°ﬁj - A;, pois:

=2
o

X J

:Z-Aj-[Ai - L }paraxiixj.
% (x-x)

d?1,(x)
dx?

1 A d ’ pnodal (X)|
3-a; dx®

X; ]

Adotando x=x; em (c), tem-se B =

Xj

L — paraj #i
_ dl, (x) (X —X))-a;
Resumindo: A, =— = ,e
dx |, 1 dzpmda,(x)| -
T g paraj=i
2-A A - paraj #i
A A [A‘ (Xi—Xj)}
TTodx® | 3
g ) g

Nota-se que, para calcular os valores das derivadas da aproximacdo em cada um dos
pontos nodais, ndo é necessario gerar os polinémios interpoladores de Lagrange sendo
apenas necessario calcular as trés primeiras derivadas do polinbmio nodal em cada um dos
pontos nodais.

Para executar este procedimento de forma iterativa, Villadsen & Michelsen (1978)
sugerem o procedimento.

Para i=1,---,mej=1,---,m

P ; :(xi —xj)- P com p,=1
q; ; :(xi—xj)-qi'j_1+pi’j_l com ¢, =0
L =(xi—xj)-riyjfl+2-qi’j_1 com r,=0
s, =(%—x)-s ,*3-1,, coms,=0
Em que: Pumsa | _ ¢ dzpnodg.(X) - d:”pmdg. 0
dx |, 7 dx . dx .

10
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A sub-rotina que calcula as trés primeiras derivadas do polinémio nodal (normalizado)
programada em MATHCAD é mostrada a seguir:

derivadas (x,m) := | for ie1l.m
l«i-1
p«1

g« 0

r<0

s« 0

for jel.m
t<—x|—xj
S« ts+3r
r<tr+2q
q<tg+p
p<«tp

Res|’0<—q

Res, , «r

Res <« S

Exemplo [llustrativo: Calcular numericamente os valores das derivadas primeiras e
segundas da funcdo f(x)= ﬁ-sen(z-ﬂ~ x)nos pontos: 0,2; 0,4; 0,5; 0,6 e 0,8. a partir da

aproximacdo polinomial de 4° grau utilizando estes mesmos pontos como pontos nodais.
Comparar estes valores com os valores exatos.
Adotando o procedimento descrito em (11.9) e (11.10), determinam-se as matrizes:

-12,5000 45,0000 -53,3333 22,5000 -1,6667
-0,5556 -12,5000 17,7778 -5,0000 0,2778

A=| 02083 —5,6250 0,0000 5,6250 -0,2083
—0,27778 50000 -17,7778 12,5000 0,5556
16667 -22,5000 53,3333 -—45,0000 12,5000

(1111111 -675,0000 977,7778 —450,0000 36,1111]
19,4444 0,0000 —88,8889 75,0000 -5,5556
B=|-13889 1125000 -222,2222 1125000 -1,3889
—5,56556 75,0000 —88,8889 0,0000 19,4444
| 36,1111 —450,0000 977,7778 -675,0000 1111111|
Baseados nestes valores, calculam-se:
2 5

dfd(xx)I NdP(x)| ;A f(x,) e ddm;gx)| _d P(x)| ZB., f(x)
parai=1,2,3,4eb5.

XI X| X J

Apresentando os resultados em forma tabelada, tem-se:

11
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' Xi df (x) dPp, (x) d2f (x)| d?P, ()|
dx |, dx |, dx? \ dx? \
1 0,2 1,9316 2,5867 ~15,1079 | —29,5061
2 0,4 —2,7502 —2,8430 —23,2941 | -21,1512
3 0,5 —4,4429 —4,3863 —8,8858 —8,8085
4 0,6 —4,3168 —4,4232 11,7282 8,778
5 0,8 1,2049 2,1998 36,0854 60,8807

Nota-se uma grande discrepancia entre os valores exatos e aproximados das
derivadas primeira e segunda (sobretudo neste ultimo caso) nos pontos 0,2 e 0,8, apenas 0s
valores das derivadas primeira e segunda no ponto central (x = 0,5) sdo calculados com
uma precisdo razoavel. Tais resultados, entretanto, ndo caracterizam a inadequacdo do

procedimento para todas as fungdes, mas pode indicar que a fungéo f (x) = ﬁ-sen(z T x)

é muito mal aproximada por uma funcéo polinomial.
Investigando-se os valores das duas primeiras derivadas nos mesmos pontos para a

funcdo f(x) = exp(—x), obtém-se os seguintes resultados.

! Xi df (x) dr,(x) d*f ()| d*P,(¥)|
dx |y dx |, dx? \ dx? .
1 0,2 -0,8187 -0,8187 0,8187 0,8168
2 0,4 -0,6703 -0,6703 0,6703 0,6705
3 0,5 —-0,6065 —0,6065 0,6065 0,6065
4 0,6 —0,5488 —0,5488 0,5488 0,5486
5 0,8 -0,4493 —0,4493 0,4493 0,4510

Verificando-se uma grande melhoria na estimacao das duas primeiras derivadas, nos

pontos considerados, em comparac¢ao com as estimagdes da funcédo anterior.

B e

A interpolacéo polinomial de Hermite consiste em aproximar uma funcdo continua

INTERPOLACAO POLINOMIAL DE HERMITE

e definida no intervalo [0,+1], f(x), por um polindbmio de grau (2m-1) :

Pom-1(X), tal que: PZm_l(xj): f(xj)

. dP,,,, (x)| _ df (%)

dx

dx

Xj

,paraj =1, 2, .., m;sendo

os pontos x; (i =1, 2, ..., m) 0s pontos nodais ou pontos de interpolagéo.

Esse procedimento pode ser visualizado na Figura a seguir, onde se adotam trés

pontos nodais aproximando a fung@o por um polinémio de quinto grau.

12
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0 0.5 1

X Xk Vi

Fig. 5- Interpolacéo Polinomial de Hermite com 03 Pontos (5° Grau)
[Curva continua: Fungdo Exata - Curva Pontilhada: Funcéo Interpolada- Pequenos Quadrados: Pontos Nodais]

A forma direta de gerar o polinémio interpolador: P,n.1(X), representado por:
2m-1
Pyt (X) = Z c - X', é através da resolucéo do sistema algébrico linear:
i=0

2m-1 2m-1 . .
Pna (X)) = ZC X =1(x) e Ppy(x)=2 icxt=1f(x;),paraj=1,2,..,m
i=0

1 X, )(12 Xlszl_ B f(X1)_
1 X, X - X2 f(x,)
; ' 0T e :
1 X, X2 - xa e | ] F(%)
0 1 2% - (2m=1)-x™2|| i | | f'(x)
0 1 2%, - (2m=1)-x;"" | | Cops f'(x,)
0 1 2x, - (2m-1)-"* (%) ]

A resolucdo do sistema algébrico linear acima fornece os valores dos coeficientes ¢; , para i
=0,1, ..., 2m-1.

Exemplo llustrativo: Determinar o polindmio interpolador de Hermite de 5° grau da funcéo
f(x)= &-sen(z-;z-x) no intervalo [0,+1], utilizando os seguintes pontos de
interpolacdo: 0,2; 0,5€e 0,8.

/0,2 -sen(0,47)
102 022 02° 02 02 |[c] /0.5 sen(1.0r)
' ’ ) ’ ’ CO
J/0,8-sen(1,6
1 05 05 05 05 05 ||c 7) o
1 08 08 08 08 08 ||c| |2.7/0,2-cos(04r)+ sen(0,47) ”)
0 10 2.0,2 30,22 4.0,2° 5.0,2*||c, 2,0,
0 10 205 305 405 505|¢| | 2.70,5-cos(L0r)+ Se”(loﬂ)
0 1,0 2.08 3.0,8 4.0,8 5.08" ||¢| 2405
sen(1,6
27,/0,8-cos(1,67) + 2(08”)

13
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Ou, numericamente:

1 0,2 0,04 0,008 0,0016 0,00032 ] C, [ 0,4253254 | G 0,35225549 |
1 05 0,25 0,125 0,0625 0,03125] | c 0,0000000 C, —4,96315397
1 0,8 0,64 0,512 0,4096 0,32768 16| —-0,85065081 - C,| | 9510962438
0 10 0,40 0,120 0,0320 0,00800 | |c, 1,93162836 C, —152,79666262
0 10 13,00 0,750 0,5000 0,31250| |¢c, —4,44288294 C, 164,21527662
0 10 160 1920 2,0480 2,04800] |c,| | 1,20497295 | |c,| | -57,87556516
Representado graficamente abaixo:
1
Vint<xk> 0
T es
o 05 1
X Vi
Fig. 6- Interpolag&o Polinomial de Hermite com 3 Pontos (5° Grau)-Fungéo: f(X) = Jx - Sen(ZTcX)
[Curva continua: Fungdo Exata-Curva Pontilhada: Fungédo Interpolada-Pequenos Losangos: Pontos Nodais]

Observa-se na Figura acima que entre 0s pontos de interpolacdo, isto é: 0,2 < x <
1,0 a aproximacdo polinomial da fungdo é bastante satisfatoria, entretanto para valores de
x<0,2 o erro da aproximacao é mais pronunciado (compare com a Fig. 2).

O procedimento de determinacéo direta dos coeficientes da interpolagdo polinomial
de Hermite apresenta as mesmas limitacGes ja apresentadas na interpolacdo polinomial de
Lagrange. No presente caso, a aproximagdo polinomial pode ser calculada segundo um
procedimento semelhante ao de Lagrange, e que é apresentado a seguir.

Visando satisfazer as 2'm especificagdes impostas, propde-se a forma:

Pna(¥) =20, (x), em que:gj(x):[lj(x)T-[f(xj)+aj(x—xjﬂ para j= 1,...m s&o
j=1
polindmios em x de grau 2-m—1, que satisfazem a:

i-)gj(xi):{f(xj) parai=j

0 parai#|j

ii-)dgj—(x)z[lj(x)]-{z-mj—(x)[f(xj)+aj-(x—xj)}raj-lj(x)}que para x=X %X, 6

dx dx
nulo e para x = X;, resultando em:
dg; (x)

T = f'(xj):Z-Ajj-f(xj)+aj =a; = f’(xj)—Z-Ajj-f(xj).

Xj

14
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Obtendo-se:

Py (X) Zji['j (X)]2 { f (Xj){f'(xi)‘z'An f(x, )]'(X_Xi )}
dl; (x)

dx

(A)
Emque: A; =

Xj

ita de- Progar (X) Progal (X) . :
Em vista de: Ij(x):m:(x—xj).lj(x):#, em que: a; = Py, (X;) .

O que permite expressar (A) na forma: J
m 2 m l.
PZm—l(X):Z[Ij(X)] | f(Xj)+{2|:f'(xj)_2.Ajjf(Xj)]'y}' pnodal(x)' em que:

= j
dl, (x)
ST

m

» & = pr,wdal(xj) e pnodal(x)=(X_X1)'(X_X2)'”(x_xm):H(X_Xk)

k=1

Xj

E importante analisar os graus dos dois termos do membro direito da ultima expressdo
assim:

(a) Termo: Zm:[lj (x)]2 - f (xj): polindmio em x de grau 2-m-2;
j=1

(b) Termo: {i[f'(xj)—Z-Aﬂf(xp]-%}pm,da.(x)=qm1(x)-pnoda.(x) ¢ um

i j
polindbmio em x de grau 2-m-1 resultante do produto de um polindmio em x de grau
m-1, g, (x), por um polinémio em x de grau m,

pnoda.(x)=(X—xl)-(x—xz)---(x—xm):ﬁ(x—xk) , 0 polinémio nodal.

k=1
Outra forma da interpolacdo de Hermite pode ser obtida se colocando em (A) os

termos f(x;) e f'(x;) em evidéncia, resultando em:

f) =Py, (X)=>5,(X)- f (xj)+Zrj (x)- f’(xj), em que:

j=1 j=1
s;00=[1-2-A; - (x=x) ] [1,(0)] e 1,00 =0x=x,)-[1,(x)] [para j =1, 2, ..., m] sdo
polindmios de grau 2-m-lem x e I, (x) e A; tem o mesmo significado apresentado na
interpolacdo de Lagrange.

Exemplo llustrativo:No exemplo anterior, tem-se: x; =0,2; X, = 0,5 e x3 = 0,8.Assim:

_ (x-1/2)-(x-4/5) 5 (4 4al 2 _dl(x) .
L ()= {t/5-1r2) (5-415) 9 (4-13:x+10-X )= A, == T

~ (x-1/5)-(x-4/5) 4 e 2 CdL(x)]
)= aT1rs)(w2-ars) g (4-2 x4 25:x) = Ay == 0

15
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dl, (x)
dx

5

9

1L(x) (x-1/5)-(x-1/2)
T (415-115)-(415-1/2)
Determinando-se:

25 2 5 2
sl(x):a(lo-x-1)-[4—13-x+1o-x2] e rl(x):a-(S-x—l)-[4—13-x+10-x2],

=5

0,8

(1-7-x+10-X°) = A, =

sz(x):213—?-(4—25-x+25-x2)2 e rz(x):%-(2-x—l)-(4—25-x+25-x2)2;

33(x)=§-(9—10-x)-[l—?-x+10-x2]2 e L) =—-(5:x-4)[1-7-x+10-x ]

81
Os graficos desses polindmios sdo mostrados abaixo.
sl_(xk )0.8 ;,' ﬂk ) 0.05
2 i zwoéj>>#<f*%
5o A |
Y '," T o00s
e TN
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
Xk X
Resultando em:
(x=0,5)-(x-0,8) ] (x=0,2)-(x-0,8)T
P.(x)=(10-x—1 -£(0,2 -£(0,5
(9 =(10- ){ T 02)+ 0.5+
2 2
+(9—1o.x){(x_°'2)'("_0’5)} -f(0,8)+(x—O,2)-{()(_0’5)'()(_0’8)} - £/(0,2) +
0,18 0,18
2 2
H(x_0,5). (x-0,2)-(x-0,8) £(0.5) 4 (x_0,8). (x-0,2)-(x-0,5) £1(0.8)
0,09 0,18

XS

ERRO NA INTERPOLACAO POLINOMIAL DE HERMITE

De forma semelhante a interpolacdo polinomial de Lagrange, chega-se a seguinte
expressdo do erro na interpolacdo polinomial de Hermite:

Erro(x) =

1

d2" f ()

(2m)!

-{

dth

| Loty

, sendo & algum pontode l e :

Poocar (X) = [ J(x—x) : um polindmio em x de grau m.
i=1

Analisando a expressdo acima, chegam-se as seguintes conclusoes:
(@) o erro da interpolacdo € nulo para funcdes polinomiais em x de grau inferior a 2-m, pois:

d2" f (x)

dXZm

=0 para todo valor de x;
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(b) se f(x) for uma func&o polinomial em x de grau 2-m em que Com é 0 coeficiente de x°™,
~ . ~ , 2
entdo o erro da interpolacdo sera: Erro(x) =c,, -[pnodal (X)] ;

(c) se f(x) for uma funcdo polinomial em x de grau n > 2m entdo o erro da interpolagdo
sera:

Erro(X) = 0y_om (¥) [ Proga (x)]2 , em que :q,_,. (x) é um polindmio em x de grau n-2-m

Exemplo llustrativo: Analise o valor maximo do erro na interpolacio de 5° grau da funcao:
f(x) =sen(2-z-x) no intervalo [0,+1], utilizando os valores da funcdo e de sua derivada

nos pontos : 0,2; 0,5¢e 0,8.

d°f(x)

X6

<64-7°. 0

d°f (x)

Da expressao de f(x) verifica-se que: 5
X

—64-7°sen(2-7-x) =

7[6 2 2
5 MaX | o (X)|*, Mas 0 max|p,., ()| ocorre

que permite concluir que: |Erro(x)| <

nos limites do intervalo, isto é, em x=0 e em x=+1, cujo valor é:
64n
6

6
| 0,0064 = 0,5469 para0<x<1.

[Prsat O)f = | Progas @ =0,0064, logo: |Erro(x)| <

A seguir, representa-se o grafico de f(x) versus x (curva continua) e de fa(x), obtido por
interpolacdo polinomial de Hermite com os trés pontos apresentados, versus x (curva
pontilhada), apresentando também ao lado os valores dos erros em x=0 e em x=1.

Erro em x=0: -0,1935
Erro em x=1: +0,193E

0 0.5 1

Xk,)(k,Vi
Fig. 7- Interpolagdo Polinomial de Hermite com 3 Pontos (5° Grau)Fungdo: f (X) =sen (2 T X)

[Curva continua: Funcdo Exata-Curva Pontilhada: Funcédo Interpolada com pontos 0,20; 0,50 e 0,80]

De forma semelhante a apresentada no exemplo ilustrativo da interpolacdo de Lagrange,
investiga-se a melhoria da interpolacédo utilizando x=0 e x=1 além de x=0,5 como pontos de
interpolacdo, neste caso pode se estimar um valor superior do modulo do erro através de
64-7

6!

6
(11.15), resultando em: |Erro(x)|s max|pnoda,(x)|2, no presente caso o polindmio
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nodal é pnodal(x)=x-(x—0,5)-(x—1)=x3—1,5x2+0,5x:>W=3X2—3X+0,5 que

se anula nos pontos: 0,5(11%) em que | Pyogy (X)|=0,0481. Assim:
64-7°

6!
A representacdo grafica dessa nova aproximacao é mostrada na Figura a seguir.

Max | Py ()| =0,0023 e |Erro(x)| <

-0,0023=0,1978 para0<x <1.

Erros maximos (em médulo) em x=0,1766 e
em x=0,8234 , com o valor de 0,03915

0 0.5 1

X X Vi
Fig. 8- Interpolagdo Polinomial de Hermite com 3 Pontos (5° Grau)Fungdo: f (X) = sen(2-7z . X)

[Curva continua: Fungdo Exata-Curva Pontilhada: Fungéo Interpolada com pontos 0; 0,50 e 1]

Exemplo Proposto: Analise o valor maximo do erro na interpolacdo de 5° grau da

funcdo: f (x) =exp(—x) no intervalo [0,+1], utilizando os valores da funcdo e de sua

derivada nos seguintes pontos de interpolacéo: 0,2; 0,5 e 0,8. Refaga o exemplo adotando

como novos pontos de interpolacdo : 0 ; 0,50 e 1e compare com os resultados anteriores.
S

INTERPOLACAO POLINOMIAL MISTA DE LAGRANGE/HERMITE

A interpolacdo polinomial mista de Lagrange/Hermite sera definida como sendo a
aproximacdo de uma funcdo continua e definida no intervalo [0,+1], f(x), por um
polindmio em x de grau 2-m, P, (), satisfazendo a: P, (x; )= f(x;) e Py, (%)= ()
nos pontos de interpolacéo internos, isto €, para j=1, 2, ---, m e, além disso, uma das duas

possibilidades abaixo:

@ P (%)="f(%) ., em que xo = 0 [extremidade inferior é também ponto de
interpolacéao];

() Py (Xpu1) = (Xpt) + €M que Xms = 1 [extremidade superior é também ponto de

interpolacao].
A interpolacéo polinomial mista de Lagrange/Hermite pode também ser definida como a
aproximagéo de uma fungéo continua e definida no intervalo [0,+1], f(x), por um

polindmio em x de grau 2-m+1, P, ., (X), satisfazendo a: PZM(XJ. ) =f (xj) e
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P2’m+l
disso; Py, (%)= (%) .emquexo=0e P, . (X1 )=f(Xpy) » €M que Xps =1

[extremidades inferior e superior sdo também pontoa de interpolacéo].

(xj): f’(xj) nos pontos de interpolacdo internos, isto é, para j=1, 2, ---, m ¢, além

INTERPOLACAO POLINOMIAL MISTA DE LAGRANGE/HERMITE: usando a
extremidade inferior como ponto de interpolacéo
A forma direta de gerar o polindbmio interpolador: P,y (X), representado por:

P

2m

2m
(x) = Zci -x", é através da resolucéo do sistema algébrico linear:
i=0

PZm(xj)=ZZm:ci-x‘j =f(x;)paraj =012 .., me
i=0

Pz’m(xj):in:i-ci-xij‘lz f'(x;) para j = 1,2, .., m
i=0

(1.0 0 .. 0 | f(0)
Lox % e X ()
L ¢ e e ([a] | e
1 ¢
1 X, X5 - a1t =] f(x,)
0 1 2% - 2:m-x"* || Coy f'(x)
0 1 2% = 2m-x"" | [Cn | | f'(%,)
0 1 2x, - 2:m-x""] (%) ]

A resolucédo do sistema algébrico linear acima fornece os valores dos coeficientes ¢; , para i
=0,1, .. 2m.

Fundamentado na interpolacdo de Hermite, chega-se a:

PZm(x){—E::::Eg;} ~f(xo)+2g,-(x)-

Em que:  Ppoga (¥)=(x—%)-(Xx=%,)---(x=x,) [0 polindmio nodal considerando
exclusivamente os pontos internos de interpolacao] e

of (x):xij-[lj (x)]2 -[f (x;)+a;-(x=x )] , para j= 1,..., m sdo polinémios em x de grau
2-:m, que devem satisfazer a:

i-)g; (xi):{]c (Xj) para i = (j& satisfaz!); ii-) g, (%,)=9;(0)=0(jé satisfaz!);
0 parai#|j

ii-) ———= calculando a derivada:

dg; (x)
dx

=1'(x)-6,;,
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dg;(x . S
para: X=X # X, — =0 pois I;(x)=0quando i j (ja satisfaz!);

' 1 , 1
= f (xj):liz-Ajﬁx—] f (xj)+aj —a, =f (xj){ZAﬂ+X—:l-f

i j

dg.
para: X=X, gdj—x(x)

Assim, o polindmio P,y(x) é expresso por:

Xj

Py (X) :{E:::%:EST (%) +
+,-Zr::xij[lj (x)]2 {f (Xj)'f-[f'(xj)—[z-Ajj +Xi,} f(XJ)}(xxj)} (B)
emque: A, = Ié)((x) e ;= Pl (X))
Usando na expressao acima a propriedade: (x —X; ) I, (x)= M obtém-se:

;i

dal Z N 2 | g ! —Ij b
PZm(X){;’:;Tlim .f(xo)+éxij.[|j(x)] .f(xj)+{;[f (Xj)_[z'Ajj+X—ij(Xj):|'a.(-x)

i
E importante analisar os graus dos trés termos do membro direito da Gltima expressao,
assim:

2
(a) Termo: [M} - f(%,) polindmio em x de grau 2-m;
pnodal (0)

X 2 . C A .
(b) Termo: JZ:;X—J[IJ(X)] £ (x;): polinémio em x de grau 2-m-1;

. m l 1 |j(X) . _ .
(c) Termo: {Z{f (X,—)—[Z‘A,ﬁ;]f(xj)}‘—a_ . } X Proga ()= Q3 (X)X Procar ()

j=1 i i

é um polinbmio em x de grau 2-m resultante do produto de um polindmio em x de grau
m-1, qm_l(x), por um polindmio em x de grau m+1, X- P, (X). Esse Gltimo polindmio
pode ser interpretado como um novo polindmio nodal, pois Xx=x,=0 passou a ser também
um ponto de interpolagao, isto &: Py, (X) = (X=X ) (X=%)-...-(X=X; ) = X Progar (X) -

Colocando em (B) os termos f ( £'(x; ) em evidéncia, resulta:

(X- Prodal (X) :|2
J pnodal (0) ’

X;) e
f(x) = PZm(x):Zm:sj(x)- f (xj)+_zm:rj(x)- f!

j=1

S

emaue: 5, (1)<

20
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X

%[Ij(x)]z{l—(Z-Aﬂ+i_]-(x—xj)} paraj= 1,2, -, me
J
%-[Ij (x)] - (x—x;) todos polindmios em x de grau 2:m.

|

INTERPOLACAO POLINOMIAL MISTA DE LAGRANGE/HERMITE: usando a
extremidade superior como ponto de interpolacao

A forma direta de gerar o polindbmio interpolador: P,n (X), representado por:

2m
(x)=>.c;-x', é através da resolugao do sistema algébrico linear:
i=0

PZm(xj)=Zchi-x‘j =f(x)paraj =12 ..,mm+le
i=0

P

2m

Pz’m(xj):in:i-ci-xij‘lz f'(x;) para j = 1,2, .., m
i=0

(1% X - X" f(x)
1 x, x x2" f(x,

: G :

1 x, X3 el I f(x,)
1 1 1 1) =l (1)
0 2%, oo 2.mex2™ | Coy f'(x)
0 1 2%, - 2m-x;" | [Cm | | F'(X,)
0 1 2x, - 2:m-x;" L F (%) ]

A resolucdo do sistema algébrico linear acima fornece os valores dos coeficientes ¢; , para i
=0,1,..,2m.

Fundamentado na interpolacdo de Hermite, chega-se a:
2
. pnodal (X)
P,(X)=)> g.(x q{—} (X,
’ JZ; J( ) pnodal (1) ( 1)
Em que: poga (X) =(X—%)-(X=%,)---(x=x,) e

gj(x):ll__; [T L f(x)+a;-(x=%)] . para j= 1,.., m sdo polindmios em x de
J

grau 2-m, que devem satisfazer a:

i')gj(xi):{f(xj) parai = ]

(j& satisfaz!); ii-) g;(x,..)=9;(1)=0 (ja satisfaz!);
0 parai# ]
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Interpolacdo Polinomial
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dg.
iii-) 9, ()} _ f'(x;)-8; ;. calculando a derivada:
dx | '
dg; () 1-x | dl(x) 1(x) 1-x
éx [I‘(X)}ﬂz'(l—xjj' (ij _1J_Xj -[f(xj)+aj-(x—xj)]+aj- 1 x, 15(x)
para: X=X # X, dgé_)fx) =0 pois I;(x)=0quando i = j (ja satisfaz!);

dg; (x)

dx

Assim, 0 polindmio Pan(X) € expresso por:

para: X=X,

j ]

Py, (X) =le;£11_‘—;lj[lj (x)] -{f (xj){f'(xj)—{z-/xjj —ﬁ] f(xj)}-(x—xj)}+

2
pnodal(x):|
o P O] ¢ (©)
|: pnodal (1) ( 1)
dl. (x
em que: A; :%) € &) = Proga (X))

]

Usando na expressao acima a propriedade: (x —X; ) I, (x)= D”L'(X) obtém-se:

;
_ | 1-x . z _pnodal(x) 2_

PZm(x)_; — LG0T (%) —p -0 f (X )+

I (x

g e A o et

E importante analisar os graus dos trés termos do membro direito da ultima
expressdo, assim:

(a) Termo: Y 1-X
1\ 1-

j

j-[lj (x)]2 - (x;): polindmio em x de grau 2-m-1;
2
(b) Termo: {p”L'(X)} A ( m+1) polindbmio em x de grau 2-m;

pnodal (1)

(¢) Termo: {z{f (x)- [2 A ]” >} - (1(_X)x_)}<1—x>-pmda.(x>=qm-1<x>-(1—x>-pmdm(x)

j=L

é um polinbmio em x de grau 2-m resultante do produto de um polinémio em x de grau
m-1, g, (x), por um polinémio em x de grau m+1, (1—X)- Poqy (X) -

Esse ultimo polindmio pode ser interpretado como um novo polindmio nodal, pois X=Xm+1=
1, passou a ser também um ponto de interpolacdo, isto é:
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Interpolacdo Polinomial
de Lagrange e de Hermite

p:odal(x):(x_xi)'m'(x_x ) ( m+1) ( ) Proa (X) -

Colocando em (C) os termos f (XJ) '( ) em evidéncia, resulta:

m+1

f(X)EPZm(X)zésj(x)'f(xj)—i_grj x)- £'(x; )|, em que:
sj(x):(ll__;}[lj(x)f{l LZ A —1—] (X=X, )} paraj= 1,2, ---,m

]

2
Proda (X) 1-x 2 TMAMG
Spa(X)= [m} e r,(x) =(1_ " }[Ij (x)] - (x—x;) todos polindmios em x de grau

2-m.

INTERPOLACAO POLINOMIAL MISTA DE LAGRANGE/HERMITE:usando ambas as
extremidades como pontos de interpolacdo

A forma direta de gerar o polindmio interpolador: Pan+1(X), representado por:
2m+1

Pyt (X) = Z c,-Xx', é através da resolucéo do sistema algébrico linear:
i=0
2m+1

Pomer (%) = ZC X;=1f(x;)paraj =012 .., mm+le

P (%)) = ;}:i-ci Xt =1(x) paraj = 1,2 ., m
10 0 ... 0 0 ] [ £(0) ]
1 X:L 2 X12m X12m+1 f(Xl)
1 X, xj Xsm X22m+1 r , . f(xz)
3 . : ) : S
R I T R A TN
11 1 1 1 Coma f(l)
0 1 2¢ - moc™t 2-(m+1)-x" | | Gy £(x,)
0 1 2% - 2:m: szl 2_(m+1)_X22m | Comaa | f'(Xz)

0 1 2%, - 2:mx" 2-(m+1)-x" | (%)

m

A resolucdo do sistema algébrico linear acima fornece os valores dos coeficientes ¢; , para i
=0,1,..,2m+1.

Fundamentado na interpolacdo de Hermite, chega-se a:

=] B0 1) S, )+ 2ol )

pnodal (1)

23
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Em que: pnodal(x):(X_Xl)'(x_xz)'“(x_xm)e
_ x-(1-x) 2 . o A
g, (x)—m-[lj (%)] -[f (x;)+a -(x—xj)] , para j= 1,..., m sdo polindmios em x

de grau 2-m+1, que devem satisfazer a:

g, (xi):{f (%) parai= ] (j4 satisfaz!); ii-) g, (%) =9, (0) =0 (ja satisfaz!);

0 parai= ]
iii-) g, (X,,1) =9, (1) =0 (ja satisfaz!);
da.
iv-)g’—(x) = £'(x;)-,,, calculando a derivada:
dx A
dgj(x):[h(x)} o X(1=x) dlj(x) (1-2-%)1;(x) [1(x)+a,-(x=x)]+a,- X-(1-x) .
dx X;-(1-x;) dx X;(1-x;) SR ! boxg(1-x
el 1G] I _ e
para: X =X # X, ™ =0 pois I;(x)=0quandoi= j (ja satisfaz!);

dg.
para: X=X, gé_(x)
X

1—2-xj

= f'(xj)=[2-Ajj+m]-f(xj)+aj =

. 1-2-x.
a;=f (Xj)—[2-A,-,- +m] f (Xj)

Assim, o polindmio Pzm+1(X) € expresso por:

Pns(9) = {—g gg;} (L-%)- £ (%) +

LT (TR (AR O KT A

J

+|: pnodal(x):| -X- f (Xm+1)

pnodal (1)
dl. (x
em que: A =#
X

€ aj = pr,mdal (Xj)

Xj

— pnodal (X)

a;

Usando na expressdo acima a propriedade: (x —X; ) I, (x) , Obtém-se:
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Prodal (O) = Xj (1_ X;

m x-(l—x U X) 1-2-x,
P e

E importante analisar os graus dos trés termos do membro direito da ultima
expressdo, assim:

(a) Termo: > 1-x
i\ 1-

j

)= B 1010 S, T )+ e,
(

J-[Ij (x)]2 - f (xj): polindmio em x de grau 2-m-1;

2
(b) Termo: {E“L'(()l())} - f (X1 ) : polindmio em x de grau 2-m;
nodal

(¢) Termo: {Z{f (%)- [2 A —1—] f(x >] (1(X)X )}a—xwpma.(x):qm1<x)'<1—x>~pmda.<x>

j=L i
€ um polinbmio em x de grau 2-m resultante do produto de um polinémio em x de grau
m-1, g, (x), por um polindmio em x de grau m+1, (1—X)- Poga (X) -

Esse ultimo polinémio pode ser interpretado como um novo polindmio nodal, pois X=Xm+1=
1, passou a ser também um ponto de interpolacao, isto é:

p:odal (X)=(X—Xl)'...'(X—Xm)'(X—Xm+l)=—(1—X)' pnodal(x)'
Colocando em (D) os termos f (x;) e f'(x;) em evidéncia, resulta:

f(x)=P,,.,(X) :%sj (x)- f (xj)+zm:rj (x)- £'(x;)|, em que:

i=1

sj(x)=[11__)z}[|j(x)]2 {1 (2 Iy —1—j (x— x)} paraj= 1,2, -+, m

2
Spa(X)= [F;”n‘:%a'l(()l())} e r,(x) :(11__;(] J-[Ij (x)]2 -(x—x;) todos polinémios em x de grau

2-m.

ERRO NA INTERPOLACAO POLINOMIAL MISTA DE LAGRANGE/HERMITE:usando a
extremidade inferior como ponto de interpolacio

De forma semelhante a interpolacdo polinomial de Lagrange, chega-se a seguinte
expressdo do erro na interpolacdo polinomial mista de Lagrange/Hermite:

Erro(x) =

1 d2m+lf (t) )
AT , ond 6 al dele:
(2-m+1)![ de*™* L X Proga (X) |}, onde & ¢ algum ponto de I e

Prodar (X) = ﬁ(x— x; ) : polindmio de grau m.

Analisando a expressdo acima, chegam-se as seguintes conclusoes:
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Riscado

Argimiro R Secchi
Realce
Faltou incluir o ponto nodal x = 0.


Argimiro R Secchi
Realce


Interpolacdo Polinomial
de Lagrange e de Hermite

(@) o erro da interpolacdo € nulo para funcdes polinomiais de grau inferiora 2-m+1, pois:
d 2m+lf (t)
(b) se f(x) for uma funcéo polinomial de grau 2-m+1cujo coeficiente de x*™* é Comes

=0 para todo valor de t;

entdo o erro da interpolacéo sera: Erro(x) =c,,., - X- [ Progal (x)]2 ;

(c) se f(x) for uma funcdo polinomial em x de grau n > 2-m+1lentdo o erro da
interpolagdo  serd:  Erro(x) =0, ,ym1(X) X[ Proga (X)I* , emque :q, ,, ,(X) € um
polindbmio em x de grau n—2-m-—1.

ERRO NA INTERPOLACAO POLINOMIAL MISTA DE LAGRANGE/HERMITE:usando a
extremidade superior como ponto de interpolacdo

De forma semelhante a interpolacdo polinomial de Lagrange, chega-se a seguinte
expressdo do erro na interpolagdo polinomial mista de Lagrange/Hermite:

1 [d>™f (1) ) , |
Erro(x) = Zmeni @ | +(X=1)-[ Pyocar ()]}, onde & é algum ponto de I e:

m
Procar (X) = [ J(x—x;) : polinémio de grau m.
i=1
Analisando a expressdo acima, chegam-se as seguintes conclusoes:
(a) o erro da interpolacdo € nulo para fungdes polinomiais de grau inferiora 2-m+1, pois:
d 2m+1 f (t)
dt2m+l
(b) se f(x) for uma funcdo polinomial de grau 2-m+1cujo coeficiente de X 8 Come

=0 para todo valor de t;

entdo o erro da interpolagao sera: Erro(X) = Cyp.; - X[ Proga (X)]2 ;

(c) se f(x) for uma funcdo polinomial em x de grau n > 2-m+lentdo o0 erro da
interpolacao sera:
Erro(x) = 0y_pms (X) - (X=1)[ Ppoga (X)I* , €M que :q, ,,,(X) € um polinémio em x de
grau n—2-m-1.

ERRO NA INTERPOLACAO POLINOMIAL MISTA DE LAGRANGE/HERMITE:usando as
extremidades inferior e superior como pontos de interpolacio

De forma semelhante a interpolacdo polinomial de Lagrange, chega-se a seguinte
expressao do erro na interpolacdo polinomial mista de Lagrange/Hermite:

1 [d™2 () ) , |
Erro(x) = Zme2 @ | +X-(X=1)-[ Ppogar (X) ]| onde & é algum ponto de 1 e:

Poocar (X) = [ (X=X, ): polindmio de grau m.
i=1

Analisando a expressdo acima, chegam-se as seguintes conclusoes:
(a) o erro da interpolagdo € nulo para funcbes polinomiais de grau inferiora 2-m+ 2, pois:
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de Lagrange e de Hermite

d 2m+2 f (t)
dt2m+2

(b) se f (x) for uma funcéo polinomial de grau 2-m+2cujo coeficiente de x*™?2 é coms2

=0 para todo valor de t;

entdo o erro da interpolagéo sera: Erro(x) =c,,,., -x-(x—l)-[ Prodal (X)]Z;
(c) se f(x) for uma fungéo polinomial em x de grau n > 2-m+2entdo o erro da

interpolagéo serd: Erro(x) =0, pm_»(X) X+ (X=1)-[Ppoga (X)I* , €M que :q, ,, ,(X) € um
polinbmio em x degrau n—2-m—2.
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