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Na aula de hoje iniciamos os estudos sobre quadratura
numeérica, que consiste em obter um ndmero real que
aproxime o valor da integral definida

I(f) = /ab f(x)dx.

Assumiremos que f é continua e, geralmente, assumiremos
também que f € suave.

A quadratura numérica é usada quando conhecemos f apenas
em alguns pontos ou quando é inviavel calcular /(f)
analiticamente.
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Formulas de Quadratura

Sabemos do curso de Célculo | que a integral definida (de
Riemann) de uma fungéo continua f em [a, b] é

I(f) = / ’ f(x)x = lim Zn:f(zk)Axk,
a k=1

em que Axx = Xx — Xk_1 € Zx S0 pontos arbitrariamente
escolhidos em [xx_1, xx] para k = 1,...,n, sendo

a=X<x4<...<Xp_1<Xxp=0>b.

Na quadratura numérica, aproximamos /(f) por uma soma
finita, na qual f € amostrada em alguns pontos, chamada
formula de quadratura.
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Exemplos de Somas de Riemann

Uma soma die Riemann é da forma >";_, f(zx)Axk, em que
AXk = Xk — Xk_1 € Zk € [Xk_1,Xk] para k = 1,...,n, sendo

a=Xg<x1<...<Xp_1<Xp=0>b.

Figura: Somas de Riemann com (retirado de Wikipedia).
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Formulas de Quadratura

Formalmente, numa férmula de quadratura de n+ 1 pontos

temos .
1) = wif(xk) + Rt
k=0
em que
B X0, X1,...,Xn € [@, b] S0 0s nbs de integragao,
B Wy, Wq,..., W, SA0 0S pesos,

m R, ¢ éoresto.

Dessa forma, numa quadratura numérica definimos

b n
I(f) = / f(x)dx = > wif(x).
a k=0
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Formulas de Newton-Cotes

As férmulas de Newton-Cotes sédo obtidas usando interpolagao
polinomial ou interpolagéo polinomial por partes em pontos
Xp < Xy < ... < Xpigualmente espacados em |a, b].

Temos uma féormula fechada de Newton-Cotes se x; = ae
Xn = b. Caso contrario, temos uma férmula aberta de
Newton-Cotes.

Em outras palavras, numa férmula aberta de Newton-Cotes,
temos xo, X1,...,Xn € (&, b).
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Exemplo de uma Férmula Aberta de Newton-Cotes
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A Regra dos Retangulos Repetida
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Féormulas Fechadas de Newton-Cotes

Seja p, 0 polinémio de grau n que interpola f nos pontos

qK Wk=0.1,....n,
n

Xk = a-+

igualmente espagados no intervalo [a, b].

Usando a forma de Lagrange temos

n

Pa(x) = F(X6)Lo(X)+ T )L1 ()4 . +F(xa)La(x) = 3 F(x00)Lic(X),

em que
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Consequentemente,

em que 0S pesos wy, Wy, ..., W, sdo dados por

b
Wk:/ Le(x)dx, Vk=0,1,...,n.
a

Note que os pesos ndo dependem da funcao f!
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Regra dos Trapézios

A regra dos trapézios é obtida considerando n = 1.

Nesse caso, xp = ae xy = b. As bases de Lagrange séo
X — X1 X1 — X X — Xo X — Xo
Lo(x) = = Ly(x) = =
o(x) Yo X - 1(x) :

N X1 — Xo N h
em que h = x; — Xp. Logo,

b X1 _

Wo =/ Lo(x)dx :/ <X1 . X) dx =
a X0
b X1 _

wy :/ L1(x)dx :/ <X hXo> dx =
a X0

Portanto, na férmula dos trapézios temos

1)~ To() = 5 (100) + 1)) = 2 (o ).

)

NS> NS
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llustracdo da Regra dos Trapézios

I

I
a b
Figura: A integral de f em [a, b] é aproximada pela integral da fun¢éo

linear em [a, b], i.e., (b — a)25 = 2(yo + y1), sendo y; = f(x;) para
i = 0,1. (Figura retirada de Wikipedia)
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Erro da Regra dos Trapézios

Da interpolagéo polinomial, sabemos que

1(x) = pr(x) + 3(x —%0)(x —x)F"(€). € € (o, x1).

em que p; € o polinbmio de grau 1 que interpola f em xp € Xxy.

Integrando ambos os lados da equacao, obtemos

X4 X4 X1 1
= [ t00dc= [ piade [ 50— x0)(x - ) (€)ox
X0 X0 Xo
= T1(f) + Er,
em que £ depende de x e
1 [

E
T=2

(X Xo)(x — x1)f"(§)ax.
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Erro da Regra dos Trapézios

Pelo teorema do valor médio para integrais, temos

Er = fﬂén) /X1 (x = X0)(Xx — x1)dx, 1 € (X0, %1).

0

Tomando z = x — xp € h = x; — Xg, concluimos que

X1 h _h3
/ (x—xo)(x—x1)dx:/ z(z — h)dz = )
X0 0 6
Portanto,
h3 h3
I(f) = T1(f)—ﬁf”(c) = Er = —Ef”(c) para algum c € (a, b)
< (%)
Th= 12 xorgn)?gm ’

supondo que " existe e é continuo em |a, b].
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Regra dos Trapézios Repetida

Note que E7 pode ser grande quando a integral é calculada em
um intervalo grande. Para contornar esse problema, podemos
fazer uma subdivisdo do intervalo [a, b] com pontos

Xk =a+ b;ak, vk =0,1,...,n,
igualmente espacados e aplicar a regra dos trapézios em cada
um dos subintervalos [xx_1, Xk], para k =1,...,n.

Equivalentemente, podemos aproximar f por uma fungéo linear
por partes Ny que interpola f em xg, X1, ..., Xp.

Nesse caso,

I(f) = /ab F(x)dx ~ /abl'h(x)dx — To(f).
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Formalmente, temos a aproximacéao

n

= /ab f(x)dx ~ /ab Mi(x)dx =)

k=1

/Xk M (x)dx = T(f).

Xk—1

Considerando a expressao para o resto, obtemos

I = Z (3 (1001 + ) — 5700

3
22( Xk—1) k)) .?sz”(nk)
— To(f) + Er.

Concluindo a regra dos trapézios repetida define

h
I(f) = Tn(f) = 5 (yo +2V1+ 2+ 21+ yn),

emque yx = f(xx) parak =01,1,...,n.
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llustracdo da Regra dos Trapézios Repetida

>
a b
Figura: Aplicacao da Regra dos Trapézios Repetida com 4

subintervalos [xx_1, Xk] para k = 1, Idots, 4. (Figura retirada de
Wikipedia)
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Erro da Regra dos Trapézios Repetida

Supondo que " é continua em [a, b], uma generalizagao do
teorema do valor intermediario garante que existe ¢ € (a, b) tal
que
s n 3
Er=——=) (k) = —nf”(c)ﬁ.

Portanto, o erro da regra dos trapézios repetida aplicada para
estimar a integral fa x)dx para uma fungdo com derivada
segunda continua em [a b] satisfaz

b—a

2
12 "M

|Er| = (f) = Ta(f)] <

em que
Mo = max |f"(£)].

a<x<b
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Exemplo 1

|
Considere a integral definida l(f):/ e*dx.
0

@ Estime /(f) usando a regra dos trapézios repetida com 10
subintervalos. Determine o erro cometido e compare com
a estimativa apresentada anteriormente.

® Supondo que desconhecemos o valor de /(f), quantos
subintervalos sao suficientes para garantir um erro
[I(f) — Ta(f)] < 10732
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Resposta: (a) Os pontos xx = 0.1k, para k =0,1,...,10,
dividem o intervalo [0, 1] em 10 subintervalos. Dessa forma,

Tio(f) = %(e°+29°'1+2e°'2+. . +2e%8 12699 1 g) = 1.7197,

enquanto
I(f) = /1 edx =e' —1=1.7183.
Portanto, o erro da est(;mativa é
|I(f) — Tyo(f)| = 0.0014317.
Por outro lado, sabemos que

My, = max |f"(£)| = max & =e'.

a<g{<b a<é<b
_ B 2
= [I(f) = Tx(f)] < bmah?Mz = (01?2 © — 0.0022652.

De fato, temos |/(f) — Tio(f)| = 0.0014317 < 0.0022652.
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(b) Teremos |I(f) — Tx(f)] < 1073 se

bfaz - e 2 -3 12X1073
S2EMy = S <1070 = h< R

Portanto,

b—a b—a 1 e
"= = "R T R7 W\ izxcios T P

ou seja, um numero de subintervalos maior que 15 (n > 16) é
suficiente.
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llustracdo da Regra 1/3 de Simpson
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Figura: Aplicagéo da Regra 1/3 de Simpson. Note que os nds de
interpolagéo sdo (xx, yx) para k =0,1,2,sendo xo = a, xo = b e
x; = m= 22 (Figura retirada de Wikipedia)
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Regra 1/3 de Simpson

A regra dos trapézios é obtida considerando n = 2.

Nesse caso,
xx=a x=(@a+b)/2 e xo=b

As integrais das bases de Lagrange séo

woz/:Lo(x)dx:/ ((X X)X =X) g4 h,

Xo—X1)(X0 ) 5

_ [ _[® (X=X)(x—x2) , _ 4h
W1—/a L1(x)dx_/x0 (x1—xg)(x1—xg)dx_?’
_ [ _ [ X =X)x—x1) ,_h
Wz_/a L2(x)dx_/x0 (xg—xg)(xg—x1)dx_§’

gue podem ser calculadas considerando z = x —xg.
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Regra 1/3 de Simpson

Portanto, na férmula 1/3 de Simpson temos

(1)~ Sol1) = 3 (Fx0) +4106) + £(x0)) = 2 (o + 4y + ).

Supondo que a derivada () & continua em [a, b], pode-se
mostrar que o resto na formula 1/3 de Simpson satisfaz
h5

Es = I(f) — So(f) = —ﬁf"v(ﬁ), ¢ € (ab).

Note que o erro da formula 1/3 de Simpson depende de h°!
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Regra dos 1/3 de Simpson Repetida

Tal como na regra dos trapézios, o resto Eg da regra 1/3 de
Simpson pode ser grande quando a integral é calculada em um
intervalo grande.

Para contornar esse problema, subdividimos o intervalo [a, b]
com pontos

—a, .
Xi=a+ i, Vi=0,1,....n,

igualmente espagados com n par e aplicar a regra 1/3 de
Simpson em cada um dos subintervalos [xa4_2, Xok], para
k=1,...,n/2.

Equivalentemente, podemos aproximar f por uma fungao
quadratica por partes N, que interpola f em Xg, X1, - . ., Xn-
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Assim, na regra 1/3 de Simpson repetida temos
n/2

b b Xok
:/ f(x)dxz/ I_Ig(X)dX:Z/ Ma(X)dx = Sn(f).
a a k=1 Xok_—o2
Considerando a expressao para o resto, obtemos
n/2
h s
I(fy=>" <3 (f(szfz) + 4f(Xok—1) + f(sz)) - gof('v)(nk)>
k=1
n/2 s n/2
=3 Z( (X2k—2) + 4f(Xok—1) + f(Xok) ) Zf(”’) (1)
k=1
= Sp(f) + Es.

Concluindo, a regra 1/3 de Simpson repetida fornece S,(f) =

g (f(xo) +4f(x1) + 2F(%2) + 4F(x3) + ... + 2F(Xn_2) + AF(Xn_1) + f(x,,)).
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llustracdo da Regra 1/3 de Simpson Repetida

Figura: Aplicagdo da Regra 1/3 de Simpson Repetida com 4
Subintervalos e n = 8. Note que os nés de interpolag@o sao (X, y«)
para k =0,1,...,8. (Figura retirada de Wikipedia)
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Erro da Regra 1/3 de Simpson Repetida

Supondo que () & continua em [a, b], uma generalizagéo do
teorema do valor intermediario garante que existe ¢ € (a, b) tal
que

BB /2 n 5 5

Es = — g5 2 (M) = 5 H(€) 40 = ~nf(e) o

Portanto, o erro da regra 1/3 de Simpson repetida para estimar
aintegral [? f(x)dx de uma fungao com derivada f(*) continua
em [a, b] satisfaz

b—a

_ o R
Esl = 11(f) = Salf)| < 2= HeMa,

em que '
My = max |[fM)(¢)).

a<¢{<b
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Exemplo 2

.
Considere a integral definida l(f)_/ eXdx.
0

@ Estime /(f) usando a regra 1/3 de Simpson repetida com 5
subintervalos da forma [xox_2, Xok], Sendo k = 1,2,...,5.
Determine o erro cometido e compare com a estimativa
apresentada anteriormente.

@ Supondo que desconhecemos o valor de /(f), quantos
subintervalos, quer dizer quantas aplicagdes da regra 1/3
de Simpson, garantem um erro |/(f) — Sp(f)| < 10737
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Resposta: (a) Os pontos x; = 0.1/, parai=0,1,...,10 séo
igualmente esapgados em [0,1] e h = x; — x;_y = 0.1 para
i=1,...,10. Dessa forma,

A
Sio(f) = (%(eoJr4e°'1 +2e%2 .. +2e%8 1469 1 e) = 1.7183,

enquanto
I(f) = /1 edx =e' —1=1.7183.
Usando uma precisébomaior, concluimos que o erro da
estimativa é
|I(f) — Syo(f)| = 9.5347 x 107",
Por outro lado, sabemos que
My = max [fM)(¢)] = max ef = e

a<{<b a<é<b
b—a,, (0.1)%e 6
— < - = =1. .
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(b) Teremos |I(f) — Sp(f)| < 1072 se

b—a 4 e 4 -3 4 180)(1073
_ he 22X
180hM4 180h <10 — < o

Portanto,

b—-a b-a , e
h=—" = "> =\ 1s0x103 9713

Como ndeve ser par, n > 2 é suficiente. Portanto, basta aplicar
aregra 1/3 de Simpson uma vez.
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Teorema Geral do Erro

Teorema 3

Sejam f uma fungdo com derivada f("t2) continua em [a, b] e
pn 0 polinbmio que interpola f em pontos igualmente
espacados a= Xy < X1 < ... < Xp = b do intervalo [a, b].
Nesse caso, o resto E, = I(f) — |. f pn(Xx)dx da férmula de
Newton-Cotes fechada satisfaz

m Sen é impar:

hn+2 f( n+1)

(n+1)!(§)/0 z(z—1)...(z=n)dz, € ]a b

n —

m Senépar:

n+3 £(n+2) n
E,— ’M/o (z- g) 2(z—1)...(z—n)dz, ¢e]ab].
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Consideracdes Finais

Na aula de hoje apresentamos férmulas para estimar
numericamente uma integral definida fab f(x)dx.
Especificamente, apresentamos as férmulas de Newton-Cotes,
em que
b b b b
/ F(x)dx ~ / pr(x)dx  ou / F(x)dx = / Mm(X)0x.
a a a a
Em particular, vimos
m A regra dos trapézios repetida é obtida aproximando f por
My em xp, X1, ..., Xn.
m A regra 1/3 de Simpsion repetida € obtida aproximando f
por > em Xxp, X1, ..., X, COM N par.

Muito grato pela atengao!
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MS211 - Calculo Numérico

Quadratura Gaussiana
(Slides Modificados de M. E. Valle)
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Introducgao

Na aula anterior iniciamos os estudos sobre quadratura
numeérica, que consiste em obter um ndmero real que
aproxime o valor da integral definida

I(f) = /‘sz ’ f(x)dx.

De um modo geral, numa quadratura numeérica definimos
b n
I(f) = / f(x)dx = > wif(xk) + Rns1,
a k=0

em que Xp, X1, . .., Xn € [a, b] s&o os nds de integracao,
Wo, Wy, ..., Wn S0 0S pesos e R, ¢ € o resto da integracgao.
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As férmulas de Newton-Cotes sao obtidas considerando
Xo, X1, - - ., Xp igualmente espagados no intervalo [a, b].

Por exemplo, numa férmula fechada de Newton-Cotes temos

b b
I(f) = / f(x)dx = / pn(x)dx + Rpy1,
a a
em que p, € o polinbmio de grau n que interpola f nos pontos

Xx = a+ hk, comh:?, parak =0,1,...,n.

Note que a aproximagdo acima serd exata, ou seja R, =0,
se f for um polindmio de grau menor ou igual a n.
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Quadratura Gaussiana

Na quadratura Gaussiana, também aproximamos

/  Hx)dx ~ zn: WieF(x) = Gol).
a k=0

Especificamente, tanto os nds de integragao xg, X1, ..., Xn
COMO 0S pesos Wy, Wy, ..., Wy sdo escolhidos de modo que

/b f(x)dx = Zn: Wi f(Xk),
a k=0

ou seja, Ry = 0, se f for um polindbmio de grau < 2n+ 1 em

b n
1) = [ 00 = S wef(06) + R
a _
k=0
Gn(f)
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Quadratura Gaussiana paran=1e [a,b] = [-1,1]

Considerando n=1 e [a, b] = [-1, 1], devemos ter

1
/_1 f(t)dt ~ G1(f) = Wof(to) + Wy f(t1)7

sempre que f for um polinbmio de grau < 3, ou seja,

1

/ 1dt = wof(fp) + wif(ly)) = wo+wy =2,
1
1

/ tdt = wof(t) + wif(ty) = wplop+ wity =0,
1

1
2
/ t2dt = wof(fp) + wyf(ty) — W0t§+W1t12: 3
—1

1
/ Bdt = wof(t) + wf(ty) =— wols + wyt2 = 0.
—1
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Quadratura Gaussiana paran=1e [a,b] = [-1,1]

Obtemos um sistema nao-linear com 4 equagoes € 4
incognitas:
Wy + wy = 2,
Wolg + w1ty = 0,
%%+mﬂ_§
Wotg + wyt 1 =0,

cuja solucao é

h=— e ww=w;=1.

Portanto, obtemos a aproximacao

/f(tdt Gi(1) = (=) + (7).

s
V3



MS211 - Célculo Numérico

Quadratura Gaussiana versus Regra dos Trapézios

-1 1 0 1 1

3 3

Figura: Comparagéo visual entre a quadratura Gaussiana e a regra
dos trapézios. (Figura retirada de Wikipedia)
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Quadratura Gaussiana para n = 1 e [a, b] arbitrario

No caso de um intervalo [a, b] arbitrario, efetuamos a mudanga
de variavel, quer dizer, aplicamos a regra de substituicao.
Lembre-se que

¢(1)=b 1 1
/ f(x)ox = / (1) del(t) = / )7 (et

(=1)=a —1
Escolhendo

X = o(t) = %(a+b+t(b—a)),

obtemos ¢(—1) = ae (1) = b como desejado e ¢/(t) = 232.
Dessa forma, a quadradura Gaussiana para /(f) = fbf x)dx é

Gi(f) = b;a [f <;<a+b— b\;)) +f<;(a+b+ b\;;))] .
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Quadratura Gaussiana versus Regra 1/3 de Simpson

0.4
2
q X
035k em azul
0 : nés usados para interpolagéo quadratica
03k polindmio interpolante de grau <= 2
x: nés usados na Quadratura Gaussiana
(quais sao?)
0.25
Q.
021
0.15}- -
0.1
0.05 I . I . . .
1 1.05 11 1.15 12 1.25 13 1.35 1.4 1.45 15

Figura: Comparagéo visual entre a quadratura Gaussiana e a regra
1/3 de Simpson.
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Exemplo 1

Considere a integral definida

I(f) = /01 e dx.

Estime /(f) usando a quadratura Gaussiana G (f) e determine
o0 erro cometido.
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Reposta: Pela formula anterior, temos

17./1 1 11
&0=5(s-55) ' (3+2a)]
_ % [o(V3-1)/(2V3) e(ﬁm/(m)}
1 : 021132 | ,0.78868
~ e + g0-78808)
1
2

= —(1.2353 + 2.2005) = 1.7179.

O erro da quadratura Gaussiana é
Eg = |I(f) — Gy(f)| = 3.8545 x 10~*.

Lembre-se que o erro da regra dos trapézios repetida e da
regra 1/3 de Simpson repetida, ambas com 11 pontos
Xo, - - - , X10, fOram respectivamente

Er =14317x107° e Eg=95347 x 107/,
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Consideracdes Finais

Na aula de hoje apresentamos quadratura Gausssiana em que

b n
I(f) = / f(x)ax = wif(xk) + Rot = Ga(f) + Rns,
a k=0

em que X, X1, . - ., Xn € 0S Pesos Wy, Wy, ..., W, SA0
determinados de modo que R, = 0 se f for um polinbmio de
grau < 2n+1.

Em geral, os n6s e os pesos da quadratura Gaussiana estao
tabulados e, nos computadores atuais, 0 usuario nem precisa
conhece-los!

Muito grato pela atengéo!




