Integracao Numérica - Quadratura de Gauss

Considere uma funcéao f : [a,b] — R continua. Vamos calcular

/:f(:r) dx.

e A Quadratura de Gauss escolhe os pontos para cilculo de uma forma 6tima, em vez
de igualmente espagada.
e Os pontos 1,3, ,T, no intervalo [a,b| e os coeficientes ¢y, ¢y, -+ , ¢, sao

escolhidos para minimizar o erro esperado na aproximacao
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e Os coeficientes ¢y, ¢s. -+ , ¢, sao arbitrarios e os pontos xy,xs, -+ , T, estao no
intervalos [a, b], fornecendo 2n parametros a determinar.

Note que a classe de polinomios de grau menor que ou igual a 2n — 1 contém 2n
parametros.

e Essa é a maior classe de polindmios para o qual é razoavel esperar que a féormula sera
exata.

Iniciando ...:
Suponha que desejamos determinar ¢q, 2,21 e x2 de modo que a férmula de integracao

1
[t dr = afe) +eaf(@

forneca o resultado exato sempre que f(x) for um polindmio de grau menor que ou igual a
3 =2(2) — 1, ou seja, quando
f(x) = ag + ayx + asz® + azz®.
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Vamos entiao determinar ¢q.¢2,21 € 22 ...



Para determinar ¢1. c2, 1 e r2, facamos

(f(x)=1) e1-14+e-1 = /
U@ =2) a-mtam - [
f@) =) a-d+aad = [ Pd=

(f@)=a%) c-aite-a3 =

Resolvendo o sistema acima temos

c 1. ¢ 1., = V3 T V3
-1 = L. 2 =1, 1l = — . 3 =
3 3
Assim,
! V3 V3
[ f@ = 1(=F) +5(5)
Note que

Polinomios de Legendre

O conjunto dos Polinomios de Legendre é formado por {Fy(z), Py(z),--- , Py(x), -} com
as propriedades:

e Para cada n, F,(r) é um polinomio ménico de grau n.

1
° / P(x)P,(x) dr = 0 sempre que P(z) for um polindémio de grau menor que n.
—1

Os primeiros Polinomios de Legendre sao

Poz)=1, Piz)==z. P(z)=2"—=. Pyz)=2"— =7,



Teorema

Suponha que xy,x2, - , T, sejam raizes do n-ésimo polinomio de Legendre P,(z) e que
para todo i = 1,2,--- . n, 0os nimeros ¢; sejam definidos por
1 n
r—x
o= [ T=L @
_1j=1 I; — IJ
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Se P(x) é qualquer polinomio de grau menor que ou igual a 2n entao
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n Raizes r,; Coeficientes ¢, ;
2 0.5773502692 1.0000000000
-0.5773502692 1.0000000000

3 0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8B88888889
-0.7745966692 0.5555555556

4 0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
-0.3399810436 0.6521451549
-0.8611363116 0.3478548451

o 0.9061798459 0.2369268850
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-0.5384693101
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