INTRODUCAO

Equacdes diferenciais ordinarias (EDO) ocorrem com muita freqiiéncia na descri¢ao

de fendbmenos da natureza.

Ha varios métodos que resolvem analiticamente uma EDO, entretanto nem sempre é
possivel obter uma solucdo analitica. Neste caso, os métodos numéricos sdo uma

saida para se encontrar uma solucao aproximada.

O objetivo desta monografia € discutir o desenvolvimento e a utilizacdo de dois
procedimentos numeéricos para resolucdo de EDO’s. Para isso, vamos nos
concentrar, principalmente, em problemas de valor inicial para equacdes de primeira

ordem.

Através desse trabalho vamos apresentar os métodos de Euler e Runge-Kutta,

alguns exemplos, comparacdes e uma pequena analise sobre o erro.

O capitulo 1 traz noc¢des basicas necessarias para melhor entendimento dos demais

capitulos.

Ja no capitulo 2 apresentaremos o procedimento humérico conhecido como Método
de Euler, que emprega a idéia de que uma reta tangente pode ser usada para
aproximar os valores de uma funcdo em uma pequena vizinhanca do ponto de

tangéncia.

No capitulo 3 estudaremos o método de Runge-Kutta, de primeira, segunda, terceira

e quarta ordem.

Carl David Runge (1856-1927), matematico e fisico alemdo e M. Wilhelm Kutta

(1867-1944), matematico também alemao.

Esses métodos sédo obtidos por meio da expansdo em série de Taylor com resto de

Lagrange.

Finalmente no capitulo 4 realizaremos uma analise sobre os erros.



A utilizacdo de um procedimento numeérico carrega duas fontes fundamentais de

erro. O erro de truncamento e o erro de arredondamento.

O erro de truncamento global possui duas causas: primeiro, em cada passo usamos
uma férmula aproximada para determinar a solugdo aproximada e segundo, 0s
dados de entrada em cada etapa estdo apenas aproximadamente corretos, ja que
em geral a solucdo exata ndo é igual a solugdo aproximada. Se supusermos que a
solucdo exata é igual a solucao aproximada, entdo o erro efetuado em cada passo é
devido ao uso de uma féormula aproximada. Esse erro é conhecido como erro de

truncamento local.

A segunda fonte de erro € que efetuamos os calculos em aritmética com apenas um

numero finito de digitos. Isso nos leva a um erro de arredondamento.



CAPITULO 1

NOCOES BASICAS

Neste capitulo trabalharemos alguns conceitos basicos, necessarios para 0
entendimento do trabalho.

Usaremos dois exemplos para ilustrar como principios ou leis podem ser expressos
em linguagem matematica utilizando “Equacgbes diferenciais”.

Trataremos das classificagdes quanto ao tipo e a ordem das equacdes diferenciais
além das solucBes e problemas de valor inicial.

Traremos ainda, consideracfes sobre o polinbmio de Taylor e maneiras de

abordagens das solucdes analitica, qualitativa e numérica.

1.1 — NogOes Basicas

Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico séao
proposicdes, ou relacdes, envolvendo a taxa de variagcdo segundo a qual as coisas
acontecem. Expressas em linguagem matematica, as relacdes sdo equacdes e as
taxas sdo derivadas. Equacdes funcionais contendo derivadas sdo chamadas

equacdes diferenciais.

Exemplo 1
O movimento de um péndulo simples de massa m e comprimento [ é descrito pela

funcao 6(t) que satisfaz a equacéo diferencial

d®® g
P + Tsen@ =0
Nesta equacao a incognita € a funcéo 6(t). Assim 8 é a variavel dependente et é a

variavel independente.



Figura 1

Exemplo 2

Numa regido do plano em que néo ha cargas elétricas o potencial elétrico u(x,y)
em cada ponto (x,y) da regido satisfaz a equacéo diferencial

02u 0%

P 0
Nesta equacédo a incognita é a funcao u(x,y). Assim u é a variavel dependente e x

e y sdo as variaveis independentes. Ela é chamada Equacao de Laplace.

1.2 — Classificacdes de uma equacdao diferencial quanto ao tipo e a ordem

1.2.1 -Tipo:

Uma equacao diferencial é dita “Equacao Diferencial Ordinaria (EDO)” se a funcao
incognita desconhecida depende de uma Unica variavel independente; neste caso
aparecem na equacao diferencial apenas derivadas ordinarias. O exemplo 1 é um
caso de EDO. J4 numa’ “Equacao diferencial Parcial (EDP)”, em uma funcao
incognita depende de varias variaveis independentes, aparecendo entdo derivadas

parciais. O exemplo 2 é um exemplo de EDP.



1.2.2 - Ordem:
A maior ordem de uma derivada que aparece na equacdo diferencial € chamada de
ordem da equacéo diferencial. No exemplo 1, temos uma equacédo de segunda

ordem.

1.3 - Solugdes de uma EDO
Uma solugdo de uma EDO do tipo:

y™ = flx,y,y,y", .,y )

no intervalo a < x < § é uma funcéo ¢ tal que ¢', 9", ..., (™ existem e satisfazem a
equacao:

SO @) = flx, p@), ¢’ @), .., D (x)]

paratodox ema < x < .
Podemos encontrar solugbes de determinadas equacbes por um processo de

integracao direta, neste caso obtemos uma familia de fungdes ¢..

Neste trabalho serdo objeto de estudo apenas as equacdes diferenciais ordinarias

de 1° ordem, y' = f(x,y), que a partir de agora indicaremos apenas por EDO.

1.3.1 — Problema de Valor Inicial:

O problema de valor inicial (P.V.) de uma EDO, y' = f(x,y), formula-se do
seguinte modo:

Dado um ponto (x,,y,), encontrar uma solucdo ¢ da EDO definida num intervalo
[a, B] contendo x, e satisfazendo ¢ (x,) = y,.

Dizemos entédo que temos uma equacao diferencial com uma condicdao inicial. Uma
solucdo para uma equacédo diferencial com uma condicdo inicial € chamada uma

solucéao particular da equacao diferencial.



Exemplo 3

Resolver a EDO y' = 0,2xy, com condic&o inicial y(1) = 1.
Solugéo:
Trata-se de um PVI de 1° ordem.

~ d .. .
Dada a Equacéo ﬁ = 0,2xy, podemos separar as variaveis na forma:

d
2l = 0,2xdx
y

Integrando ambos membros temos:

d
]—y=j0,2xdx
y

l 0,2x? N
ny =— c
2
y=e (0.1x%+c) (solugéo geral)

Procuramos a solugdo em y(1) = 1:

1= e(0,1+c) 51 = e(O,l)' e > e(—O,l) = ef

Logo a solucéo particular é:

2__ 2_
y = e01x’=01  _, y(x) = 01(x*~1)

1.4 — Polindmios de Taylor
A “melhor” reta que aproxima o grafico de uma funcédo f: R — R diferenciavel com

derivada continua (C') em uma vizinhancga de um ponto a é dada pela reta tangente:

I(x) = f(a) + f'(@).(x —a)

Esta é a Unica reta que satisfaz l(a) = f(a) e I'(a) = f' (a) (Il e a derivada '
coincidem com f e a derivada de f no ponto a, respectivamente) ou,

equivalentemente, € a Unica reta que satisfaz a condicao:



R(a,x) . fl)—1l(x)
m = lim———==0

x—a X —Qa x—-a X—a

Onde R(a,x), € o resto da aproximagcdo de f(x) por l(x). A equacdo da reta
tangente define o polinbmio de Taylor de ordem 1 de f no ponto a:
a: p1(x) = f(a) + f'(a).(x — a)

Teorema 1 — (O POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2) Considere numa funcgéo
f:D c R - R duas vezes diferenciavel com derivadas continuas (C?) e a um ponto
do interior de D. Entdo existe um Unico polindmio p, de grau 2 que satisfaz as
condicodes:

p2(a) = f(a), p'2(a)=f"(a) e p"y(a)=f"(a):

fll (a)
2!

.(x —a)?.

p2(x) =f(a) + f'(a).(x —a) +
Mas ainda, vale que:

lim,_, fC=p2(0) _ 0 (1)

(x-a)?
Isto €, a diferenca entre f(x) e p, (x) vai para zero mais rapidamente do que
(x — a)?. Denotando por R,(a,x) = f(x) — p,(x), temos:

fn (a)

f)=fl@)+ f'(a).(x—a) + TR

(x —a)? + R,(a,x),

Onde R,(a,x) é f'"'(c) @;—7)3

Logo de (1) temos:

li Ry(a,x)
oa (x —a)?

O polinbmio p, € denominado o polinbmio de Taylor de ordem 2 de f no ponto a.
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Podemos generalizar para ordem k.
Teorema 2 — (O POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM k)
Considere uma funcéo f:D c R — R k vezes diferenciavel com derivadas continuas

(C*¥*1) e a um ponto do interior de D. Entdo existe um Unico polindmio p, de grau k

que satisfaz as condicdes p,(a) = f(a),p'x(a) = f'(a) e p,® (a) = f®) (a):

fP @
k!

fll (a)

TR C(x —a)*

(x—a)*+-+

pr(x) =f(a) +f'(@).(x —a) +

Mas ainda, vale que:

fG) —pe(x) _

lim =0

xoa  (x—a)k

Isto €, a diferenca entre f(x) e p, (x) vai para zero mais rapidamente do que

(x — a)*. Denotando:

f(x) = pr(x) + R (a,x) (2)
Com
hmx—>a Rk(a:x) — l f(x)_pk(x) — 0 (3)

x—a)k  x5a (x-a)k

O meétodo de Taylor é bem geral. Uma das aplicacbes que usaremos neste trabalho

é fornecer uma maneira de medir o erro de solu¢des por métodos numericos.

A férmula de Taylor com resto de Lagrange, diz que para todo x existe um ponto ¢

entre a e x que corresponde ao exato valor deste erro, isto é:

(x—a) (k+1)

fG) = f(@) + '@+ -+ f® (a)% + O s (4)

_ ) (k+1)
onde Ryla, x) = [0+ (e) =2 6 o resto,
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Observando a equacédo (3), portanto que o resto, R, (a,x), tende a zero, mais
rapidamente que (x — a) *. Por tanto, quanto maior a ordem k do polinémio, menor
€ 0 resto na aproximacao de f pelo seu polinémio de Taylor, no hosso caso, menor

o erro de truncamento.

Na discussao sobre erros decorrentes de métodos numéricos, também usamos a
notagdo 0(h*). Considerando que e(h) seja o erro em um calculo dependente de h,
entdo e(h) serd de ordem h*, denotado por 0(h*) se houver uma constante C e um

inteiro positivo k tal que |e(h)| < Ch* para h suficientemente pequeno.
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1.5 -Trés abordagens para solucao de uma equacao diferencial

A solucdo de uma equacdo diferencial pode ser abordada de trés maneiras
diferentes: a analitica, a qualitativa e a numérica.

Num primeiro momento de estudo de Equacgdes Diferenciais, geralmente, é dada
prioridade a este processo analitico na busca da solucdo de uma equacdo
diferencial via processo de integracdo. Aqui, jA comeca a ficar claro que por este
processo analitico ndo é sempre possivel encontrar a solucdo de todas as equacdes
diferenciais, pois como ja sabemos, existem muitas funcbes que ndao podem ser
expressas em termos de fungdes elementares. Deste modo nem toda solucdo pode
ser expressa de maneira adequada por método de integracdo. Ja pelo processo
gualitativo, discute-se o comportamento geométrico das solucdes e 0s aspectos das
curvas integrais descritos por meio de campos de dire¢cbes. Este procedimento, no
estudo das equacbes diferenciais ordinarias de 12 ordem, € baseado na
interpretagcédo da derivada. Finalmente, na abordagem numérica, métodos numéricos
sdo utilizados para aproximar solucées de problemas de valor inicial (P.V. 1) de
equacdes diferenciais de 12 ordem. Os procedimentos numeéricos podem ser
executados, em computadores e, também, em algumas calculadoras. Idealmente, 0s
valores aproximados da solucdo serdo acompanhados de cotas para 0s erros que
garantem um nivel de precisdo para aproximacfes. Existem muitos métodos, hoje
em dia, que produzem aproximacdes numéricas de solucbes de equacdes

diferenciais.
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CAPITULO 2

METODO DE EULER

Vamos introduzir aqui o mais velho e mais simples de tais métodos, desenvolvido
por Euler (1707-1783) por volta de 1768. E chamado de método da reta tangente
ou método de Euler.

O método de Euler € muito atraente por sua simplicidade, mas ndo muito usado em
calculos importantes, dentre muitos outros métodos, pois apesar de simples, para
conseguir “boas” aproximagdes € necessario um numero maior de calculos.

Para discutir o método vamos nos concentrar principalmente em problemas de valor

inicial para equacgdes de primeira ordem.
2.1 — Método de Euler

y' =flxy)
y(xo,) = Yo

Denotemos por y = y(x) a “solugcdo exata” do PVI. Notemos que y'(x,) = f(xo, Vo),

Vamos considerar o PVI {

logo a equacdo da reta tangente a y no ponto (xo,Y,) €
y—vo =y (x0)(x —xy) que denotamos por L(x) =1y, + f(xq,¥0)(x —x,). Esta é
uma primeira aproximacao de y quando x esta proximo de x,. Podemos considerar
L(x) como solucéo aproximada de y sobre um intervalo da forma [x, — &, x5 + €]. O
objetivo do método de Euler é estender esta solucdo aproximada a um intervalo

maior.

curva integral

y( X)

Figura 2
14



Para isto fixemos um incremento h > 0, assim denotando:
X1 = Xo+ h,temos que y; = L(x;) = y (x;) (= significa valores proximos)

Podemos simplificar a expressao y,:
y1=L0x) =y + f(x0,¥0) (1 — x0) = yo + f(X0,,¥0) (xo + h — x0) = Yo + hf (x0,¥0)

Como pode ser observado na figura acima, o ponto (x;,y,) sobre a reta tangente
L(x) é préximo do ponto (x4, y(x;)), sobre a curva integral.
Podemos observar que o tamanho do incremento h denominado, tamanho do
passo, influencia claramente na aproximacgao de

L(x) =y, = y(x1)
Quanto menor o tamanho do passo, melhor a aproximacdo de (x;,y,) para

(%1, y(x1))-
Consideremos o valor inicial (x;,y,), entdo a reta tangente a solucdo com esta
condicao inicial €

Li(x) = y; + f(xg,y1) (x — %)

L,(x) é uma primeira aproximacdo da solucdo exata com condicao inicial (x,y,),
esta solucédo é diferente da primeira solugcdo com condicdo inicial (xq,y,), porém
solugdes com condicBes iniciais proximas se mantém proximas, pelo menos em

vizinhancgas das condi¢des iniciais. Com isto podemos aproximar
y(x) = L,(x) parax € [x;,x; + h].

Denotando x, = x; + h temos y, = L;(x,) = y; + hf (x4, 7).

Figura 3
15



Se utilizarmos esse processo sucessivas vezes chegaremos a uma férmula geral, e
esse procedimento é chamado método de Euler.
Yn+1 = Yn + hf (n, vn)
Onde x, = x,+nh,n=0,1,2, ..
Assim a solucdo numérica fornecida pelo método de Euler é a poligonal com vértices

(xO' yO)' (xl' yl)' (xZ' yZ)' ey (xn+1' Yn+1)J

onde os segmentos de reta no intervalo (xi,xx41), k=0,1,2,.. n tém como

equacao L (x) = y, + f(xx, yi) (x — xi).

Antes de analisar o erro de aproximacao do método, vamos comparar a solucdo

exata e aproximada num exemplo concreto.
Exemplo 4

Vamos considerar uma equacgao que sabemos resolver, por exemplo:

y'=02xy, y@=1

Substituindo o valor inicial y(1) =1 na equacgao, temos:

y'=020)@)

y'=0,2

Como sabemos este valor corresponde a inclinagdo da reta tangente no ponto

y() =1. Com isso temos que a equacdo da reta tangente, chamada de linearizacao
de y(x)em x=1:y=L(x) =0,2x+0,8
Construimos uma tabela, para comparar os valores aproximados.

As tabelas foram construidas utilizando o Excel, a primeira linha usa o valor inicial

y(1) =1, o valor de y, é calculado a partir da formula de Euler e o valor exato y(x,,)

€ calculado com base na solucéo para a equacgao y = e01(**~1 com é aproximado
em quatro casas decimais e = 2,7182. As linhas seguintes seguem a primeira linha,
acompanhando as células.
O erro absoluto é definido como sendo:

|valor real — aproximagaol|
E erro porcentual relativo:

erro absoluto

100
|valor real| X
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Tabela 1

h=0,1
Valor
Erro Erro %
X y Exato )
n n Abs. Relativo
y(Xn)

1,00 1,0000 1,0000 0,0000 0,00
1,10 1,0200 1,0212 0,0012 0,12
1,20 1,0424 1,0450 0,0025 0,24
1,30 1,0675 1,0714 0,0040 0,37
1,40 1,0952 1,1008 0,0055 0,50
1,50 1,1259 1,1331 0,0073 0,64

Tabela 2

h=0,05

Valor Erro Erro %
Xn Yn Exato Abs. Relativo

y(Xn)
1,00 1,0000 1,0000 0,0000 0,00
1,05 1,0100 1,0103 0,0003 0,03
1,10 1,0206 1,0212 0,0006 0,06
1,15 1,0318 1,0328 0,0009 0,09
1,20 1,0437 1, 0450 0,0013 0,12
1,25 1,0562 1,0579 0,0016 0,16
1,30 1,0694 1,0714 0,0020 0,19
1,35 1,0833 1,0857 0,0024 0,22
1,40 1,0980 1,1008 0,0028 0,25
1,45 1,1133 1,1166 0,0032 0,29
1,50 1,1295 1,1331 0,0037 0,32

Nas tabelas podemos observar que quanto menor o tamanho do passo, menor o
erro percentual relativo.

Notemos que a mudanca no coeficiente da EDO anterior, mesmo preservando o
tamanho do passo pode acarretar um erro extremamente maior, como mostra o

seguinte exemplo:

Exemplo 5
y'=2xy, yA) =1 - yx)=e* ! > L(x) =2x—1

Tabela 3
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h=0,1

Valor o
Fxato Erro Erro %
Xn Yn Abs. Relativo
y(Xn)

1,00 1,0000 1,0000 0,0000 0,00
1,10 1,0200 1,2337 0,0337 2,73
1,20 1,4640 1,5527 0,0887 5,91
1,30 1,8154 1,9937 01784 8,95
1,40 2,2874 2,6117 0,3244 12,42
1,50 2,9278 3,4903 0,5625 16,12

Tabela 4
h=0,05

valor Erro Erro %

Xn Yn Exato Abs.  Relativo
y(Xn)

1,00 1,0000 1,0000 0,0000 0,00
1,05 1,0100 1,1079 0,0079 0,72
1,10 1,2155 1,2337 0,0182 1,47
1,15 1,3492 1,3806 0,0314 2,27
1,20 1,5044 1,5527 0,0483 3,11
1,25 1,6849 1,7551 0,0702 4,00
1,30 1,8955 1,9937 0,00982 4,93
1,35 2,1419 2,2762 0,1343 5,90
1,40 2,4311 2,6117 0,1806 6,92
1,45 2,7714 3,0117 0,2403 7,98
1,50 3,1733 3,4903 0,3171 9,08

Neste caso, com 0 passo h =0,1, um erro relativo de 16% no célculo de
aproximacao de y(1,5) é alto. Na tentativa de diminuir esse erro, diminuimos o passo
pela metade, ou seja, h = 0,05, mesmo que isso dobrasse o numero de calculos

necessarios para tanto.
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2.2 — Erro de Aproximacao

Métodos numéricos dao solucdes aproximadas. Sempre ha certo grau de erro e a
cada passo ocorrera a acumulacdo de erro, o que nos distanciara ainda mais da
solucédo real do problema a ponto até mesmo de tornar os calculos inateis. Mesmo
gue se tenha intencdo de manter maior precisdo nos calculos, pode ndo justificar o
aumento do custo e das complexidades dos calculos.

Os erros cometidos sdo de duas naturezas:
2.2.1 — Erros de Arredondamentos:

Quando usamos um computador ou uma calculadora para aproximar a solucéo de
uma equacao diferencial, por apresentarem casas decimais finitas trabalha-se com,

erro de arredondamento.
2.2.2 — Erros de truncamento:

Erros de truncamentos sdo causados pelo tipo de técnica empregada para a
atualizacdo do valor de y;
Como podemos observar nas tabelas acima, a formula de Euler carrega um erro a

cada passo.

Para analisar este erro de truncamento usaremos a férmula de Taylor com resto.

(equacéo (4), secao 1.4)

(x _ a)(k+1)

(k+1) 7

a
+ ces + y(k) (a) + y(k+1) (C)

— k
y() = (@) +y'(@ o ar

X
1!
Onde c € algum ponto entre a e x.

Para estudar o erro no Método de Euler, basta analisar o polindmio de Taylor de

ordem 1 com resto. Para isto considere:
a =X, €X =Xy =X+ h,obtendo
1A h n h2
Y(xXn41) = y(x,) +y (xn); +y"(c) 57

Como y'(x,,) = f(xn, yn) €ntédo
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2

h? h
Y(Xn41) =Yn t+ hf(xn' yn) + y”(C)E = Ln(xn) + y”(c) ?

Dai pode-se concluir que o erro de truncamento local y(x,,,) — L, (x,) do método

de Euler em y, ., €:
h2
y'"(c) o onde x,, < ¢ < Xp41

Mas encontrar esse valor ¢ seria inviavel pois cairiamos em outro problema téo
trabalhoso quanto o inicial que estamos tentando resolver. Entretanto, pode-se

definir um majorante para o erro de truncamento local.

Se y(x) possui segunda derivada continua num intervalo fechado [x,,x,.1], que
contém os pontos sobre os quais esta sendo feita a discretizacdo, entdo existe o

maximo de y''(x) neste intervalo que denotamos por:

MZ = maxly”(x)l, x € [xnlxn+1]

Assim:

Iy”(c)l <M, Vc € [xn:xn+1]

n hz hz n h2
RO = [y" @5 =21y ()l <™= V¢ € [xn Xns]

Pode-se observar ainda que para a determinacéo do erro de truncamento local,
necessita-se do valor maximo da segunda derivada de y(x), 0 que restringe sua

utilizacdo na pratica. Assim sendo, o erro de truncamento local do método de Euler e

de ordem 0(h?). Isto &, lim,,_,, ? = 0.

Exemplo 6

Obtenha um limite para o erro de truncamento local do método de Euler aplicado a

y' = 2xy, y(1) =1.
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Solucéo

Da solucdo y =e*~1 obtemos y” = (24 4x¥)e* 1 e, portanto, o erro de

truncamento local é:

h2 5 hZ
17} — 2 -1
y (C)_Z! = (2 + 4c?)e€ o7

Onde c estéa entre x,, e x,, + h. Em particular, para h = 0,1, podemos obter um limite

superior para o erro de truncamento local para y, substituindo ¢ por 1,1:

2
2+ @020 L1 00425

Da tabela 3, vemos que o erro ap0s o primeiro passo € 0,0337, menor que o valor

dado pelo limite.

Da mesma forma, podemos obter uma limitagdo para o erro de truncamento local
para qualquer dos cinco passos dados na tabela 3 substituindo ¢ por 1,5 (esse valor
de ¢ da o maior valor de y"(c) para qualquer dos passos e pode ser amplo demais

para os dois primeiros passos). Fazendo isso, obtemos

2
2+ (#)(1,5)2]e (@91 @ — 01920

como uma limitacdo superior para o erro de truncamento local em cada passo.
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2.3 — Método de Euler Melhorado

Foi possivel observar que o método descrito acima, apesar de simples, pode conter
erro relativo grande. No intuito de melhorar os erros podemos usar o método de
Euler melhorado.

Observando a figura 4

Y 4

curva
integral

Figura 4

Para aproximar y(x,) primeiramente precisamos usar em cada passo o método de
Euler.

Note que my = f(xo,¥,) (inclinagcdo do ponto inicial) e m,; = f(xy,y*,) (inclinacao
pelo 1° passo do método de Euler) séo as inclinacdes das linhas retas solidas.
Denotamos por x; = xo + h € por y*, =y, + hf (xo, o).

Tomando uma média dessas inclinacdes, isto €,

_ f(x0,¥0) + f(x1,¥7,)
Mipea = 2

Obtemos a inclinacdo das retas tracejadas. Em lugar de avancarmos ao longo da
reta que passa por (xy,¥,) com inclinacdo f(x,,y,) até o ponto com ordenada y

igual a y,, obtido pelo método usual de Euler, avancamos ao longo da reta que

passa por (x,,Y,) com inclinagdo m,,,, até atingirmos x,. Logo pela observagéo da
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figura, parece plausivel que y, =y, + hL1%2 ")J;f Cry’y)

seja uma aproximacao
melhor que y~*,.

Se utilizamos esse processo sucessivas vezes chegamos aos valores:

Y pe1 = Yn T Af Qo yn) (Método de Euler)
Voot = o + hf(x”’y”)”(zx”“’y*”“) (Método de Euler melhorado)
Exemplo 7

Através do método de Euler Melhorado obteremos o valor aproximado de y(1,5),

para o problema y’ = 2xy, y(1) =1, ja citado no exemplo 5.

Com xy,=1,y,=1,f(x,, ¥n) = 2x,y,,n = 0e h = 0,1, calculamos em primeiro lugar

usando o método de Euler:
y*1 =79y, + (0,1)(2x0y0) =1+ (0,D2(1)(1) =12
Entdiox; =1+h=1401=1,1

Usamos esses valores na equacdo do método de Euler melhorado:

2oy + 2y"y _ 2042000 _

= 0,1
Yi=Yo + > >

Para podermos comparar os célculos feitos para h=01 e h=05 estdo

apresentados nas tabelas abaixo:
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Tabela 5

h=0,1
Val
Eiaig Erro Erro %
Xn Yn Abs. Relativo
y(Xn)

1,00 1,0000 1,0000 0,0000 0,00
1,10 1,2320 11,2337 0,0017 0,14
1,20 1,5479 11,5527 10,0048 0,31
1,30 1,9832 11,9937 10,0106 0,53
1,40 2,5908 2,6117 0,02009 0,80
1,50 3,4509 3,4904 0,0394 1,13

Tabela 6
h =0,05
giiig Erro Erro %
Xn Yn Abs. Relativo
y(Xn)

1,00 11,0000 1,0000 00,0000 0,00
1,05 11,1077 1,1079 00,0002 0,02
1,10 1,2332 1,2337 0,0004 0,04
1,15 1,3798 1,3806 0,0008 0,06
1,20 1,5514 1,5527 0,0013 0,08
1,25 1,7531 1,7551 00,0020 0,11
1,30 1,9909 1,9937 0,0029 0,14
1,35 2,2721 2,2762 00,0041 0,18
1,40 2,6060 2,6117 0,0057 0,22
1,45 3,0038 3,0117 00,0079 0,26
1,50 3,4795 3,45904 00,0108 0,31

Observamos que o erro relativo da tabela 5 onde o passo h = 0,1, com 0 método de
Euler melhorado, quando chegamos em y(1,5) é de 0,31. Ao usar o método de Euler
(tabela 3), com 0 mesmo passo o erro relativo em y(1,5) é de 16,12. Analisando com

0 passo h = 0,05, usando o método de Euler (tabela 4) o erro relativo € de 9,08
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enquanto, com o método de Euler melhorado € de 1,13 (tabela 6). Portanto o erro

relativo é consideravelmente menor através do método de Euler melhorado.

Verificando atentamente notamos que ndo é possivel utilizar os dados da tabela 1
para determinar as entradas da tabela 3, pois as entradas apresentam valores
diferentes. Uma vez que os valores de cada entrada dependem do valor da entrada
anterior e todas essas sao diferentes entre si, pois carregam um erro dependente de
cada método a cada evolucao sendo assim diferentes.

2.3.1 — Erro de Truncamento do Método de Euler Melhorado

O erro local de truncamento do método de Euler melhorado é 0(h®). A obtencéo

desse resultado é similar a do erro de truncamento local do método de Euler.
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CAPITULO 3

METODO DE RUNGE-KUTTA

Neste capitulo trataremos do método de Runge-Kutta. Ser4 possivel comparar a
eficiéncia dos métodos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta.

Carl David Runge (1856-1927), matematico e fisico aleméo, trabalhou muitos anos
em espectroscopia. A analise de dados o levou a considerar problemas em
computacdo numérica e o método de Runge-Kutta tem origem em seu artigo sobre
solu¢gdes em 1901 por M. Wilhelm Kutta (1867-1944). Kutta era um matematico
aleméo que trabalhava com aerodindmica e &, também, muito conhecido por suas

contribuicdes importantes a teoria classica de aerofdlio.

O método de Runge-Kutta é provavelmente um dos métodos mais populares. O
método de Runge-Kutta de quarta ordem também € um dos mais preciosos para

obter solu¢cbes aproximadas de valor inicial.

Cada método de Runge-Kutta consiste em comparar um polindmio de Taylor
apropriado para eliminar o calculo das derivadas. Fazendo-se varias avaliacfes da

funcado f a cada passo. Estes métodos podem ser construidos para qualquer ordem

a.
Y
5 T ?
método de
4l Runge-Kurta
solucao
3L exata
2 -
1 SO’ 1 método de
Euler
> X
-1 I L : . Figura 5
=1 1 2 3 4 5
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Pelo polinbmio de Taylor com resto, se uma funcao y(x) tiver k + 1 derivadas
continuas em um intervalo aberto contendo a e x, poderemos escrever

(X _ a)(k+1)
(k+1)!

x—a
1!

(x — a)¥
k!

y@) =y(@) +y'(@——++y®(a) +y ()

Onde ¢ é algum numero entre a e x.

3.1 — Runge-Kutta de primeira ordem

Se substituirmos a por x, € x por x,,,; = x, + h, a férmula acima se torna

y* () (A)

hk+1

y(tni1) = y(xn +h) = y(xn) + hy' () + %y”(xn) ot oo

onde ¢ é agora algum ndumero entre x,, € X,41-

h2

Se k = 1 na equacao (A) e se o resto Z—y”(c) for pequeno, obtemos a férmula de

Euler:

Yn+1 =Yn Tt hy,n = Yn+1 = Yo+ hf (Xn, Yn)

Podemos entdo concluir que o procedimento de Runge-Kutta de primeira ordem é o

método de Euler basico.
3.2 — Runge-Kutta de segunda ordem

Fazendo k = 2 na equacdao (A) temos:

h? 3
y(xps1) = y(xn, + h) = y(x,) + hy'(x,) + ﬁyn(xn) + 5yu, ©)

Vamos escrever a segunda aproximacao do polindmio de Taylor discretizando da

seguinte forma:
Y(Xps1) =y + ho(xn, Yn; h) (5)
Procurando a, k4, b e k, de modo que y,, + ho(x,, Yn; h)

Seja igual ao Polinbmio de Taylor de ordem 2, isto é:
ho(x,, y,; h) = h.(ak, + bk,) = h ( y'(x,) + gy”(xn)> (B)

Podemos considerar k; = y'(x,,) = f (X, V) € ky = f(x, + ah, y, + Bhk;)
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Para comparar o segundo somando, vamos expandir k, com o seu polinbmio de

Taylor de ordem 1, (centrado (x,,y,), isto é h = 0).

0 d
k, = f(xn' Yn) + ah_f + .Bhf(xm yn)-_f(xrv yn) + O(hz)

d0x dy

() : aky + bk, = (@+ b)f (ty, y) + bah. 2L + bphf (xy, yn).g—i (X, V)

’ " 0 a
(+#): y (xn) + %y (xn) = f(xn' Yn) + g [é (xrv yn) + f(xn, yn)é (X, yn)]
Comparando (x) com (**) e igualando, temos que:

+b=1, b ! b !

a =1 ba=7e B = >

que contém infinitas solucdes.

Observe que, uma solucéo das equacbes acima € a=»b = % ea = [ =1,entédo (5)

reduz-se a formula de Euler melhorada.

De fato:
Yn+1 = Yn + aky + bk,
a=b=—
1 1
Yn1 = Ynt s k1+§ k;
ki = f(xnyn)

ky = f(xn + ah,y, + Bkq)
1 1
Yne1 =Yn t 2 (hf(xn: Yn)) + 2 (h—f(xn + ah,y, + .Bf(xn’ Yn)))

a=p=1

(hf (xp, Yn) )+ (hf(xp + hy, + hf(xn' Yn)))
2

Yn+1 = Yn +

como

Xn +h=Xpiq

entdo

hf (xXp, Yn) + (Rf (Xp41), Yo + Af (X, ¥0)))
2

Yn+1 = Yn +
e

Yn + hf (xn, yn) = y*n+1
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Temos o método de Euler melhorado

hf X yn) + fXnsn, Y™, 1)
Yn+1 = Yn T et > s ntl

Como a férmula coincide com um polinbmio de Taylor de grau dois, 0 erro de

truncamento local desse método sera 0 (h?).
3.3 — Runge-Kutta de terceira ordem

Os meétodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas sdo obtidos de modo

semelhante aos de 22 ordem.

Fazendo k = 3 na equagéao (A):

h? h3 h4
Y(xne1) =y + h) = y(x,) + hy'(x,) + gy”(xn) + ;y”’(xn) + EW) (c)

Considerando:

y(xn+1) = Yn + ho(Xpn, yn; h)

Os métodos de 32 ordem, por exemplo, possuem a fungao incremento

@, y; h) = ak, + Bk, + vk onde kq,k, ek; aproximam derivadas em varios
pontos do intervalo [x,,, x,+1]. Aqui faz-se:

ky = f(xn, yn)

k, = f(x, +aih,y, + B1hk,)

ky; = f(x, +ayh,y, + f,hk, + (a; — B,)hk,)

Para determinacéo de a, B,y, a4, By, @3, B, €xpandem-se k, e k; em torno de (x,,y,)

num polinémio de Taylor de grau trés.

y"(a)
2!

- 3(!a) (= a)”

p3(x) =y(a) +y'(@)(x —a) + (x—a)® +
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Expande-se, também, a solucao tedrica y(x) em torno de x,, numa série de Taylor.
Os coeficientes de mesma poténcia de h até h3 inclusive séo igualados, chegando-

se ao sistema:

(a+p+y+d=1
ﬁlb+a’2€=

W RN =

Bib + azc =

1
L cay B, = 6

Um método de 32 ordem bastante conhecido é o seguinte:

1
(yn+1 =Yn +g(k1 + 4‘k2 + k3),n = 0,1, e, M — 1
{ kl = f(xn:_Vn)
h h
ko= f (Xt 5 0m +510)
\ k3 = f(xn + h, Yn + 2hk2 - hkl)

4
O erro de truncamento local do Runge-Kutta de terceira ordem é y™ (¢) % ou

0(h*)
3.4 — Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Fazendo k = 4 na equacao (A):

hZ 3 4 h5
y(xn+1) = y(xn + h) = y(xn) + hy’(xn) + 5y”(xn) + ;y’”(xn) + Zy@)(xn) + g}’(s)(c)

O procedimento de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em encontrar constantes

apropriadas de tal forma que a formula:

y‘)’l+1 = y‘)’l + akl + bk2 + Ck3 + dk4

Considerando:

Y(xn+1) = Yn + h(xp, Yn; h)
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Onde:

ki = hf (n, yn)

k, = hf(xp, + ayh,y, + B1k1)

ks = hf (x, + ayh, y, + B2ki + B3k,)

ky = hf (xn + ash, yn + Baky + Bska + Bsks)

coincide com um polinGmio de Taylor de grau quatro.

" " (€))]
- 2(!a) (- +2 3(!a) (- +2 4!(a)

ps(x) = y(a) +y'(a)(x — a) + (x — a)*

Isso resulta em 11 equagOes em 13 incognitas, ou seja, possui infinitas soluc¢des. O

mais popular € o método abaixo:

Yn+1 = Yn + %(kl + 2k, + 2k3 + ky)
ki = hf (xp yn)
ky = hf (tn + 2 R yn +5 k1) 6)

1 1
ks = hf(xy +§h'yn +§k2)

ky = hf(xn +h,y, +k3)

E aconselhavel observar com cuidado as formulas em (6); observe que k, depende
de k;, k; depende de k, e k, depende de k;. Além disso, k, e k; envolvem

aproximacdes as inclinacdes no ponto médio do intervalo entre x,, € x,,,1.

Como a primeira equacao em (6) deve coincidir com um polindmio de Taylor de grau

guatro, o erro de truncamento local desse método &

YO @1 ou 0(h%)
Exemplo 8

Vamos calcular usando o método de Runge-Kutta uma aproximagéo de y(1,5) para

a solugédo de y' = 2xy, y(1) =1, usada no exemplo 5, com h = 0,1.
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Comn=0

De (6), obtemos:
ky = hf(xn' yn)
ky = (0,1)f(x0,y0) = (0,1)(2x0y,) = 0,2

1 1
k= hf Gou 5 Ry + 5 Ka)
1 1 1 1
1 1
ka = hf Gou + 5,3 + 5 K2)

ks =(0,1)f (xo + % (0,1),y, + % (0,231)> =(0,1)2 (xo + %(0,1)) (yo + %(0,231))

= 0,234255

ky = hf(xn + h,yn + k3)

ky = (0,1)f(xo + (0,1),y, + 0,234255) = (0,1)2(x, + 0,1)(y, + 0,234255)
=0,2715361

E portanto,
1
Y1 =Yo +g(k1 +2k2 +2k3 + k4_)

=1 +%(0,2 +2(0,231) + 2(0,234255) + 0,2715361 = 1,23367435.

Os célculos restantes estao resumidos na tabela 7, cujas casas foram arredondadas

para quatro casas decimais.
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Tabela 7

h=0,1

Valor o

Fxato Erro Erro %
Xn Yn Abs. Relativo

y(Xn)
1,00 11,0000 1,0000 0,0000 0,00
1,10 11,2337 1,2337 0,0000 0,00
1,20 11,5527 1,5527 00,0000 0,00
1,30 11,9937 1,9937 00,0000 0,00
1,40 2,0ll06 2,6117 00,0001 0,00
1,50 3,4902 3,4904 0,0001 0,00

Uma andlise da tabela 7 mostra por que o método de Runge-Kutta de quarta ordem

€ tdo popular. Se quatro casas decimais de preciséo for tudo o que queremos, entao

nao ha necessidade de usar um tamanho de passo menor.

3.5 - Comparando os trés métodos

As tabelas seguintes comparam os resultados da aplicacdo dos métodos de Euler,

Euler melhorado e Runge-Kutta de quarta ordem ao problema de valor inicial ja

usado acima: y’' = 2xy,

Tabela 8

y(1) =1

Comparacdo de Métodos Numéricos com h=0,1

Euler Runge- Valor
Xn Fuler melhorado Kutta Exato
1,00 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,10 1,2000 1,2320 1,2337 1,2337
1,20 1,4640 1,5479 1,5527 1,5527
1,30 1,8154 1,9832 1,9937 1,9937
1,40 2,2874 2,5908 2,6116 2,6117
1,50 2,9278 3,4509 3,4902 3,4904

33



Tabela 9

Comparacgédo de Métodos Numéricos com h=0,05

x Euler Euler Runge- Valor
n melhorado Kutta Exato
1,00 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,05 1,1000 1,1077 1,1079 1,1079
1,10 1,2155 1,2332 1,2337 1,2337
1,15 1,3492 1,3798 1,3806 1,3806
1,20 1,5044 1,5514 1,5527 1,5527
1,25 1,6849 1,7531 1,7551 1,7551
1,30 1,8955 1,9909 1,9937 1,9937
1,35 2,1419 2,2721 2,2762 2,2762
1,40 2,4311 2,6060 2,6117 2,6117
1,45 2,7714 3,0038 3,0117 3,0177
1,50 3,1733 3,4795 3,4903 3,4904
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CAPITULO 4

ANALISE DO ERRO

A obtencdo de uma solucdo numérica para a um problema fisico por meio da
aplicacdo de métodos numéricos nem sempre fornece valores que se encaixam
dentro de limites razoaveis. Esta afirmacédo € verdadeira mesmo quando se aplica
um método adequado e os célculos séo efetuados de uma maneira correta.

Esta diferenca é chamada de erro e € inerente ao processo. Neste capitulo
tentaremos analisar 0s erros que ocorrem ao utilizar as técnicas estudadas nos

capitulos anteriores.

4.1 — Ordem consistente ou Ordem de consisténcia

Considerando os métodos estudados nos capitulos anteriores, também denotados
métodos de um passo, dizemos que 0 método possui ordem consistente p > 1, se
o erro de truncamento local de interacao satisfaz a inequacao:

lle(x, h)|| < ChP*?

para t € [a,b], 0 < h < b —x para alguma constante C > 0 independentemente de

x e h.
Teorema 3

Suponha que o método de um passo, para solu¢do do PVI y' = f(x,y),v(a) = y,

possui ordem consistente p > 1 e satisfaz a condigéo:

lo(x,u; B) — @(x, v; W < Lyllu — vl
parax € [a,b],0 <h < b —x, paraalguma constanteL, >0

Entdo a ordem de convergéncia € p. Mais precisamente,
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maxy=o,.nllyx =yl < kh?
Demonstracgéao:
Sejam

E.=yr—yx), k=01,...,n—1
e = e(xk, hk)) k= 0,1, e, U — 1

Sabendo que e(x, h) = y(x) + ho(x,y(x); h) —y(x+h), O0<h<b
€ o Erro de truncamento local no ponto (x + h,y(x + h)).

Temos:
e(xp+1) = y(xp) + hyep(xp, y (i) i) — e (7)

E sabendo que o método de um passo para aproximacao da solucéo de um PVI € da

seguinte forma:

Yi+1 = Yk + he@(Xp, Vs hie)  (8)

Subtraindo (8) de (7) temos:
Exi1 = Ep + h((p(xk;YIc) — @(xp, y(xp); hk)) + e

I Ex+1ll < NEll + Rllo G, vies hi) — @O, y s i) I+ leel
< (1 + hL)IELNl + hCAP g
Fazendo E, = 0, a proposicao é resultado direto do lema:
Lema 1:
Para numeros L > 0,a;, > 0,h;;, >0e b > 0 se
a1 <A +hLl)ay+hb 1=01,..,N—1

k-1

L, X X - . Lt;—1
E satisfeita, entdo a desigualdade a; < %b + eltka, com t, = Zj —0

h (k=

0,...,./V) é valida.
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4.2 — Erro do método de ordem 2 (Euler melhorado)

No capitulo 2, em 2.2.2, mostramos para o método de Euler que se y(x) possui
segunda derivada continua num intervalo fechado [x,,x,+,], que contém os
pontos sobre os quais estd sendo feita a discretizacdo, entdo existe 0 maximo de
y"'(x) neste intervalo que denotamos por:

M2 = maxly”(x)l, X € [xwxn+1]
Assim:

Iy”(c)l <M, Vc € [xn; xn+1]

144 hz hz n hz
RO = [y" @5 =L1y" (I <™ Ve € [y Xn4]

Entdo o erro de truncamento local do método de Euler e de ordem 0(h?) e como

visto no teorema 3, a ordem do erro de truncamento global sera 0(h')

Teorema 4

O método de Euler melhorado possui ordem de consisténcia p =2 se a funcéo

f:la,b] X R® - R™ é de classe C2.
Demonstracgao:

A prova sera dada para o caso n = 1. Sabendo que a solugao de y' = f(x,y), a<x
com condicao inicial y(a) = y € da mesma classe de derivagéo de f, pela expanséo
de Taylor para ¢(x,y(x); h) com respeito a h = 0 e a solugédo y com respeito a x nos
da:

PG,y = [+ ) + 1 (azhy 5+ asb, 50| Gey) + 0

2

h
Y +h) =y +y (h+y" () + 0(h%)

0 0 h?
Y+ ) = 3G+ £ Gy + (2ot £ ) (y@) 5+ 00)

A partir das quais
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e(x,h) = y(x) + ho(x,y(x);h) —y(x + h)
Assim
e(x,h) = 0(h3)

Se o erro de truncamento local é 0(h%) entdo o erro de truncamento global é de
ordem 0(h?)

4.3 — Erro dos métodos de ordens 3 e 4

De maneira analoga, pode-se analisar o erro de truncamento local e global dos
métodos de terceira e quarta ordem, portanto o método de Runge-Kutta de terceira
possui erro de truncamento local ordem 0(h*) e global 0(h3). O método de Runge-
Kutta de quarta ordem possui erro de truncamento local ordem O(h®) e erro de
truncamento global ordem 0(h*), dai o nome do método, Runge-Kutta de quarta

ordem.
4.4 — Erro de arredondamento

Se efetuarmos o célculo em aritmética com apenas um numero finito de digitos isso

nos leva a um erro de arredondamento R, definido por:
R =yx — Y
Onde Y;, é o valor computado de fato pelo método numérico dado.

O erro de arredondamento €, claramente, de natureza mais aleatoria, depende do
tipo de computador utilizado, da ordem em que os calculos sdo efetuados, do
método de arredondamento, e assim por diante. Por isso, vamos fazer apenas uma

analise qualitativa sem muito rigor matematico.
O valor absoluto do erro total em se calcular ¢(x;) é dado por
lop () — Vil = loCei) — yie + v — Yl
< loCa) = yicl + Iy = Yl < |E| + |Ryl

Logo o erro total € limitado pela soma dos valores absolutos dos erros de iteracédo e

de arredondamento.
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Mostramos para o método de Euler, que o erro de iteracdo local é proporcional a h?
e que, para um intervalo finito, o erro de iteracdo global €, no maximo, uma
constante vezes h. Se h for muito pequeno, serdo necessarios muitos passos para
se cobrir um intervalo fixo e o erro de arredondamento global pode ser maior do que
o erro de interacdo global. A figura (6) ilustra essa situacdo graficamente.
Suponhamos que o erro de arredondamento R, € proporcional ao numero de
calculos efetuados e, portanto, é inversamente proporcional a h. Sabendo que o erro
total é limitado por |E,| + |R,|; logo, queremos escolher h de modo a minimizar esta
guantidade. O valor 6timo de h ocorre quando a taxa de crescimento do erro de
iteracdo (quando h aumenta) € equilibrada pela taxa de decaimento do erro de

arredondamento.

Erro

1 >

h 6timo h

Figura 6

Pela figura 6, podemos observar que se o erro de truncamento for de ordem maior,
resultara em uma curva abaixo da mostrada |E |, neste caso, o h 6timo aumentara.
Entdo é preciso um estudo com o intuito de adequar o passo para realizar 0s
célculos de modo que se obtenha um erro total que nao interfira tanto nos calculos a

ponto de torna-los invalidos.
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