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1 INTRODUCAO

Aliada a evolugdo dos computadores, diversos métodos
numericos foram desenvolvidos e aplicados para
solucionar problemas regidos por equacfes diferenciais
onde a solugdo analitica ndo existe ou ndo é obtida
trivialmente. Entre os diversos métodos numéricos esta o
Método dos Elementos de Contorno (MEC) (Brebbia e
Dominguez, 1989; Beer, 1994).

O MEC consiste na transformacdo da equacéo diferencial
que descreve determinado fendmeno em uma equacdo
integral que relaciona idealmente valores de contorno
(Beer, 1994). No caso de problemas descritos pela
Equacdo de Laplace, os valores do contorno sdo o
potencial e o fluxo. Neste tipo de formulacdo séo
determinadas as solugBes aproximadas para os elementos
ndo prescritos do contorno ou em pontos pertencentes ao
dominio a partir da resolucdo de um sistema de equagdes
algébricas, obtido a partir das integrais do contorno
contendo a solugdo fundamental do problema (Greenberg,
1971).

A vantagem da aplicacdo desse método estd associada a
dimensdo do sistema de equacdes, sendo menor do o
sistema obtido em outras formulagcbes como no caso do
Método dos Elementos Finitos ou Método das Diferencas
Finitas, sendo reduzido por utilizar apenas valores do
contorno em sua formulacéo.

A partir disso, neste trabalho é apresentada a formulacéo
do MEC para solucdo da Equacédo de Laplace em sua
forma bidimensional utilizando o aplicativo ‘Elementos de
Contorno Constantes’ para analise de uma placa quadrada
sob condigdes de contorno especificas.

2 MODELO BIDIMENSIONAL
O modelo matemético escolhido para este estudo €
Equacdo de Laplace (eq.1).
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O modelo geométrico é uma placa quadrada com aresta
igual a L (Figura 1) sob as seguintes condic¢Ges de contorno

(eq.2):
u(0,y) =0,
q(x,0)=0, (2)
q(L,y) =1,
q(x,L)=0.

Onde u é o potencial e g € o fluxo em relacdo a direcdo n
normal ao contorno (eq.3):

60

0=— (3)

ENE—
I, T,
Figura 1 - Modelo geométrico com a discretizagdo do contorno.

De acordo com Greenberg (1971), a solucdo fundamental
para a Equacao de Laplace denotada por u* é:
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Onde r =(X —¢&) é o valor do raio.

Conhecida a solucdo fundamental, a sua derivada em
relacdo a direcdo normal ao contorno é denotada por g* e
calculada como:
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3 FORMULACAO COM MEC
A partir do modelo mateméatico, do modelo geométrico e

assumindo que as variages em cada elemento Fj séo

constantes, a formulagdo com o MEC de acordo com
Brebbia e Dominguez (1989) toma a seguinte forma:

cu = [ urdrg,->"[ q*dru, (6
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Onde c; é o coeficiente para contorno suave com valor
iguala0.5ei=1,...,n (n = ndmero de elementos).

3.1 Implementacdo Computacional

A formulagdo do MEC foi implementada no software
Matlab R2010®, sendo desenvolvido o aplicativo
‘Elementos de Contorno Constantes’ (Figura 2), que
permite descrever o problema bidimensional a partir do
modelo geométrico e condicfes de contorno, assim como
gerar o arquivo.bem de leitura contendo os pardmetros de
integragdo, quantidade de elementos e nds funcionais,
quantidade de pontos para a Quadratura de Gauss (Press et
al., 2007) e localizagdo de pontos pertencentes ao dominio.
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Figura 2 — Aplicativo Elementos de Contorno Constantes.

A simulacdo é iniciada ao clicar o botdo Andalise Numérica
como ilustrado na figura anterior.

3.2 Analise Numérica

A andlise numérica foi realizada para com um nimero
variavel de elementos no contorno iguais a 4, 16, 64 e 256
com o intuito de verificar o desempenho do MEC em
relacéo ao resultado analitico. Foi atribuido valor dois para
a variavel L (aresta) e 100 para o nimero de pontos de
pontos de Gauss. As figuras a seguir representam 0s
resultados obtidos nesta etapa.
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Figura 3 — Resultado do MEC para 4 elementos (a) Potenciais u.
(b) Fluxos q.
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Figura 4 — Resultado do MEC para 16 elementos (a) Potenciais u.
(b) Fluxos q.
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Figura 5 — Resultado do MEC para 64 elementos (a) Potenciais u.
(b) Fluxos q.
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Figura 6 — Resultado do MEC para 256 elementos (a) Potenciais
u. (b) Fluxos q.

E possivel observar uma tendéncia linear nos resultados
com o aumento no ndmero de elementos no contorno. Para
o0 problema bidimensional a solucdo analitica da Equacéo
de Laplace de acordo com Stephenson (1970) e com as
condicGes de contorno dadas (eq. 2) assume a forma
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linear:
u(x, y)=x @)

Esta solucdo ¢é ilustrada pela Figura 7:
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Figura 7 — Solugdo analitica para a Equacédo de Laplace de
acordo com as condicdes de contorno dadas. (a) Potenciais u. (b)
Fluxos g.

Na Tabela 1 séo apresentadas as solu¢des obtidas para os
potenciais em um ponto pertencente ao dominio do
problema, variando-se a quantidade de elementos do
contorno:

N° de Elementos Ponto MEC Analitica
4 1,1 0.85 1.00
16 1,1 0.98 1.00
64 1,1 0.99 1.00
256 (1,1) 1.00 1.00

Tabela 1 — Resultados potenciais para um ponto do dominio

4 CONCLUSAO

A partir dos resultados obtidos com a aplicacdo do MEC
foi possivel verificar que com o aumento no nimero de
elementos no contorno a solucdo numérica tende a solucéo
analitica. Nos modelos numéricos utilizados, a
convergéncia da solugdo foi obtida com 256 elementos,
atingindo o valor analitico exato para 0s potenciais no
contorno e em um ponto do dominio. Os resultados
obtidos neste trabalho comprovam a potencialidade do
MEC e a eficicia do aplicativo Elementos de Contorno
Constantes para andlise de problemas potenciais
bidimensionais.
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