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Introducao

O primeiro problema de quadrados minimos registrado na histdria foi em 1740,
quando Jacques Cassini construiu uma lista de dados coletados em mediges as-
trondmicas feitas por védrios astrénomos desde 140 A.C.. Esta lista continha
diferentes resultados para a mesma quantidade. O problema entio, tornou-se
achar a "melhor equagio ” que satisfizesse a esses dados.

A primeira solugio coerente apareceu em 1805, no livro de Legendre, onde o
mesmo propds a minimizagdo dos erros das medicGes.

Em 1809, Gauss publicou um livro de érbitas planetdrias, onde introduziu o
Método de Quadrados Minimos, citando seu uso desde 1795.

Laplace e outros matematicos logo adotaram o método de quadrados minimos,
sendo que este se tornou indispensdvel para analisar dados astronémicos. Porém,
dernorou aproximadamente um século para que o método fosse realmente adotado
na Biologia e nas Ciéncias Sociais.

O método de quadrados mfnimos é utilizado na Administragio, como por
exemplo quando em uma empresa relacionamos o custo médio por unidade pro-
duzida com a quantidade de unidades produzidas em um dia. Uma curva tipica
de custo médio tem a aparéncia de uma parébola com a concavidade voltada para
clma, como mostra o grafico a seguir.

custo médio
por unidade

unidades produzidas



Neste trabalho, no capitulo 1, veremos algumas notagdes, defini¢oes e pro-
priedades bésicas de Algebra Linear que serio necesssrias para as dedugdes que
serao feitas no capitulo seguinte. No capitulo 2 serd visto o método de quadrados
minimos para determinar uma solugao aproximada de um sistema linear incom-
pativel Ax = b. Para isto serdo vistas dois tipos de decomposi¢io de matrizes, a
decomposicao QR e a decomposi¢ao em valores singulares (D.V.S), e também a.
definicao de pseudoinversa de uma matriz.

Ao longo do trabalho, serdo vistos alguns exemplos e ilustragoes para a melhor
compreensao dos tépicos.



Capitulo 1

Notagoes, Definicoes e Propriedades
Basicas

Neste capitulo veremos algumas notagoes, defini¢Ges e resultados bdsicos im-
portantes para o estudo do método de quadrados minimos.

A maior parte das demonstra¢des serao omitidas, especialmente aquelas vistas
nos cursos de Algebra Linear, do curso de graduagio em Matemdtica - habilitagio
Licenciatura. Para facilitar as demonstracoes que serdo vistas no capitulo 2,
veremos aqui algumas definigoes usuais, como multiplicacao de matrizes, porém
com outro enfoque.

1. R™ & o conjunto dos vetores

s
I3

In
2. xT = (z,, s, ..., T) ; vetor transposto.

3. (x,y) : produto interno. Em geral é usado

(x,y) = xTy = 191 + Toy2 + ... + Tn¥Yyn, produto interno usual em R™.

4 |Ix[| = /{xy) = VxTx = \/a{ + g3+ . + 2,

norma euclidiana do vetor x, com o produto interno usual de R™.
5. R™*™ é o conjunto das matrizes reais de ordem m X .
6. dimV : dimensdo de um espaco vetorial V finitamente gerado.

7. O ! elemento neutro de um espago vetorial V.
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Definicdo 1.1. MULTIPLICAGAC DE UMA MATRIZ POR UM VETCR

211 Q12 -.. (1n I
. g1 QGg3 -+ O2n I3
Sejam A= ] S ) e X=
a s
ml  Om2 mn | en In axl

anT; =+ G122 -+ + Q1nTn
_ 21Z1 —+ 022T2 + ... T (2T,
Entao, Ax = ) ,
2m1Z1 T+ Gm2T2 + .- T Gmala mxl
ou seja,
@11 12 Qin

ao Q22 a2
Ax =1 : + z5 : + . .+, o

Gm1 G2 G

Portanto, Ax é uma combinacao linear das colunas de A, e os coeficientes que
aparecem na combinacao linear sao as coordenadas de x.

Sejam a,, as, ..., 2, as colunas de A.

Entao,

Ax = rja; + zoas + ... + Zpa,-

(1.1)

Teorema 1.2. MULTIPLICAGAC DE MATRIZES

Sejam A uma matriz m X n , B uma matriz n X p e C uma matriz m X p , tal
que C = AB. Entdo a k-ésima coluna de C' é uma combinacao linear das colunas
de A, cujos coeficientes sio os elementos da k-ésima coluna de B, para todo & tal
quel<k<p.



Demonstracao.

Sejam
a1 Q12 ... Qp bir b2 ... by
4o | @ o2 - 0 . B= ba1 by . by
a"r-nl afr-n2 a'r-rm b;a.l b'rla.2 br;p
e
i1 €3 ... Cip
O = Ca1 €22 ... C2p
Gr;zl Cr;;,z -« Cmp

Multiplicando as matrizes A e B temos:

a11b11 + a12ba1 + ..+ @1nbuy . a11b1p F G19bap + - F Ginbyp
O— ag1b1n + Goabay + .-+ @anbny . a21bip + Gxbap .. aanbnp
a’mlbll + a'm2b21 + .t a'mnbnl --- a'm.lblp + a‘m2b2p + .-+ aﬂnnbnp

Sejam a;, bg, ¢, i =1,...,n; k=1,...,p, as colunas de A, B e C, respectiva-
mente.

C = [ aiby; +ashs + ... + anb, ... a]_blp + a2b2p + ...+ aﬂbnp ]

Portanto,

¢, = byiay + bypag + ... + buian
c2 = bipa; + bopas + ... + bp2a,

cp = bipag + bapaz + ... + bppa,

(1.2)




Assim, cada coluna ¢, de C' & uma combinagao linear das n colunas de A, com
coeficientes by, l <t <n, 1 <k < p.

a

Utilizando a demonstragao anterior podemos obter uma outra propriedade.

Propriedade 1.3. Sejamn A uma matriz m X n, B uma matriz n X p e C uma
matriz m X p, tal que C = AB.

Entao, cada coluna k& de AB pode ser obtida multiplicando-se a matriz A pela
coluna k de B.

Demontracao.

Utilizando a definigdo 1.1 podemos reescrever (1.2) da seguinte forma:

Cy = Abl
Cy = Abz
¢, = Aby

ou seja,

AB =C = [¢1, €, -.., ¢p] = [Ab1, Abg, ..., Ab,].

(1.3)
O
Definicao 1.4. SISTEMAS DE EQUAQﬁES LINEARES
Sejam a;; e b; nimeros reais, com 1 <¢ < m el < j < n. Entao um sistema
linear de m equacbes € n incégnitas é um sistema da seguinte forma:
21171 + @199 + ... + 81T = by (1.4)

@21T1 + Q22Z2 + ... + 02, Tn = b2

Qm1T1 + CmaZTa + -+ QT = bm,
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sendo Z1, T, ..., T, as incognitas, a;; os coeficientes e b; 0s termos independentes
do sistema linear.

Definigio 1.5. NOTAGAQ MATRICIAL DE UM SISTEMA LINEAR

E MATRIZ AUMENTADA

Seja o sisterna linear de m equacoes e n incdgnitas dado acima em (1.4).

Se definirmos:
G11 d13  .-- Qi1n I
Q3 Qa2 --- Q3n I3
A= , X=
a a .- a
ml  Hm2 T ] mxn Zn nx1
by
ba
e b= . 1
b
™ mx]1
entao
11 @iz -.- Qg I
Q31 Q22 -~ Qg4 I3
Ax = N =
Gm1 QGma - Qmp Tn
onZy + @12Z3 + ... + Q1aTn
anly + G22T3 + ... 4+ G2,T,
= 7
Q1 + Qmals + + Gmnln
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ou seja, Ax representa o "lado” esquerdo do sistema linear (1.4) dado acima.

Logo, o sistema linear (1.4) pode ser reescrito da seguinte forma:

Ax =Db.
A matriz
arx @12 --- Q1a | b
Qo1 Qag - - Qon | Do —[A | b:{
| o ’
Qml Gm2 - Gmn I bm

& chamada de matriz aumentada do sistema linear.

Teorema 1.6. Seja um sistema linear Ax = b com m equacoes e n incégnitas.
Este sistemna poderd ter:

e nenhuma solucao; neste caso, dizemos que o sistema é Incompativel.

e exatamente um solugao; neste caso, dizemos que o sistema é Compativel
Determinado.

e uma infinidade de solucoes; dizemos que o sistema é Compatfvel Indetermi-
nado.

Teorema 1.7. POSTO DE UMA MATRIZ

Seja A uma matriz de ordem . X n.

Seja B a matriz obtida a partir do escalonamento de A, B na forma escada.
Entao as afirmag0es abaixo sao equivalentes:

. 7 é o mimero mdximo de colunas linearmente independentes de A.

. 7 & o nimero maximo de linhas linearmente independentes de A.

- r & o mimero de linhas n3o nulas de B.

Este mimero é chamado de posto(A).

Notagdo: Posto(A) =r.

11



Observacao: r < min{m,n}, ou seja, posto(A) < min{m,n}.

- Definigao 1.8. Seja [A1b] a matriz aumentada do sistema Ax = b, de m
equagoes e 1 incégnitas.

Se Posto[A | b] # Posto(A), entdo o sistema é Imcompativel.

Se Posto[A | b] = Posto(A), entao o sistema é Compativel.

E ainda, se:

e posto (A) = n, entdo o sistema é Compativel Determinado.

e se T = posto(A) < n, entdo existem n — r varidveis livres e o sistema é
Compativel Indeterminado.

Definigao 1.9. ESPAGO COLUNA DE UMA MATRIZ A

Seja A = [a,, ag, ..., a,] uma matriz m x 7, sendo a;, ay, ..., a, as colunas de
A.. O espago coluna de A é o subespago de R™ gerado pelas colunas de A, isto &,
é o conjunto de todas as combinacoes lineares das colunas de A. Ele é denotado
por Col(A). Entao,

Col(A) = {Ax / x € R"} = {z1a; + T2a3 + ... + Tn@n; 71, T, ..., Tn € R}
O espaco coluna de A também é conhecido como Imagem de A.

Col(A) = Im(A)

" Definigao 1.10. ESPAGO LINHA DE UMA MATRIZ A

Seja A € R™*” : o espago Linha de A é o subespago de R” gerado pelas linhas
de A ; como as linhas de A sao as colunas de AT, entdo o espaco linha de A &

dado por
Col(AT) = {ATx /x € R™} = Im(AT).

12




Definigao 1.11. ESPAGO NULO DE UMA MATRIZ A

Seja A € R™*™ ; o espago nulo de A & o conjunto solugdo do sistema homogéneo
Ax = O; ele é subespago de R", e é denotado por N(A). Entao,

N(A)={xeR"/ Ax=0}.

Definigdo 1.12. ESPAGO NULO A ESQUERDA DE UMA MATRIZ A

Seja A € R™™ ; segue-se que A7 € R™ ™ ; o espaco nulo A esquerda de A é
o espago nulo de A7, e é um subespago de R™. Entdo,

NAT)={xeR™/ ATx=0 }.

Definicao 1.13. 0S SUBESPAGOS FUNDAMENTAIS DE UMA MATRIZ A

Seja A € R™*™ ; sdo quatro os subespacos fundamentais de A:
® 0 espago coluna de A, ou seja, Col( A);

® 0 espago linha de A, ou seja, Col(AT);

® 0 espaco nulo de A, N(A);

® 0 espago nulo & esquerda de A, N(AT).

Teorema 1.14. Um sistema linear de equacces Ax = b, é compativel se, e
somente se b estd no espaco coluna de A.

Demonstracao.
@3 412 ... Qin T4
. dg1 Q422 -.- d2p Iy
Sejam A = ) e x=
mﬂ
@ml @m2 - Gmn

Por (1.1), temos que
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Ax = z1a; + Zha5 + ... + Zha,,

sendo ay, ag, ..., a, as colunas de A.
Portanto, o sistema linear Ax = b pode ser escrito como

Tya) + Lpag + ... + T,2, = b.

Suponhamos que Ax = b seja um sistema Compativel; entao, existem valores
Z1, T3, ..., Tn que satisfazem o sistema, ou seja, b é uma combinacgiao linear das
colunas de A, que geram o subespaco Col(A). Logo, b pertence ao espago coluna
de A.

Suponhamos agora que b pertenca ao espago coluna de A, ou seja, existem
Z1,Z2,.--, Zn € R tais que

b= Tyay + ZoAg + ... + £,8,.

Mas zya; + Zsa3 + ... + Tp,a, = AX,
Portanto, x € solugio para o sistema Ax = b.

Teorema 1.15. Seja Ax = b um sistema linear de ™ equacoes e 1 incégnitas.
Seja posto(A) =r.
Entao:

Definicdo 1.16. VETORES ORTOGONAIS

Seja V' um espago vetorial comn produto interno. Sejam u e v vetores emn V.
u e v sao vetores ortogonais se {u, v) = 0.

Notacao: u 1L v

14



Definicao 1.17. CONJUNTO ORTOGONAL

Seja V' um espago vetorial com produto interno. Sejam vy, Vs, ..., v, vetores
em V. Se (vi,v;) = 0, quando 7 # j, entdo {vi, V2,-.., Vo} é um conjunto
ortogonal de vetores.

Teorema 1.18. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja
{vi, va,..., v,} um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de V.
Entao vy, vo,..., v, 530 vetores linearmente independentes.

Definigao 1.19. CONJUNTO ORTONORMAL

Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja B = {vi, vg,..., vu}
um subconjunto de V. Se B é um conjunto ortogonal e ||vi|| = 1,1 =1,2,..n,
entao B é um conjunto ortonormal de vetores.

Defini¢gaol.20. MATRIZ ORTOGONAL

Se @ é uma matriz quadradanxne QQT = QTQ =1, I : matriz identidade
n X n , entao ) é chamada de matriz ortogonal.
Segue-se que

Q—l — QT-

Observacgao: |det(Q)| = 1, sendo det(Q) o determinante de ().

Teorema 1.21. Seja @ uma matriz n x n. As seguintes afirmagbes sao
equivalentes:

a) ) é ortogonal

b) as colunas de ) formam um conjunto ortonormal em R™.

¢) as linhas de @ formam um conjunto ortonormal em R'*".

15




Propriedade 1.22. Seja A uma matriz m x n tal que as colunas de A formam
um conjunto ortonormal em R™ e as linhas de A formam um conjunto ortonormal
em RI*™

Sejam u e v vetores de R™. Entao:

a) A preserva o produto interno entre os vetores, isto &,

{Au, Av) = (u,v).
b) A preserva a norma de v, isto é,

Av]l = vl

Definig¢ao 1.23. SUBESPAGOS ORTOGONAIS

Sejam S e W dois subespacos de R*. § e W sao ortogonais se (x,y) =xTy =0,
paratodox € S etodoy € W.

Notagdo: S 1L W.

Defini¢ao 1.24. COMPLEMENTO ORTOGONAL DE UM SUBESPAGO

Seja V' um espago vetorial comn produto interno. Seja W um subespaco de V.

O complemento ortogonal de W é o conjunto de todos os vetores em V' que
sa0 ortogonais a todos os vetores contidos em W, e é denotado por W+. Entao,

Wi ={xeV/ (x,y) =0, para qualquer y € W}.

16



Teorema 1.25. Seja V um espago vetorial com produto interno e W um
subespaco de V. Entao:

a) W+ também é umn subespago de V.

b) Wnwt={0}

¢) O commplemento ortogonal de W+ & W, ou seja, (W)L =W.

d) v € W se e somente se ele é ortogonal a um conjunto de geradores de W.

Teorema 1.26. Seja A uma matriz m X n. O espaco linha de A e o espago
nulo de A sao complementos ortogonais um do outro e estao contidos emm R®. E
o espaco coluna de A é complemento ortogonal ao espaco nulo de A7, estando
ambos contidos em R™.

Isto &,

N(A) = (Col(AT))* e N(AT) = (Col(A))*

Demonstragao.

Vamos mostrar apenas que N(A4) = (Col (AT))J'.
Sejam w € N(A) e v € Col( AT).

Entao Aw =0 e v =ATx, para algum vetor x € R™.
Portanto,

(w,v) =wlv=wT (ATx) = (wTAT) x = (Aw)  x = OTx =,
ou seja,
N(A) L Col( AT).
Isso implica que N(A) < (Col(AT))™ .

Seja v € (Col (AT))J' : entdo v é ortogonal a cada elemento do espago linha
de A. Em particular, v é ortogonal a cada coluna de A”.

Poréin as colunas de AT sdo as linhas de A; logo v é ortogonal a cada linha
de A.

Portanto Av = O, isto &, v € N(A).

Assim '

(Col(AT))' c N(A).

17



Logo
N(A) = (Col(AT))" .

Isso prova a primeira afirmagio. A segunda segue da primeira substituindo-se
AT pela matriz B.

Teorema 1.27. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n com produto
interno. Seja W um subespaco de V. Entao,

V=Waowt

dim(W) + din(Wt) = dim(V) = n

Além disso, se {x1, Xa,..., X-} é base de W e {X,41, Xry2, ..., X,} € base de
W+, entdo {x1, X2, ..., Xr, Xr41,.., Xn} € base de R™..

Observacgdo: V & soma direta de W e W, isto &, todo vetor em V' pode ser
expresso de maneira tinica comno uma soma u + v, sendo u € We v e W+,

Teorema 1.28. TEOREMA DA DIMENSACQ
Seja A uma matriz . X n. Entao

dim(Col(A)) +dim(N(A))=n

18



231 24
Exemplol.1. Seja A = €R?3 |  Emtio AT = | 3 5 | e R3*2
4 5 6 1 6

Sabe-se que N(A4) C R?, Col(AT) CR?, Col(A) CR? e N(AT) CR2

N(A) = {v e R¥/Av = O} # 0, pois todo sistema homogéneo é compativel,
ja que v = O é solugao. |
A matriz aumentada do sistema Av = O & dada por: - |

2310
4 5 6 10|

Escalonando a matriz aumentada acima, através de operagoes elementares,
temos:

23
4 5

2 0 ' 20 13 1 0
—_
0 0 01 —4 .1 0|

O sistema tem uma, infinidade de solugdes:

=
I =
LN

13
z=—>z e y=4z, zeR

N(A) = {(—?z, 12,2); z € ]R} — (2(-13,8,2); z € R}
N(A) =[(-13,8,2)].
Seja v; = (—13,8,2)T
Entdo dim(N(A)) =1.
N(A) é a reta que passa pela origem e cujo vetor diregio é v;.
Sabemos que Col(AT) = {b € R}/ 3 v € R? satisfazendo ATv = b}.

Escalonando a matriz aumentada do sistema A7v = b, obtemos:

19




0 —8 1 b —2b s By o
(1 6 by ]
|
1
Y 0 1 _ﬁ(—b2+3b3)

00 | 135, — Bby — 283
L 13 d

Neste caso existe urma restrigdo, pois para que o sistema seja compativel de-
vermos ter

Posto[A 1 b] = Posto(A).

1
Portanto, 3 (13by — 8by — 2b5) = 0.

Deste modo

COl(AT) = {(b]_, bg, ba) < R3 / 1351 - 8b2 — 2b3 = 0}

13
Como b3 = Ebl — 4by, temos

13
OOI(AT) = {(bl, b2, ?bl - 462)/51,52 < R} =

= {61(1,0, 1;) + bg(o, 1, —4)',61,52 c R} .

Col(AT) = {b1(2,0,13) + b5(0, 1, —4); b1, b, € R} .

20



COE(AT) = [(21 01 13)! (0: 1-; —4)]
Sejam vy = (2,0,13)7 e v3 =(0,1,—-4)T.

J4 que v, e v3 geram Col( A7) e sdo linearmente independentes, pois um nao
& muiltiplo escalar do outro, temos que {vz, va} é base do espago coluna de A7,

Entdo dim(Col(AT)) = 2.
Col(AT) & o plano gerado por vy e vs, e que passa pela origem

Observamos que (v,va) =0 e (vi,va) = 0, ou seja, o gerador do espago
nulo de A & ortogonal acs geradores do espago coluna de A7, ou seja

Col (AT) = (N (A4))*

dim(N(A)) + dim(Col(AT)) = dim(R?¥) = 3.
Observagao: {v;, vy, v3} € base de R.

Sabemos que N(AT) = {ve R?/ ATv =0} e que ATv = O ¢ um sistema
compatfvel.
Com a matriz

= W N
D
o oo

utilizando o escalonamento feito anteriormente para obter (1.5), temos
z+6y=20
y=0,

ouseja, z =y = 0.

21




O conjunto solugao é a solugao trivial.

Portanto N (A7) = {(0,0)} e dim(N(AT)) = 0.

Sabemos que Col(A) = {Av=Db /v € R?}.

Escalonando a matriz aumentada do sistema Av = b, obternos:

2311 b
4 5 6 1 by

_)[23 1 b ]_) [20 13|3b2—5bl]

2 3 1 bl -
0 -1 4 b2—2b1

0 1 —4 1 25 —5 0 1 —4 1 2b—by
Neste caso, posto(A) = 2 e , portanto, nao hd restrigdo para b.
Logo, Col(A) =R? | ou seja, o espéx;o coluna de A & o préprio R2.
Assim dim(Col(A)) = 2, e temos

dim (N (AT)) + dim(Col (A)) = dim (R?) = 2.

Teorema 1.29. Sejam uma matriz A € R™” | x, be R e Ax =b um

sistema hnear. Entao as seguintes afirmagbes sao equivalentes:

e A é inversivel (det(A) #0 ).
o Col(A) =R
e as colunas de A s3o hinearmente independentes e geram R, e portanto

formam uma base de R™,

e Ax = O tem apenas a solugao trivial.
e Ax = b é compativel para qualquer vetor b € R™.
e Ax = b tem exatamente urna solugao para qualquer vetor b € R™.
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Teorema 1.30. TEOREMA DE PITAGORAS GENERALIZADO
Se u e v sao vetores ortogonals num espaco com produto interno, entao

2 2 2
o+ i = [[ull” + (v

Teorema 1.31. Seja V' um espago vetorial com produto interno e v um vetor

em V. Seja B = {v;, v3,..., V,} uma base ortogonal de V. Entao todo vetor
v € V pode ser escrito como combinagio linear da base B da seguinte forma:
| _ {v,vi) (v, v2) (v, vn)
= vy + Vy+ ../

(v, V1) T v, V) (Var V)

(v, v;)

Os coeficientes a; = <——>, 4=1,2,...,n sao chamados de coeficientes de
Vj, Vj
Fourier de v.

Teorema 1.32. Sejam V um espago vetorial com produto interno e W um
subespaco de V. Todo vetor v em V pode ser expresso de maneira iinica como:

V:W1+W2,

pois V=W @ W+, sendo w; € W e wy, € Wt
O vetor w, é chamado de projegao ortogonal de vem W .

Notagao: wy; = projwv

O vetor ws & chamado de componente de v ortogonal a W.
Notagao: wy = projy.Lv

Portanto
V = projwV + projw.LV

Ji que wy = v — wy, temos projy L v =V — projyv, ou seja,

v = projwv + (v — projwv).
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Teorema 1.33. PROJECA0 ORTOGONAL DE UM VETOR EM UM SUBESPAGO

Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja B = {vi, Vvs,..., v,.}
uma base ortogonal de um subespaco W de V. Seja v € V. A projecao de v
em W é denotada por proju-v e é dada pela férmula;

(V, V]) v (V, V2) (VJ V,-)

+ Vo + ..+
(vi,v1) ! (v2,Vva) (Ve Vi)

D= projwv =

f ok

Teorema 1.34. TEOREMA DA MELHOR APROXIMAGAD

Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Seja W um subespago de V.
Seja u um vetor em V e suponha que u nao pertenca a W. Entao projyu é a
melhor aproximacgio de u em W, isto é,

lu—projwul|| < [lu—w],

para qualquer vetor w emn W, diferente de projw-u.

Teorema 1.35. PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAQ DE GRAM-SCHMIDT

Seja V um espago vetorial coin produto interno. Seja B = {uy,ug, ..., u,} uma
base qualquer de V.
Sejam vi = uj e

Vo =14, — <un’ VI)V]_ — (un’vz)\q —_ . — Mvn_l, n 2 2.
(Vh Vl) (Vz, Vz) (Vn—l, Vn—I)
Deste modo obteinos uma base ortogonal B = {vy, Va,..., Vo} de V.
S - vl v2 vﬂ,
gam g =77 o L=77: - A = 1
vl [Ivall " vall

Entio B — {a1, q2,---; Qn} é uma base ortonormal de V.
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Observagao:
(u;, v;)
{(vj,v;)

Vn = Uy, — (Projv,Un + Projy,Un + ... + projy,_,uy)

1) Como projy,u; = v;, segue-se que v, pode ser reescrito como:

2) Para qualquer 1 < k < n, {v1,Vy,..., v;} é uma base ortogonal que gera o
mesmo subespago gerado pela base {u, us, ..., ux} , ou seja,

[ul:luﬂa"-uuk] = [V]_,Vg,..-,Vk], 1 < k n

Corolério 1.36. Todo espago vetorial V com dimensao finita tem uma base
ortonormal.

Teorema 1.37. PROCESSO DE GRAM-SCHMIDT MODIFICADO
Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Seja B = {uy, uy, ..., u,}
uma base qualquer de V. Por definigao:

1
Q1 = -
[l |

O préximo passo é subtrair de cada vetor ., ¥ = 2,3,...,n, a projecio
ortogonal de u;, sobre q;-

u
Como projq, u = (u, o) g, temos que:
(an,a)
u
ui = U — ( k'ql)q1 3 k=273,---5n

{q1,q1)

Deste modo obtemos novos vetores ul , k=2,3,...,n, ortogonais a q;.

Agora definimos
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sendo que qs j4 é ortogonal a q;.

Analogamente, subtraimos de cada novo vetor uj , £ = 3,4,...,n , a projecio
ortogonal de uj, sobre q;:

o (uiqe)

uy = uy, (D) k=3,4,..,n

1
Assim obtemos novos vetores u%, k = 3,4, ..., n , ortogonais a qs.

Deste modo, sucessivamente, definimos qa, qy, ---, qn, sendo

1
Rl

uz—l
ortogona.l a qq, 92, ---,9n-1-

dqQr =
|

Logo, B = {qQ, q3,..-, Qr} & uma base ortonormal de vetores de V.

Definicao 1.38. AUTQVETORES E AUTOVALORES

Seja A uma matriz n x n. Um escalar A é um autovalor ou valor caracterfstico
de A se existe um vetor nao-nulo x tal que Ax = Ax. O vetor x é um autovetor
ou vetor caracteristico associado a A.

Teorema 1.39. TEOREMA ESPECTRAL PARA MATRIZES SIMETRICAS
Seja A € R™™ simétrica. Entao:
a) A possul n autovalores A, Ag, ..., A, e s@o todos reais;

b) os autovetores de A associados a autovalores distintos sao ortogonais
entre si;
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¢) é sempre possivel obter uma base ortonormal de autovetores
{v1,v2,..., Va};
d) vale a relacao QTAQ = D ;

as colunas de @ s30 vy, V3, ..., V, €, portanto, Q) é uma matriz ortogonal;

D & uma matriz diagonal, sendo que a diagonal principal desta matriz
é composta por Ay, Ag, ..., An-

Observagao:

do item d) acima segue-se que A pode ser decomposta na forma, A = QDQT.

Teorema 1.40. Se v é um autovetor de AT A associados a um autovalor néo
nulo )\, entao Av é um autovetor de AAT associado ao mesmo autovalor.

Demonstragao.
Seja ATAv = Av. Entdo
AAT (Av) = A(ATAv) =A(\v) = Mv.
(|

Teorema 1.41. Seja A uma matriz m xn. Entao AT A é uma matriz simétrica
n X n, tal que

a) N(ATA) = N(A)
b) Col(AT A) = Col(AT).

Demonstracao.

Seja A uma matriz de ordem m x n ; logo, AT é uma matriz de ordem n X m.

Entdo, ATAéde ordemn x nn e
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(ATA)T = AT (4T)T = AT 4,
ou seja, AT A é uma matriz simétrica.

a) Sers provado agora que N(ATA) = N(A).
Suponha que x pertenca ao espaco pulo de A7 A.

Entao,
AT Ax =0, ouseja, AT (Ax)=0 .
Logo,
Ax € N (AT).
Mas, por (1.1),
Ax € Col(A).

Entao, Ax € Col(A) e Ax € N (A7),
Como, pelo teorema 1.26, N (A ) ¢ o complemento ortogonal de Col(A),
segue, pelo teorema 1.25, que

Ax = O.
Logo,
X € N(4).
Portanto,
N(ATA) C N(A). (1.6)
Seja x pertencente a N(A); entao,
Ax = 0.
Assim, AT (4x) = ATO = O, ou seja,
x € N(ATA).
Portanto,
N(ATA) C N(A). L
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Logo, de (1.6) e (1.7), segue-se que
N(A) = N(ATA).

b) Temos, do teorema 1.26, que
Col(ATA) = (N(ATA))" .

Mas sabemos, do resultado anterior, que N(ATA) = N(A).
Deste modo,

Col(ATA) = (N(A))". |
Do teorema 1.26,
(N(A))*" = Col(AT).
Logo,

Col(ATA) = Col(AT).

Observacao: Do teorema acima, segue-se que

Posto( ATA) = Posto(AT) = Posto{A) = Posto(AAT).

Teorema 1.42. Seja A uma matriz m x n e posto(A) = n. Entao AT A & uma
matriz 7 X n Inversivel.
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Capitulo 2
Método de Quadrados Minimos

2.1. INTRODUCAO

Neste capftulo veremos o método de quadrados minimos para a obtencio da
solu¢do aproximada de sistemas lineares incompativeis e também algumas apli-
cacoes.

Para isso deverao ser vistas algumas decomposi¢ces de matrizes, que sao as
"ferramentas” necessdrias para a obtencao de uma solu¢io aproximada de um
sistema incompativel pelo método citado acima.

2.2 O PROBLEMA DE QUADRADOS MINIMOS

Seja Ax = b um sistema linear de m equagtes e n incégnitas incompativel.

J4 que nao existe solugdo para Ax = b, vamos determinar um vetor x tal que
| Ax — bl| seja minimizada, ou seja, tal que a distancia entre b e Ax seja a menor
possivel. Quanto menor for esta distancia, melhor serd a solugio aproximada.

Seja X essa solucao aproximada. Podemos dizer que AX — b & o " vetor erro”
que resulta do fato de X ser a melhor solugao aproximada do sistema Ax = b.

Se o sistema fosse comnpativel e X fosse a solucdo exata, entdo o erro seria nulo:
O problema formulado como foi feito acima, isto é, dado um sistema Ax = b
de m equacdes e n incégnitas, determinar um vetor X que Ininimiza |[Ax —b||, &

chamado problema de quadrados minimos.
Um tal vetor é chamado uma solug¢io de quadrados mfnimos de Ax = b.

Observacao: Para entender a origern do termo quadrados minimos, seja X
uma solucgio deste tipo e e =AX — b, o vetor erro.
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Se e = (e1, €2,..., &m), entdo a solugio de quadrados mimimos minimiza

Rafr=+

llell = (2 +e2+...+€e2)2.
Portanto,

le|?=e?+el+..+e  também é minimizada,

e para que isto ocorra, cada parcela deve ser o menor possivel.
Por isso é dado o nome de Quadrados Minimos .

2.2.1. SOLUCAO DO PROBLEMA DE QUADRADOS
MINIMOS.

Seja W = Col(A).
Se Ax = b é incompativel, entao, pelo teorema 1.14, b ¢ W, ou seja, b ndo &

combinacao linear das colunas de A.

A solucao de quadrados minimos é um vetor X em R" tal que AX seja o vetor

“mais préximo” do vetor b.

Pelo teorema 1.3/ temos que projwb é o vetor em W mais préximo de b.
‘Portanto, uma solugdo de quadrados minimos devé satisfazer o sisterna
Ax = projwb = p.

Esse sistema pode ser resolvido diretamente. Primeiramente temos que cal-

cular o vetor p. Para isto precisamos antes obter uma base ortogonal do espaco
coluna de A que sera utilizada no cdlculo da projecdo ortogonal de b em W. S6
entao resolverfamos o sistema Ax = p.

Por causa das questdes computacionais citadas acima, serd dada uma nova

abordagem para a obtengio da solugao do problema.

Pelo teorema 1.34 temos que

b—’p’f‘O_jlwb c WJ'
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e pelo teorema 1.26 que W+ =N (AT).
Segue-se que

b—Ax € N(AT),

ou seja,

AT (b — Ax) = O.

Portanto,
ATb — ATAx = 0.

Logo, determinar uma solugao de quadrados mfnimos de Ax = b & a mesma
coisa que achar a solu¢do exata do sistema

AT Ax =A7D.

O sistema AT Ax =ATb & chamado sistema normal associado a Ax = b, e
as equagoes que O compoem 530 chamadas equacdes noTmmais; esse sistema envolve
n equacdes e n incognitas, pois ATA én X n.

Teorema 2.1. Seja Ax = b um sistema linear de m equagoes e n incégnitas.

a) O sistema normal AT Ax =ATb é sempre compativel.
b) Qualquer solugao x é uma solucdo do sistema normal se e somente se X &

solugdo de quadrados minimos de Ax = b.

Demonstragao.

a) Consideramos a matriz aumentada [ATA 1+ ATh].
As colunas de ATA geram Col(ATA), e sabemos, pela definicao 1.1, que ATb

6 uma combinacao linear das colunas de A”.
Sejam a,, ag,..-, an as colunas de AT Entdo

ATb =bja; + bag + ... + bmam,
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ou seja, ATb & uma combinacdo linear das colunas de AT.
Logo,

ATb € Col(AT).
Como, pelo teorema 1.41,
Col(AT) = Col(ATA),
temos que
ATb € Col(ATA),
e pelo teoremna 1.14, temos que

AT Ax = ATb & sempre compativel.

b) Considere x; e X3 solugdes do sisterna normal. Entao,
2.2)

AT Ax;=ATb
i (2.3)

AT Ax;=ATDb
Subtraindo (2.3) de (2.2) temos
AT A (x; — %) =ATb—ATb = O,
ou seja,
ATA (% —x3) = 0.
Portanto, (x; ~ x3) € N(ATA).
Como , pelo teorema 1.41, N(ATA) = N(A), conclulmos que
(31 —X3) € N(A), ou seja, .

A(x; —%5)=0.
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Seja X1 — Xz = ¥. Deste modo X; =Y + Xa.
Entao Axl'—'b 2A(Y+XQ) —b =Ay+Ax2-—b=Ax2~b.
Logo, Ax; — b =Ax; — b.

Isto significa que Iv|i® = [|1Ax — b|* terd o mesmo valor tanto para X = X,
quanto para X = Xs.

Portanto, qualquer solugio de A7 Ax =ATb é uma solucio de quadrados min-
imos de Ax = b.

34 vimos anteriormente, nas dedugdes feitas para estabelecer o sistema normal,
que qualquer solugdo de quadrados minimos de um sistema Ax = b é solugao do
sisterna normal.

O

Em alguns casos podemos garantir que um sistema linear tenha uma inica
solugio de quadrados minimos.
Q préximo teorema nos dd um resultado ttil para tais casos de unicidade.

Teorema 2.2. Um sistema linear Ax = b tem uma tnica solu¢ao de quadra-
dos minimos, se e somente se Posto{ A) = n.
E ainda, esta solugio é dada por:

x = (ATA) " Ab.

Demonstragao.

Suponhamos que posto{A) = n; entdo, pelo teorema 1.42, temos que ATA e
inversivel.
Assim, do sistema normal AT Ax =ATb segue-se que

x = (ATA)™" A7b,

e da unicidade da inversa de uma matriz, segue-se que X a umnica solugao de
quadrados mmimos de Ax =b.

Suponhamos agora que exista uma unica solucdo de quadrados minimos de
Ax =Db.
Se X & essa solugdo, entdo



AR=projwb =p, sendoW = Col(A).

Suponhamos que posto(A) < n.
Como, pelo teorema 1.28, n = dim(N(A)) + posto(A), segue-se que

dim(N(A)) > 0.

Logo, existe X # O pertencente ao espago nulo de A, isto é, existe X # O tal
que AX = 0.

Mas, AX +Ax=0+p=p.

Segue-se que

AX+X) =p,
isto &, X + X & também solugdo de quadrados minimos de Ax = b,
e como X # O, entdo X + X # X, 0 que é absurdo.
Logo,

posto(A) = n.

Observagao:
- Para obter a solucio X resolvemos o sistema AT Ax =A"b.
- Se posto(A) < n, entdo o sistema normal serd indeterminado.

Exemplo 2.1. SOLUGA0 DE QUADRADOS MINIMOS DE UM SISTEMA LINEAR

1 0 -1 6
. 21 -2 0
Sejam A= 11 0 e b= 9
11 —-1], 3 ax1

A tem as colunas linearmente independentes. Logo, posto(A) = 3, de forma
que existe uma unica solugao de quadrados minimos.
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1 2 1 1 i (i] :; 7 4
ATA=1 0 1 1 1 'i Lo | = 4 3
-1 -2 0 -1 11 -1 -6 -3
1 2 1 1 g 18
ATb=| 0 1 1 1 9 | = 12 |.
-1 -2 0 -1 3 -9

Portanto o sistema normal AT Ax = ATb &
7 4 —6 I 18
4 3 -3 I3 = 12
-6 =3 6 Ty -9

$1=12,$2=—3,$3==9.

1 0 -1 3
22 B
projwb =141 o o 19
11 -1 0
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2.2.2. AJUSTE DE CURVAS

A aplicacdo mais comum das soluges de quadrados minimos & o ajuste de
curvas, como por exemplo, ajustar fungdes a dados obtidos através de experi-
mentos.

Sejam  (Z1,%1), (T2, %) » ---» (Tm, Ym) 08 ™ pontos resultantes de um certo
mimero de medigdes, ou seja, quando z = z; fai observado que y = ¥;, Sendo
1=1,2,...,m.

O nosso objetivo é encontrar uma relagio funcional y = f(z) que represente
os m pontos da melhor maneira possivel. Esta funcao é chamada de curva de
quadrados minimos.

Por exemplo, se um corpo se move con velocidade constante v, a relacao entre
o tempo t e a posigdo y atingida pelo corpo é dada pela equagao linear

y = a+ vt.

Suponha que medimos v em vdrios instantes ¢ e obtivemos os seguintes resul-
tados

t | 5 8 10
6 9 11

y |

0 3
2 5

Estes resultados estdo marcados no grdfico 2.1. Percebemos que 0s pontos
quase formam uma linha reta. Podem exister dois motivos pelos quais os pontos
nao estao totalmente alinhados, j& que a relagio entre ¢ € a € linear:

1. a velocidade nio ser constante, fazendo com que (2.4) seja falsa.

2. ertos de medigao.

Vamos levar em consideragao o segundo item. Set e y tivessem sido medidos
corretamente, entao a relacao entre eles seria dada por (2.4). Como as medidas
estao sujeitas a erros experimentais, a equagao (2.4) nao é satisfeita, isto &, nao
conseguimos achar valores exatos para a e v.

Portanto, temos que deduzir os "melhores valores possivels” para ¢ e v, ou
seja, achar a reta que melhor se adapta aos dados obtidos no experimento.
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117
2ixo Y 10

0 1 2 % 4 5 & 7 8 & 10
eixo t

» resultados das medidas de y nos instantest

Grafico 2.1

De forma geral, suponha que tenhamos colocado m pontos no plano cartesiano,
e que a relacdo mais aproximada entre z e y seja dada por uma equacio linear,

ou seja, o gréfico é aproximadamente uma reta:

y=cr+d.

Na prdtica, os m pontos obtidos da experiéncia, raramente parecem estar
alinhados com precisao sobre uma reta, mesmo quando as medicGes sao feitas

cuidadosamente. E inevitdvel o aparecimento de erros.

Se nao houvesse erro a reta passaria pelos m pontos.
Ent&o valeria o sistema linear

ct1+d =1
c:c2+d=y2
CTrm, +d =y,
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Sejam

I 1 )8
1
A= 2 . , X = [ 2 ] e b = &
: 2x1
Tm 1 mx?2 ym mx1l

Assim, o sistema de m equagGes pode ser escrito na forma matricial

Ax =Db. 2.5)

Cada ponto (z;,y;), obtido experimentalmente, corresponde a um ponto

(z;,cz; + d) pertencente i reta de quadrados minimos. Portanto, y € um
valor observado no experimento, e cz; + ¢ é o valor obtido na rete de quadrados
MENIMOS.

A diferenca entre esses dois valores é

y,—(ez; +d)=¢ ,i=1..,m

Assim,
Yy =cT; +d+ e , t=1,...,m,

sendo e; o desvio vertical do ponto (z;,%:) até a reta procurada.
Temos que

e = & o vetor erro.

mxl
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Exemplo 2.2. AJUSTE DE DADGOS POR UMA RETA
Um determinado experimento produziu os dados:
Pl = (0,0) ) P2= (1,2) e P3 = (2,7) .

Se pusermos estes pontos no grifico cartesiano, podemos suspeitar que, a
funcio que procuramos, para melhor se ajustar nos dados, seja uma reta

y=cz+d.

Suponha que exista urmna reta que passe pelos trés pontos. Deste modo temos:

0=d
2=cl+d , OUu seja,
T=c¢24+d
0 01 .
2(=111 [d]
7 2 1
Sejam

0 1 0

A=1|11 ; x=[;] e b=]2
21 7

J4 que o sistema & Incompativel, ou seja, b nao pertence ao espago coluna de
A, determinaremos uma solu¢io aproximada pelo método de quadrados minimos.
Escalonando a matriz A, obtemos a matriz reduzida

,ouseja, Posto(A)=n=2

= =R
o - -

Do teorema 2.2 ;sabemos que existe uma dnica solugao de quadrados minimos.
Temos que
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111
Portanto,
0 1
01 2 5 3
1 11 9 1 3 3
e

o
|

0
. |0 12 16
Ab“{111 2| L9l

Resolvendo o sistema AT Ax = ATb, obtemos a solugao

c=z e d=-—1.
2

2

Portanto, a tinica solugao de quadrados minimos &

Logo, a fungio linear que melhor se ajusta aos dados é

71
y=37-3 -

Como a solugao é aproximada, existe um vetor erro e.
Counsideremos as abcissas dos pontos dados no problema, e calculemos as or-
denadas correspondentes desses pontos na reta obtida.

1
para T =10, y=-—3

para =1, y=3 , Ol seja,
13

para z = 2, y=—2-
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1 13
os pontos (91 = (O, _E) ,@2=(1,3),Qs= (2, —2—) pertencem & reta.
O vetor
I l 7
2
p=| 3 pertence a Col(A4),
1_3
[ 2

e sabemos que p = projwb = Ax, x obtido acima.

Assim como, a reta de quadrados minimos é a reta que melhor se ajusta acs
dados do experimento, p & o vetor pertencente & Col(A) mais préximo do vetor
b.

Subtraindo p de b, obtemos o vetor erro:

T 1] [ 1]
"2 2
0
21 - 3 =|-1]=e
7
13 1
| 2 [ 2

2 2
1 3
”9“2 = (%) + (—]-)2 + (E) = E & minima.

Sabemos que e = b — Ax é ortogonal ao subespago Coi(A), ou seja, e pertence
a N(4T).
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0.5 1 1.5 2 25

gixo X

= Dados do experimento

Gréfico 2.2

Algumas vezes nao é conveniente ajustar os dados a uma reta, pois em certos
experimentos J4 esperamos que a relacao entre z e y seja dada por alguma outra
fun¢ao que nao é a linear.

Deste modo, devemos encontrar um polinémio de grau estipulado que ” melhor
se ajuste” aos dados.

Suponha entao, que temos m pontos representando os dados:

(Eh yl) ) ($2! y?-) FREEY (Em, ym) 3

e queremos obter um polin6mio de grau p, que "melhor se ajuste” a eles.
Seja
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=i+ o tote , i=1,2..m,

talquep < m — 1.

Sejam
(i1 f - T 1 p
Y2 :L'p ' I9 1
b = ) A —l _2 , x =
: C1
P
LT Tm Lm mx(p+1) co {p+1)x1
€1
€2
e e = )
Em mx1

Portanto, podemos escrever as m equagoes na forma matricial como
b=A4Ax+ e,

ou seja,

Exemplo 2.3. CURVA DE QUADRADOS MINIMOS

Em uma floresta tropical, foram obtidos os seguintes dados: x é o nimero de
presas e y é o nimero de predadores (por quilometro quadrado) durante um certo
temnpo:

Seja.m -Pl = (2,2) , P2=(4,2) ) P3=(3,2) ’ P4 = (5,1)

Com os quatro pontos obtidos através das medigdes, poderfamos no maximo
ajustar nossos dados a uma curva de terceiro grau. Porém nossa expectativa para
este experimento, é que T e y tenham uma relacido quadrdtica.

Portanto, nosso objetivo € achar uma curva
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y = 1T + ¢z + d,

que melhor se ajuste aos dados do experimento.
Se nossos dados nao tivessem erros, terfamos o seguinte sistema,

2=14c;+2c+d
2=16¢; +4dcs +d
2:901 +3Cg+d
122501 +5C2+d

ou seja,

c1
Ca

=
—
[wy]

[ LR TL R S A

= e

Sejam b= e x=| c

—_
L o>
W b
=

Como o sistema é Incompativel, usaremos o método de quadrados minimos.
As colunas de A sio linearmente independentes, ou seja, posto(A) = n = 3.
Assim, a solugao de quadrados minimos é unica.

Deste modo

4 16 9 25 146 ii 978 224 54
ATA={2 4 3 5 931=2245414
11 1 1 o5 5 1 54 14 4
e
2

4 16 9 25 5 83

ATb={2 4 3 5 2=23

1 1 1 1 ) 7
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Resolvendo o sistemna A7 Ax = A”b, obtemos a solugao

1 29 1
=73 @2T5 * T

Portanto, existe uma tnica solugdo de quadrados minimos que é

[ 2]

4

Logo, a funcio de grau 2 que melhor se ajusta aos dados é

_ 1 + 2 + 1
Y= T T
Consideremos as abcissas dos pontos dados no problema, e calculemos as or-
denadas correspondentes desses pontos na pardbola obtida.

5 39
[sA = = —
ara 4 37
T = _—
pare =% ¥= 95
3 43
a T = = —
par , Y 20
2
para T=10, y= 20
39 37 43
Portanto, os pontos (J; = (2, —20) , Q2 = (4, —20) , U3 = (31—20) e

21 .
Qs = (5, %) pertencem i curva de quadrados minimos.

QO vetor



— @ -
20
37
20
p= pertence & Col(A),
E
20
2
L 20 J

e sabemos que p = projwb = Ax, x obtido acima.

Assim como, a curva de quadrados minimos € a curva que melhor se ajusta aos
dados do experimento, p é o vetor pertencente & Col(A) mais préximo do vetor
b.

Subtraindo p de b obtemos o vetor erro:-

— @ — - i —
20 20
9 37 3
5 20 20
_ = = @a
2 5 3
1 20 20
21 1
20l L7l
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eixo y
2.41
2.21

1.8
1.6]
1.44
1.21

0.8
0.6]
0.4
0.2]

O] 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
eixo X

m Dacdos do experimento

Gréfico 2.3
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2.3. DECOMPOSICAO QR

Discutiremos abaixo um tipo de decomposi¢ao de matrizes, que serd utilizado
na obtencio de solugbes de problemas de quadrados minimos.

Teorema 2.3. Seja A uma matriz m X n cujas colunas sao vetores linearmente
independentes. Entdo A pode ser fatorada como

A=QR,

sendo () uma matriz 7 X n cujas colunas formam um conjunto ortonormal, e
R & uma matriz triangular superior inversivel n x n.

Demonstracao.
@11 4212 .- Qin
Seja A=| 7 B o g
Gmi Gz - G
Denotaremos por aj, as, ..., a, as colunas de A. Como elas sao linearmente

independentes, elas formam uma base para o espago coluna de A.

Pode ser utilizado o processo de Gram-Schmidt para obtermos um conjunto
{a1, 9z, .-, 9n} de vetores ortonormais a partir das colunas de A.

Seja @@ a matriz cujas colunas sao qy, g2, ..., Qn, i5t0 &,

Q = [41,d2, -, Un] -

As colunas q;, qa, ..., O, de @ formam um base ortonormal para 0O espago
coluna de A.

De acordo com o teorema 1.31, toda coluna a;, i = 1,2,...,n, é combinagdo
linear dos vetores da base {qi, q2, ..., Gn}:

a = (a5, q) a1+ {a5,Q) A2+ -+ (21,9,) An

as = (ag, q1) Q1 + (a2,Q2) 42 + .. + (32,Qn) An (2.6)

an = {an,q1) 91 + (3n, d2) A2 + ... + (2n, Au) dn-
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Para que possamos representar este sisterna matricialmente, tera que existir
urmna terceira matriz £ € R®*” para conectar as matrizes 4 e ¢. Assim sendo
tomamos:

(ar, 1) (a2, aq1) - (an, Qi)

(a11q2> (a‘2!q2) .- (aﬂs q2)
R= .

(a1, qr) (a2,GQn) - (Bn,Gn)

Pela multiplicagao de matrizes vista no teorema 1.2,
@R=[Qr; @rs ... @r,],

sendo ry,T3, ..., Iy, as colunas da matriz R.

Portanto,

Qri= (ai,qi) a1 + (@i, @) @z + - + (@i, An) G, 1=1,2,..,1.

Assim, de (2.6),
Qr; = a;.
Logo,
QR=A
Porém, £ é uma matriz triangular superior, pois do processo de Gram-Schmidt,
temos que q, é ortogonal aos vetores a;, as, -.-, ap-1, 5€ . > 2. Logo:
(anai) (ag, @) - (an, @)
R= 0 (az,q2) (an, q2)
0 0 (aﬂ,,.qn)
Portanto,
A=0QR,
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sendo @ uma matriz m X n com colunas ortonormais e R uma matriz n X n
triangular superior.

Vamos mostrar agora que R & inversivel.
I

)
Seja x=] . uma solucao do sistema Rx = O.

In
Segue-se que QRx = QO , ouseja, Ax= 0.
Mas, Ax = 1181 + T8+ -.. + Tpan.
Entao,
T1a; + Teag + ... + zxa, = O.
Como as colunas a;, i = 1, ..., n, sdo linearmente independentes, entao
1 =Tq=..=1T,=0.
Logo, x= 0.

Como x = O é a tinica solugio do sistema homogéneo Rx = O, entao, pelo
teorema 1.29, R é inversivel.

Exemplo 2.4. Encontrar a fatoragio QR da matriz A, sendo () uma matriz
4 x 3 com colunas ortonormais, e R triangular superior de ordem 3 x 3 e mversfvel.

Seja A=

—
P i )
[ T e I

4x3

Sejam a; = (1,1,1,1)T, a; = (0, 1,1,1)T e ay = (0,0,1,1)T, 0s quais 520
linearmente independentes e nio ortogonais entre si.
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Como a;, ay, ay geram o espaco coluna de A e sao linearmente independentes,
entao B = {a;, a», a3} é uma base para Col(A).

Através do processo de Gram-Schmidt calcularemos primeiramente os vetores
ortogonais vi, v, v3, a partir de aj, ag, as.

Sejam

vi=a =(1,1,1,1)7

v EnvD (3111
2T T v v 44’4 4

— 311 1\7 2 1 1\*
B = (l’l’l’l)T’(_Z’Z’Z’:}) ,(0,—3,5,5) }éu.ma, base ortogonal

do espaco coluna de A.

Sejam

B = {di1, q2, 43} é uma base ortonormal que gera o mesmo espaco gerado
pela base B = {a;, as, as}.

Deste modo obtemos:
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(1 3 4]
2 /12
1 i 2
2 /12 /6
Q= [CI1, q2, q3] = !
111
2 V12 V6
i1 1
L 2 \/ﬁ x/g J4x3
) 3 _
2 3 1
(a1,q1) (az,a1) (as,qi) . 3 3
R = 0 (3.2,q2) <3.3 q2> =
’ VIZ2 /12
0 0 (as, q3)
2
0 0 =
L \/6 A4 3x3
1 3]
2 V12 - 3 7
2 2 1
11 2 L2
. 2 V12 V6 0 3 3 P
e QR= L1 . X JI2 V12 | T
2 V13 6 2
0 0 7
S U I "
2 /12 6 |

O

Observagio: A matriz @ pode ser calculada de outra forma, como por
exernplo pelo método de Gram-Schmidt modificado, o qual nos da melhor precisao
numérica no caso de matrizes de grande porte.
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2.4. QUADRADOS MINIMOS E DECOMPOSICAO
QR

Seja A uma matriz m x n e Ax = b um sistema linear.

Seja Posto(A) = n.

Entao, do teorema 2.2, sabemos que existe uma inica solucao de quadrados
minImos:

%= (ATA)7" ATb.
Como vimos, essa solu¢do pode ser obtida resolvendo o sistema linear
AT Ax = ATh,

utilizando o método de Gauss (escalonando a matriz aumentada do sisterna).
Qutra forma de resolver o sistema normal acima é obtido utilizando a decom-
posicao QR da matriz A.

Seja
A=QR, Q:mxn e R:nxmn,inversivel
Como
QTQ=1, I:nxn
temos

ATA = (QR)TQR = RTQTQR = R™R.
Como AT A = RTR, segue-se que
% = (ATA) ATb = (RTR) " (QR)"b =R (RT)™" RTQ"®.
Logo,
X=R1Q7b.
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A soluc@o X pode ser obtida resolvendo o sistema triangular

Rx = Q7hb.

Exemplo 2.5. SOLUGAD DE QUADRADOS MINIMOS E DECOMPOSIGAQ QR

Sejam A e b as mesmas matrizes do ezemplo 2.1:

1 0 -1 6

21 -2 0
4= 11 0 ’ b=14

11 -1 4x3 3 4x1

Sabemos, pelo ezemplo 2.1, que a solugao é tnica.

Considere a; = (1,2, 1, 1)T; a, =(0,1,1, I)T eas = (—1,-2,0, —l)T, que sao

linearmente independentes e ndo ortogonais entre si.

Como a;, a», az geram o espaco coluna de A e sao linearmente independentes,
entdo B = {a;, ay, aa} é uma base para Col(A).

Através do processo de Gram-Schmidt, calcularemos primeiramente os vetores
ortogonais vy, va, Vi, a partir de a;, ag, as-
Sejam

vy a {4 133)
(Vl,vl) 1 71 777)7

Vs = ag — (a3’v1>v — (a3,vz)v = 1_1 § _E !
3 3 (VI,V]_) ! (Vz,Vg) 2 5, 5’5" 5

B = {v1, v2, va} éuma base ortogonal do espago coluna de A..
Sejam
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Vi

vall

chzl

Vo

" Tvali

V3

vl

Qs

B = {qi, 92, qs} € uma base ortonormal que gera o mesmo espago gerado

pela base B = {ai, ap, as}.

Deste modo obtemos:

N

2

7
7

1

7
7

1

7
7

1

7

7

_ 4
35

V15

QT V'35

1
L 15

E ainda,

V7

7

4

V35
5
V15
3

(1,2,1,1)7

1

—5\/35 B 15

1\/35 —i\/ﬁ

35 15

3 1

—/35 41

35 5 5

3 2

2 1 1

z ~J7 V7
7‘/:{ 7 7
—1\/% i\/35 3\/35
35 35 35

1 1 2
——V15 = ]
15\/_5 5\/15 V15

06




Resolvendo o sistema,

VT
0
L 0
obtemos
Logo,
X =

[ 4

=~/7
Vi 7
1
0 0
Rx = QT
4 6 7
- —=/7
7\/7 7\/.
1 3 7
=4/358 —+/35 T2
7 35 .
3
1
0 5\/15

- 18 -

) = ].2, T =—3, Iy =0.

12

7

é a solugao tinica de quadrados minimos.



2.5. DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES

Sabemos, do teorema 1.39, que quando A é uma matriz n X » simétrica, é
possivel obtermos a seguinte decomposicao de A:

A= QDQTa

sendo () uma matriz ortogonal e D matriz diagonal

Os n autovalores reais de A formam a diagonal de D e as colunas de () sao
constituidas por autovetores que formam uma base ortonormal de R™.

Serd apresentada agora uma decomposigao geral para matrizes m xn, chamada
de decomposi¢ao em valores singulares.

Seja A uma matriz m X n; entao

A=UxVT,

U e V sao matrizes ortogonais, sendo U/ uma matriz mm X m e V uma matriz
n X n e ¥ como dada abaixo.
A matriz ¥ tem a seguinte forma:

r -
(o] |

s = - 10 comoy o= .20, >0,

= A4 mXn

sendo 7 o posto de A.

Teorema 2.4. DECOMPOSIGAQ EM VALORES SINGULARES

Seja A uma matriz m X n tal que posto(A) = r. Entdo existem ntameros

reais o1 2 03 2 ... 2 0, > 0, {vi, va,..., v} base ortonormal de R™ e
{ui, ug,..., u,,} base ortonormal de R™, tais que,
Av,=ou;, i=12,..,r Av; =0, i1=r+1,..,n
AT, =o;v;, 1=1,2, 7 ATu; =0, i=r+1,..m
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Os vetores vy, Vs, ..., v, 50 autovetores de AT 4 e ug, uy, ..., u,, 530 autovetores
de AAT.
E ainda, 0%, 0%, ..., 02 sd0 os autovalores nao nulos de ATA4 e AAT.

Demonstragao.

Seja A uma matriz m X n.

Como AT A é uma matriz simétrica n x n, sabemos pelo teorema 1.39, que
existe uma base ortonormal de R™, formada por autovetores de AT 4.

Seja {v1, V2,..., v,.} essa base ortonormal de autovetores, e sejam Ay, Ao, ..
An 08 nn autovalores reais associados.

Os autovalores de A7 A sdo nao negativos, pois para todo i = 1, ..., n temos:

=1

”1‘1"-’.,;“2 = <AV1,AV1) = (V?AT) AVZ = ViT (ATA) V; = V,?A-,‘V,j =
= )\,;V:‘-FVT; = A-,' (V.,',V.;) = A-i ||V;.,“2 = A._.;.

Como [|Avi|* >0, entao \s 20,V i=1,..,n
Assuma vy, Vs, ..., v, ordenados de modo que Ay 2= Ay = ... = A,
Como, posto(A) = r e posto(A) = posto( AT A), temos que

posto(ATA) =r.
Como dim (N (ATA)) = n — r, entdo existem r autovetores que nio estdo
associados ao autovalor nulo.
Portanto,
MZM2..2A >0 ¢ A,—+1=...=An=0.
Para i =1, ..., r, definimos o; e u; como:

1

o, =V e 1 =—4Av,.
J;

Logo,

Av,=0om;, i=1,2,..,r7 e Av;=0, i=r+1, .., n
Sejam 1 < 4, j € 7 ; entdo,

vIiATAv;  vIav; (vi,v;)
;) =ulu; = — I = 27270 N2V I g iy
(u;, u5) = ufy; 10 o0 ¥ i , TF#J
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Avi|P lAwl? A A

2 ) T 1) i .,

u'i = =———=—=——=l,’[,=lj___‘r_

” ” o ”U-i”2 UE )\1. ?

- Entao, temos que uq, Uy, ..., U, formam um conjunto ortonormal.
?

Multiplicando AT por u,; obtemos:
by 2
AT'I.I,; = (i) ATAVi = (—) Vv; = ﬁvi = O;V;.

Logo,
ATu, = oy, i=1,2,..,1.
Sabemos que AT Av; = A;v;, portanto, pelo teorema 1.40, temos que
AAT(Av;) = M(Avy).

Como Av; = o;u;, obtemos

1
AT Aeju; = hoswg, ou seja, AT Au; = — Ao,

%

Logo,
T -
A Au;, = \u;, i =1, .,
isto é, os vetores uj, u, ..., U, sio autovetores de AA” associados aos auto-
valores nao nulos.
Vamos, agora estender {u;, Uy,..., U,} a uma base ortonormal

{w, uy, ..., u,} de R™.

J4 que AAT € R™™ e posto(AAT) = r temos que,

dim(N(AAT)) =m —r.
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Seja {u,.1,.., Um} uma base ortonormal de N({AAT).

Entao AATu; =0,i=r+1,...,m, ou seja, Ury1, --., Uy, SA0 autovetores de
AAT associados ao autovalor nulo.

Temos que u,.1, ..., U, S20 ortogonais a uj, Us, ..., U,.

Assim, uy, ug, ..., 1, & uma base ortonormal de R™ constituida de autovetores
de AAT,
Como N(AAT) = N(AT) temos que

ATw; =0, i=r+1,...,m.

Definicao 2.5. VALORES SINGULARES DE A

Os mimeros o1, o2, ..., o, sao chamados de valores singulares de A.

Notacdo: o; = v, i=1,...,7.

Definicdo 2.6. VETORES SINGULARES DE A

Os vetores v, Vg, ..., V, 540 chamados vetores singulares 4 direitade A e uj,
us, ..., U, sdo chamados vetores singulares & esquerda de A.

Observagao:
1) AT tem os mesmos valores singulares que A, e 0s vetores singulares & direita
(4 esquerda) de AT sdo os vetores singulares a esquerda (A direita) de A.

2) Seja posto(A) = r. Entéo:
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V1, ..., v, formam uma base ortonormal para Col{AT).
Vyi1,..., Vnp formam uma base ortonormal para N(A).
uy, ..., u, formam uma base ortonormal para Col(A).
U1, ..., Um formam uma base ortonormal para N(A7).

3) A decomposi¢do em valores singulares de uma matriz 4 nao é dnica, pois
U e V nao sao matrizes unicas. Isto ocorre porque as colunas de V' formam um
conjunto ortonormal de autovetores de AT A4, sendo que esses autovetores nao sao
1inicos. Como as colunas de U/ dependem das colunas de V, temos que U também
nio é uma matriz dnica. J4 a matriz X é unica, pois existem valores singulares
inicos para AT A. :

Exemplo.2.6. EXEMPLO DE DECOMPOSIGAOD EM VALORES SINGULARES

2
Seja A=]1 1
2

Ix2

Como as colunas de A sao linearmente independentes, temos que posto( A) = 2.

Célculo dos valores singulares de A.

212}2‘2 [91

2 1 2 L 1i=1,4

ATA={
2 2

:| : matriz simétrica.

Os autovalores sdo as raizes da equacao det(ATA — A\I) = 0, isto &, sio as
rajzes de

Resolvendo a equagao, obtemos as raizes

Al =10 e Az =8,
Logo, os valores singulares de A sao
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0’1=-\/)\—1=V10 e 0'2=\/)\2='\/8_.

Como ¥ é uma matriz 3 X 2, temos que

V10 0
Y=| 0 8
{00

C4lculo dos autovetores associados a Ay = 10:

(ATA—-MI)z=0, sendoz= {Z], zeyeR

Logo,

Resolvendo o sistema temos que = = y.
Seja z = 1. Entéo:
z — 1
1= 1 -

Calculo dos autovetores associados a Az = 8 :

(ATA— D)z =0.

Logo,

Portanto z = —y.
Seja z = 1. Entao




Como A1 # Ao, entdo (z1,2Z2) = 0.

Zy Zy

] [lZll

Deste modo obtemos a matriz ortogonal

Entao B = { } - base ortonormal de R2.

L1
V2 V2
V=
1 1
V2 V2
Pelo teorema 2.4, temos que:
[0 ]
2 2 _]'_ \/5
wmmaAn=—— |1 1|2 |=] 5 |= e
o1 10 2 2 I ?
V2
V35
[ 5
1
2 =2 — 1
1
'|.1‘2,=—.z£l"'"2=i 1 \{i = 0
72 VBla 2] |- 0
V2

Agora, tomamos uy € N(A7), isto &, us deve satisfazer Aug = O e |juy|| = 1.

Resolvendo
SHIHEH
-2 1 2 . 0 '
obternos
N(AT) = {(0,-2z,2);z € R}.
Seja z = —1, entao
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2.6. PSEUDOINVERSA E QUADRADOS MINIMOS

Seja Ax = b um sistema linear com m equagdes e n incégnitas.
Vimos que se posto(A) = n, existe uma tnica solugio para o problema de
guadrados minimos.

Se posto(A) < n, entdo posto( AT A) < n e osistema normal tem uma infinidade
de solugoes.

Mesmo quando temos m < n, podemos ter um sistema indeterminado. Deste
modo nio atribuiremos relagoes de tamanho entre m e n.

Neste caso em que posto(A) < n, convencionou-se escolher dentre uma in-
finidade de solugbes a solucao de quadrados minimos com comprimento minimo,
também conhecida como solucdo de quadrados minimos de norma minima.

Definicdo 2.7. Seja Ax = b um sistema linear m x n. A solugao étima de
quadrados minimos de Ax = b é a solucao deste tipo X, tal que o comprimento
|%|| é o menor possivel. Ela serd denotada por x*.

Para obtermos a solucio 6tima x*, definiremos a Pseudoinversa de uma
matriz A. '

A pseudoinversa, também conhecida como a ‘nversa generalizada de Moore-
Penrose, € uma generalizagio interessante da mmversa comurm.

Assim como uma matriz quadrada A com determinante nao nulo possul uma
inversa A™!, toda matriz m x n tem uma pseudoinversa, que serd denotada por

At

Se Ax = b um sistema linear, com A de ordem n x n, A inversfvel, entdo a
solugdo do sistema é dada por

x = A"'b.
Agora, suponha que Ax = b tenha m equacdes e n incégnitas. Serd visto que
a solucdo de quadrados minimos de norma minima x* serd dada por

xt = A'h.
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Definicao 2.8. PSEUDOINVERSA DE UMA MATRIZ A

Seja A uma matriz m x n e Posto(A) = r. Seja a decomposi¢ao em valores
singulares A = USV7T, com o, > 03 > ... > ¢, > 0. Entao a pseudoinversa A™ de
A éamatrizn xm

At =VIHUT,
sendo _ -
0'1_1_ 1
-1
o
>t o0 2 I
E+= _ — — 1 0
0 . 0 ot
- — = — ., =
|_ 0 I 0 - X
Entao,
- 1 —
0'_ 1
'
e 1
T2
Tt = 0|
1
—
Tr
i 0 i 0

sendo que T+ possui as tltimas n — 7 linhas nulas e as tiltimas m — 7 colunas
nulas.

Observagao:

a1 |
09 |

1) Como X =

o

o |
o |

mxn




isto é, © tem as tltimas m — r linha nulas e as dltimas n — r colunas nulas,
entao XLt = Iy,.

2) A pseudoinversa de uma matriz A é unica, apesar das matrizes U e V' nao
serem tnicas, como vimos anteriormente.

Teorema 2.9. Seja A uma matriz m xn. Seja Ax = b um sistema linear com
m equagdes e n incégnitas. Entao Ax = b tem solu¢do inica x™ de quadrados
minimos se e somente se posto(A) = n, sendo x™ = A*b.

E ainda, se posto(A) < n entdo existe uma infinidade de solu¢Ges de quadrados
minimos para Ax = b, e a de norma minima é x* = A'b.

Demonstragao.

Seja x € R™ e b € R™. Seja a decomposi¢do em valores singulares de A

A=UZVT talque U € R™*™, VT € R™* ¢ ¥ € R™*",

J4 sabemos que o sistema normal tem solugao Unica se e somente se
posto(A) = n.

Assim, basta mostrarmos que x* = A¥b é sempre uma solu¢ao do problema
de quadrados minimos.

E suficiente mostrarmos que x* = A*b satisfaz ATAx = ATb.

Vejamos:

AT Axt = ATA(AD) = (USVT)T(UTVT)H(VETUT)b =
= VETUTUEVTVE+UTb = VETSE U b =

=VTTUTb =ATb

68



Deste modo temos que ATAx* = ATb , ou seja, x* & solucdo do sistema
normal.

Logo x* = A*b é uma solugido de quadrados minimos, € & tinica se e somente
se posto(A) = n.

Agora vamos considerar posto(A4) =1 < n.

Sabemos que uma solucido de quadrados minimos minimiza ||b — Ax|® e que
Ib— Ax* = ||b ~ UV X"

J4 que b—UXVTx &um vetor e, pela propriedade 1.22, U preserva a norma,
e como UT = U~!, temos que

b - USV x| = U7 (b — USVTx)|* = |[UTb - UTUSVTx|" =
|lUTb - =vTx|*.

c .
P [ cl ] = UTb € R™; estamos denotando por c¢; O vetor com as primeiras
2

r coordenadas de c, e por ¢z o vetor com as tdltimas m — r coordenadas.

Seja

y = Y1 } = VTx € R"; estamos denotando por y; o vetor com as primeiras

Y2
r coordenadas de y, e por y2 0 vetor com as dltimas n — 7 coordenadas.

Portanto ||UTb — EVTx||2 =|lc - Zy|*

Temos que

i a1 1 ] ’9:1 .‘
0 )
UYr
Ey = Tp | r
_ _ -, — yr-l—l
L 0 0 -
L Y

sendo que X tem as ultimas m — = linhas nulas e as dltimas n — r colunas nulas.
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Assim,

i
21 0 :
Zy = i or ’
0 | O yT-—I-].
\. Yn |
ou seja,
o1y
: 2ayn
Ey — O.Byr =
] O
[ o |

As tltimas rn — r coordenadas de Yy sdo nulas.

Deste modo,

1 191
Cr O'ryr
c— Xy = —
y Cri1 0
L en ] [0
Entao,
[ c1 — o1yt |
e —.0' ¢ — 21¥1
c—-Xy= . | =
+1 s
| Cm i
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Portanto, ||b — Ax|* = |jc — Zy|/?, com ¢ — Ly dado acima.
Mas,

e — Zyl® ={§1 (¢ — o)+ % i

t=r+1

Logo, minimizar ||b — Ax||® & 0 mesmo que minimizar a expressao dada acima.

- 2 . =
Como o vetor ¢, nio depende de x, segue-se que ||b — Ax||” é minima quando

i (c; — or,;yi)2 = 0, ou seja, quando ¢; — X1y1 = O.

=

C; .
Isto ocorre, se iy, = —, t=1,....7.
Em termos matriciais, para que ¢; — X1y1 = O, devemos ter y1 = (Z‘.l)_l c1,
isto &, y € um vetor da forma
y— { (=) e } |

Yo

Logo, para que ||c — Zy|| seja minima, y deve ter a forma acima; as coorde-
nadas de y; assumem qualquer valor.

Como y =V 7Tx, segue-se que x = Vy.

Logo, uma solugio de quadrados minimos de Ax = b é da formax = Vy com

A

Y2

Fazendo y, = O, seguese que

wer [ @] v SR B

0 1 0 2
[ 1 o [ ]
01 :
y 0 a-y
X = 1 W = VEtUTD =A'h,
22 | .
_ T,
i 0 I 0_ | 0 ]
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Logo, ATb é uma solugdo de quadrados minimos que denotaremos por x*, ou
seja,

xt = Atb .

Seja z outra solugado de quadrados minimos. Entao

(21)_-1 €
Y2

z=Vy=V [ ] , sendo que neste caso temos que fazer y, # O.

Deste modo

lzll® = IVyI? = Iyl = (S0 e + vl > |50~ eal| = et

Logo, x* obtida acima é a solugdo de quadrados minimos de norma minima.

a

Exemplo 2.7. DETERMINAR A SOLUGAQ GTIMA DE QUADRADDS MINIMOS DO
SISTEMA

=3z+y=5
6z—2y=3
6z —2y=1
Seja a matriz
-3 1 5
A= 6 —2 e b=|3
6 —2 |, 1

As colunas de A4 sio linearmente dependentes, logo posto(A4) = 1.
Podemos também escalonar a matriz A obtendo a matriz na forma escada

1 -1

3
0 0 |,istoé, posto(A)=1<n=2.
0 0
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Portanto existe uma infinidade de solu¢tes de quadrados minimos.

Deste modo resolveremos o problema de quadrados minimos através da pseu-
doinversa da matriz A.

Seja a decomposicao abaixo a decomposic3o em valores singulares de A.

C 12 2
3 3 3 3 1
310 07| Vio _ vio
2 1 2
A=| 2 _1 2 0 0
3 3 0 0 1 3
2 2 1 V10 /10
. 3 3 3
Seja
.12 27
3 3 3 3 __1
2 1 2 3VI0 0 Vo VIO
v=| 2 1 2| 5= 0 0] e VTi=
3 73 3 0 0o 1 3
2 2 1 V10 /10
L 3 3 3 4
Da definicao 2.8 obtemos:
1
—— 0 0
E+={3m
0 00 93
Ji que AT = VEtUT, temos que
C 12 2
3\/_ 1\/_ 3 3 3
—+/10 —+/10 1
. | 10 10 — o0o0|| 2 1 2
At = 3/10 2 2 =
Lo 2o o oo 3 7
10 10 2 2 1
L 3 3 3.
Logo,
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1 1 1

30 15 15
At =

111

90 45 45

Pelo teorema 2.9 temos que a nossa solucao tem a forma x+ = A'b .
Assim,

L1l 1
30 15 15 o 10
X = 3 =
1 1 _i 1 __i
90 45 45 30

é a solucdo Stima de quadrados minimos, ou seja, x™ € a solugao de norma
minima do sisterna dado.

O

Teorema 2.10. Seja A uma matriz de ordem n X n Inversivel  Seja

posto(A) = r. Entio AT = A7l ou seja, temos um caso particular da pseu-
doinversa para matrizes quadradas e invers{veis.

Demonstragao.

Pelo teorema 1.29, as colunas de A szo linearmente independentes, ou seja,

posto(A) =r =n.

Sabemos que A = UXV7T.
Como A é n x n, temos que U, X e V7 sio matrizes de ordem 7 X n.
Assim, pelo teoremae 1.21, U e V7T sdo matrizes ortogonais, ou seja, pela

definigao 1.20,

U=y~ e VI=V"1
J& que det(A) # 0 temos que
det(A) = det(UTVT) = det(U)det(T)det(VT) # 0.

74



Pelo teorema 1.20, det(U) = det(VT) = %1.
Deste modo,

det(A) = det(X) # 0, isto &, ¥ & uma matriz inversfvel-

Portanto, ¥ é uma matriz diagonal, tal que 03 # 0,1 =1, ..., n.
Logo,

A = (UzvT) T = (V)T S W = VETIUT =

1
—_ 0
a1 :
=V Ul = AT.
1
0 J—
Tn

E também possivel definir A+ por suas propriedades algébricas. Essas pro-
priedades sdo dadas nas condicoes a seguir.

Teorema 2.11. Seja A uma matriz m x n. Entdo existe uma tnica matriz
X de ordem n x m que satisfaz as seguintes condigoes:

1. AXA=A
2. XAX = X
3. (AX)T = AX

4 (XAT=XA

Essas condigoes sao chamadas de C’oﬁdig:c’ies de Penrose.
Demonstragao.

Seja X = A+ = VZTUT.

Entao temos:

1. AATA=USVT(VETUT)USVT = USSHEVT = UZVT = A
2. AYAAT = VStUT(USVT)VIHUT = VETUT = At
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3. (AANT = USVI(VETUT)T = (UsstuD)T = (U T = ()T =1
AAt =UTVT(vStUT) = 0SS 0T = 00T =1

4. (ATAT = (VSHUTUSVINT = (VErsvh) T = (VDT = ()T =1
AtA=VTHUTUVT) = VETSVT = VVT =]

. Como vimos, X = AT satisfaz as condi¢tes de Penrose.

Suponha que exista uma matriz Y que também satisfaca tais condigoes.
Deste modo temos:

Y2vAy 2y (AY) T =YYTAT L YYT(AXA)T = Y(YTAT)(XT AT) =

= Y(AY)T(AX)T £ YAYAX = Y AX

Por outro lado temos:

X2 XAX £ (XATX = ATXTX = (AY A)TXTX = (ATYT)(ATXT)X =
= (YAT(XATX L YAXAX =Y AX.

Logo X =Y.
Portanto X =Y = AT é a Unica matriz que satisfaz as condi¢oes de Penrose.

a
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Conclusao

O método de quadrados minimos é muito utilizado em vdrias 4reas, como
na Fisica Experimental, Astronomia, Biologia, Administracio e Estatistica. J4
existe até mesmo um modelo de quadrados minimos para a audi¢io humana [1].

Para que este trabalho fosse realizado alguns livros foram pesquisados e assim,
tomei conhecimento da existéncia de outras técnicas para a obtencao de decom-
posicoes de matrizes, visando resolver o problema de quadrados minimos.

Essas técnicas sao utilizadas para a obtengao de resultados mais precisos. Uma
dessas ferramentas é o algoritmo de Golub-Reinsch, que é utilizado para obter os
valores singulares apés uma bidiagonalizacio obtida através de transformacoes
de Householder. Entretanto, essas técnicas mais refinadas nao foram estudadas
aqui, e exigem um conhecimento maior de anslise numeérica.

Para completar, o trabalho que aqui se conclui exigiu que se aprendesse a
utilizar o editor Scientific WorkPlace, o software grafico Origin e alguns comandos
do Maple, os quais contribufram para uma melhor formacao em informética. A
experiéncia desta pesquisa trouxe beneficios principalmente pelo aprendizado na
producao de relatérios matematicos e pelo aprofundamento dos conhecimentos
adquiridos em Algebra Linear, especialmente do Método de Quadrados Mfnimos.
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