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São José dos Campos

2012

http://urlib.net/8JMKD3MGP7W/3CCHMQP


PUBLICADO POR:

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE

Gabinete do Diretor (GB)

Serviço de Informação e Documentação (SID)

Caixa Postal 515 - CEP 12.245-970
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São José dos Campos

2012

http://urlib.net/8JMKD3MGP7W/3CCHMQP


 
����

���

�
�

�



 
����

����

�

�

�

�

�����
�

3���� 	����� ��� "������� �� 2�������� ��� 4����
�� 5������� 6��� �������� ��� ������� ��
��	���������������	����������4����
��5���������2�����������4����
��5��������
�	������
��� 3�7��-��� �� 2�
���8$�/� 3�7��-��� 3�%���	�3����9��	/� 3�7��-��� :�	;��	� ��
3�7��-��� ��� 2�������� �� "���
8$��� <��	�������� ��� ,�6��� ��� ����	1����� ����	���
��	���������=�	�
������$�����������/���
�	����������,�6����
��>	�����=�����������������
������� 	�������� ��� ��#���� 	������ �� ������7�6�� 	��� ���-� ��	�������� ��� ��6��
8?���
����-��� ������ �����
����� ����	��� ��� �>�
����� 6��
� ��	��-����� ��� 	��������� ��
	��-�	�
����� �� ���
����� � #��$�� ��� ����1#���� ���	8?��/� ��
� 	������� ���� �>����#��� ���
	�1������������@�	����
��"����������4����
��5�����������2��������%�	�����������������
	�1����������	�1�������6���
���#��$��������������.�8?�����6����	�����������/�	��������
�
�%
��� 6���
�������	����������� � ��� 	�
������$��	�
�/������>�
���/��� 6��8?���
���	���1���� A��7��� �� �
�����B� �� ��� �C
����� 	�
���>���� "� ����6��
�� ��� 5��	�� %�
�����#��#������	�1������������.�8?������
���������������
�� ��������%�������������
	�1�������7���������	�1�����&�
��������	�
����8$�����6��8?����������6��,�	���
�6�8?���
��	���/��������7�
��������	����$��
�����������	�1�����D��4�7��
�������������������
��������
����������=���>	��8?������	���1��������	��������	�����	��A������	����/�����#��#�/�
����7��B�������
���	�1���������
���������	�������������������������������#����	�����	���
�����/��������������������7�6����



 
����

�#�

�

�



 
����

#�

�

�

������������	
���
��
�����������������

�

���������

0-��� 	������ �6� "��E���� ��� 2������� �6� 5����� 4E���
�� F�� �������� ��� -���� ������
7��������������������-��	��������6�5�����4E���
�����5�����2�������4E���
�����2�
������
3�7�������7/� 3��	���	�� 3�7�������7/� 3��	�����	�/� :�	-��	�� 3�7�������7� ��� 2������� ���
"���
����� 3�7�������7�� 0-�� ���	� ����	������ ��	����E� ��� ���������� �	-� ����	� F����
�
�-�����/� #������7� ��� 7�#�� 
�	-� ��������� ��� �-���E�� 0-�� ������� ��� ��	���7��� ���
	������� �-�� ���G�� 	����� ��� �-�� ������7��-E� �6� �-�E� ����� 
���� ��6��
����� ��� � ����	����
���H�	��� 0-�� �>
����� 	�������� ��� �-��� ���G� F���� 	-����� ��� ������ ��� 	���������� �-��
G��F���7�� ��� ��� ���#���� ��� �-�� ������� �-�� ��������� ����	������ �6� �-���E/� -�F�#��� ����
����7����
�	-�	�
���-����#�/����6#����6�	���������2-��������@�	�#����-��"��E�����6�5�����
4E���
������-��2����������	�#�����������7�6��
�2-��������2-���������#��F���-���-���E��6�
��������66���������.������/����	�#���� �-�� ��������	����E�6��� �-���������������7/� ��G�/�6���
�����	�/� ���	���������� 6��	������ A����� ��� �
�����B� ��� 	�
���>� ��
������ 0-�� 5��	��
����6��
������#����������2-�����������-�����	��.��������6��������E���
������������������
�-����>��	-������2-�����&��-�F���-����	�
����������6�����6���6��	���������������6�	�����/�
��� �-�����	G���7�
����� �-�F�����2-�����D�� I����.���	�� �-�������������E�����6� ������
�E���
��F��-����	������>	������������-��	����	�	����������A�����������/�����#��#�/�����7��B�
��� ���������� ��� �-�� ��
����7� 	-������� 0-�� ������7�6E� ����� ��� 	�
����� �-��� 	������ F��
���������-��	����	�����G���6�2�������4E���
���

�



 
����

#��

�

�



 
����

#���

������
�

�����

�� 	��	�� ���!"�#�$�� ��� ������������������������������������������������������������������������������������
���� J�8?�������	����������
� ������������������������������������������������������������������������������������������
���� 5������8?�����������
���$��������� ����������������������������������������������������������������������D�
���� JC
�����	�
���>�� �����������������������������������������������������������������������������������������������������
��&� 4%��������6��8?���	�
���6����������
�� ������������������������������������������������������������������������
��D� K��8?������	���1���������
�� ����������������������������������������������������������������������������������
��@� 3.�8?�����6����	���������������	��6�	�������	�������������������������������������������������
���� :�#�
�����-�
9��	��
����	���� �������������������������������������������������������������������������� �
�� � 3>��	1	��� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

%�  ����!��$�#��#�������	� �����������������������������������������������������������������������������%&�
���� )�6���8$���������6��
�����5��	� ������������������������������������������������������������������������
���� <�����������������6��
�����5��	� �������������������������������������������������������������������
���� 0���6��
������5��	�����6��8?�����
���� ���������������������������������������������������������D�
��&� K��8$���������6��,�	� ���������������������������������������������������������������������������������������������@�
��D� <����9
���	�	���1���	� ����������������������������������������������������������������������������������������������

&� ��� �$���#��'$�	�����������������������������������������������������������������������������������&&�
���� 3��
��������������
�����;
�	����������������������������������������������������������������������������������
���� :�	;��	�������	���� ������������������������������������������������������������������������������������������������
���� :�	;��	�����	���� ��������������������������������������������������������������������������������������������������D�
��&� 3�%���	� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������@�
��D� L�������	� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��@� 3��
���������������M�6����� ����������������������������������������������������������������������������������&��
���� :����7�
���������
�����;
�	�����������6��
�����5��	� ��������������������������&��
�� � 3��
����������6��
������������������� ���������������������������������������������������������������&��

�� ��� 3��
����������6��
����� ������������������������������������������������������������������������������&��
�� ��� 3��
������������������������������������������������������������������������������������������������������D��

���� 3>��	1	��� �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������D&�

(�  ����!��$�#�����)������#��!"�*+���#�� ����!��,�	��������������-.�
&��� 0���6��
����#�������5��	����������
��������� �����������������������������������������D��
&��� )�	�
����8$���
�6�8?�����	������������� �������������������������������������������������������D��
&��� )�	�
����8$���
�6�8?�����	����.�������≥������������������������������������������������������@��
&�&� )�	�
����8$���
�6�8?���.������A�B��������������
C�������� �����������������������������@D�
&�D� "��������7%���	���6��8$���������6��,�	� �����������������������������������������������������������@ �
&�@� 3>��	1	��� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

-� #��/��$��#��0��	���������������������������������������������������������������������������������������������1��
D��� 2��	����������7�
�������	������������������������������������������������������������������������������������
D��� :�����8$�������7�
�������	�� �������������������������������������������������������������������������&�
D��� 3>��	1	��� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

2� ��3�����#�� ������� ��#�������� �����������������������������������������������������������4&�
@��� 0������������������� ���������������������������������������������������������������������������������������������� ��
@��� 4����
��������
��������
 ������������������������������������������������������������������������������������� &�

@����� N���������������
�������
��������
�����7����������� ����������������������������� &�
@����� N���������������
�������
��������
����
�������������� ��������������������������� D�
@����� N���������������
�������
��������
�=��
� ��������������������������������������������� D�

@��� 4����
�������7��������
�������������������������������������������������������������������������������������� ��



 
����

#����

@����� N���������������
������7��������
��������ζ����������������������������������������   �
@����� N���������������
������7��������
����ζ�O�� ������������������������������������������ ���
@����� N���������������
������7��������
����ζ�!�� ������������������������������������������ ���

@�&� "��������������
���-��	�
������������������������ ���������������������������������������� ���

1� 	�� �����	�3���	��#����� �$�� ����������������������������������������������������������������� .-�
���� )�6���8?�� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �D�
���� 2����������������������� ����������������������������������������������������������������������������������� �@�
���� 2������������66��������������������������������������������������������������������������������������������������������� �@�
��&� 2������������������	������A<B ������������������������������������������������������������������������������ � �
��D� 2����������������	���������#��#��A<)B������������������������������������������������������������� ����
��@� 2����������������7����AIB ������������������������������������������������������������������������������������� ��&�
���� 2����������������	���������7���A<IB ������������������������������������������������������������������ ��@�
�� � 2����������������	���������7�������#��#��A<I)B���������������������������������������������� �� �
���� 3>��	1	������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ����

��,�#�	�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��1�
"���"�6�����P��7� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����

�
�

�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��

�� 	��	�� ���!"�#�$�� ����

J�����	�1��������$�����������7����	��	��������	���������=�	�
������$����������������
	�������� ��� �����
��� 4��$�� ��#������ � ���
���7�� �
���7�/� ��� 	��	������ ��� �����
�/� �
�������8$�� ��� �����
�� �$���������/� �
� ��#��$�� ��� �C
����� 	�
���>��/� ��� �%�����
	��#��7������	�
���6����������
��/�6��8?������	���1���������
�����������8?�������.�8?���
��6����	������������
�����������

���� �
56����������������������

��������� �$�� 	��H������ ��� 	�
��������� .��� ��
� H������ ��������� �����
����
6���������Q
������
����������	�������1���������������
�/���������
�%
��������������
�
�����
�
�����

������
�����
������
�%���	��H��������#��������	�������������6�	�������.������
���
�
����/� � 	�� �������/� � 	��6�7��8$�� �� � ����8$�� ���� ��� ����� ����� <��� �>�
���/� ���
	�������� � ��
������� ��� �
� 	;
�� 6��7��16�	� %� ��	�������� .��� ���� ��
������� ����H�
������1#��������	���������/�������6��
�.�������������
�������.������	;
������#���

����� 6��� ��� ��������� ��� ����#��� .�������"� ��
������� A�� �������
���.��� 6�����	�������B�
	����������
����#���#������������������������
��������������
������
�%�	�	�������/�
�������/����������7����7����������
��

�����������8���
���$�������
��	�H��#���#�������������#��
������
��/���7����������
61��	��.�������
�����
�������
��
��	
������

Q
�9������%� �
�%
��
�	��H��������	�
��������/�������������
�
�.���/�����
�

�.����	�
���
�����/�	�
��6���������������
���-���
������
��������8$���Q
�
�������	�����
������$����7�������.���
�����.����6����������	�������/���.�����.���
�
������
�����������������
�����"�K�7��������>�
���6�	����6����8��������
��������
�
������
��3
���������#��/��
������%��
�R�����
S�.������	�������	����������4���
��������������#���/�������������%�	�������
�	���������� ������������
����
�����������
	�
��������/�
��������	�������������$���$��#�������>����
�������

�
4����
�

�

<����
�

�

2��������
�

�
K�7���������Q
������
��������#��#����
�	�������/�.����
�%
����������	����������

��������
������
/��������������	���������

Q
�9�������5:
�%��
���6��8����������.���6��������������������
��������
�������
"��������8$��%�	���������7���
������� 6��
�����#�=����;
�	/� �����%/�������?�������

������ 
��
���	�� �� ���;
�	�� 2������/� 	����� �������8?��� �>���
� 	�	���1���	�� �$��
����#��.����������
���������������������
����6��
��$���������

	
���
��� ����������
� ��� �
���
��� ��� ���;�� ���;��� %� �
� ����8$�� .��� ������ �
��6����8� ������ � �1�� A�������B� ��� �
� �����
� ��� ����� � �
� ��6��,�	�� �>����� ��%�
�������	����Q
������
����	�������������
�������
�����������
��������
��.���
�����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��

��� ��	����	������ ��� �
� ��
����� ���
������ �$�� �>�
����� ��� 	�������� ����
������� "�
K�7������������������������8$��7��6�	�����
�	������������
���������	����������	�	���
������������8$��	�
����������	���;�	����������1��������������6��,�	���>������

���7
<��������� �$�� 	������������ ��� ����8$�/� #���	����� ��� ��� 	����8$��� Q
� ���#��
�����
� %� 	�
������ ���� �
� ���
����� ������/� ���� ��7�	� ��� 	�������� �� ����� ������ A���
����8$�/�#���	��������	����8$�B��

������
�������
�����
���$�������
��	�������������
�
�-�6�	-�����������������
��6��,�	��%�	�����������$�������������������

�
�

<����
�

�

2��������
�

��6��,�	�����
	��������

�1�����
�������

��������
��8$��

�

K�7�������M�2������������
����������
�
�-�6�	-��

���������������;�������������
���
��
����������;����������$�������
�����.�����
	�����������$����	����������6��
8$�����1����������������������������������������
�����8$��A#���K�7������B��

�
�

<����
�

�

2��������
�

��6��,�	�����
	��������

�1�����
�������

��������
��8$��

�

K�7�������M�N��������8$�����	���������
�
�-������

$
��
��������������$�����������8?���.������
���
��������	������8?���������	�����
�6�������������
�����;
�	�������
�����������
�����61��	������
��
���	����$
��
���=���
��
���
��-
���� � �����
�� ����/� ���%
� �$��
��� ��
����/�
������� �� 	�	���1���	��
���
�
��������������
��
�����������
�����	��
��������������	�
����
��������;
�	������
�����
������
��������.�8?���
��
���	��A�.�8?����������#��/��.�8?��������6����8�B��
<����������#�����	�
����
��������;
�	������
������������������������
������61��	��
���
��
���	���<����>�
���/���H��������
����;
�	��
���������K�7�����&/�	�
����������
�
� 
��� �/� �
� 
��� ��� 	��6�	������ �� �� �
� 
����	����� 	�
� 	��6�	������ ���

����	�
�������� 3���� �����
/� .��� ��� �����	� �� #����	�/� ����� ����������� �
� �����
� ���
�������$������
�#�1	�����"��.�8$��
��
���	�.������	��#����
�#�
��������	��H������
�
6��8$����������	
����������
��������>���
��������
����	�������
��/��	/�%��
�%
�

��������6�7����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��

�
��

A B A B �� � 	 � 	� � � � � � � �+ − + − =ɺɺ ɺ ɺ


��



�	



�
 
�


�

K�7�����&�M�Q
������
�	�
�����������
�
��/�
�����
����	�����������������������
������������$������
�#�1	�����

�� ��7�
� 
������� K�7��� ��D� ������� ��� ��6�������� ������ ��� �����
�� �� ��� 
�������

��
���	���������������������������8$��������������8���
�����
������
��������
��
�
	�
����
������
���#��1#��/������������$������
�����
���������Q
���1���%��
��>�
����
����
����;
�	�����	����	������������������=����
�/���	��������/�������
��
����;
�	�
���#��1#���.������������
������
��
��	
������4���������
�6��������
��1���	�/����������
���� 
������� ���� ��;
������ 	��	�������� ��� ��������1����� �������� �� 9��8����
��
�
�������
����7��6�	�.��/�������	����8?�����������
���
��������/�%�����1#������#����
���	����8$���
�.��.�������������T��	�
�9��8����
���������=
�/���������%��
�6��8$��
������������;
�������Q
��>�
��������
������
�	�
���;
������	��	��������%��������
�

���
���
����	����� 
������� �� K�7��� ��&�� 3���� ����� ��� �����
� %� ���	����� ���� �
�
�.�8$����6����	��������
���A����B��"����������8$�������
���������
���	�.��	��/�����
���#��/�%��
������
�	�
���;
��������������1���/��
�#���.������
��������
�	��������
�������� �� ����8$�� ����� %� 
����� �� ��� ��
���� 4����
�� � ��;
������ ��������1���� �$��
7�#������������.�8?�����6����	������	���� A∂��∂�B��U������� �����
�����������;
������
	��	�������/����������������
�����������6��8?���	���1����������	����������
�������������
������
���$��.������.������
�
�#������������
������
��������������������
����3����
����
/� �#�����
����/� ���� 
�������� ���� 6��8?��� 	���1����� "� ����������� ���	���� �����
����� ����� ��� �������� �����
� .����� �� 6��
� ��� ��� 
����� �� �����
�� 4�� � 
���8$�� 6���
���	���/� � �����#���� ��7������ ��� ��
��/� ����� �����
�%� 	�������������	������3>�
��������
�����
����	�������$������C
�������-��������	���
�������	����������#1������7����/��
��
�������
�>�
������������#����������
������
�������	�/���	���

4���
������
����;
�	��	���1����6�����
�������
�	�
������/�����������������	����/�
�
�#���.���%��
����1#�����������#��������������	���������������
��/�
����
���������
������� 	�	����������� 	�
��������J������	/� ���%
/� 	�����������.�����	��	�����6������
�����	�
�������%����	��������6�	���������.����������
�����������
������	�
��	���1�����

��������� �
��=��
�� ��� ��
��� �$�� .������ ���� .���� %� ����1#��� 	��-�	��� �� ������ �
.��.���� ����������� ��
����)��������������
��	���1����/���	�
����
��������;
�	�������
��������������$����������������������������$�����	�����������.�8?�����������A��6��������7��
� ��7���B� .��� ��� ���
��-
� =� �.�8$�� ��� �
� ���/� �� ����� .��� ��������� �:
� ���������
������
� ���
��� 	�
���.�����/������ 	���/������ ������������ � 6��8$�� �>�����	������
#���#���� ��� ������� 4�� �� �����
� 6��� �����/� ��� 	��6�	������� �� �.�8$�� ������ ����
� ����
	��������� A�������� �� 9��8����
�� �
��������B� ��� ���$�� #���� ����
����� ��� ��
���
A��������� 7��������� �
� ���9
B�� 4�� ��� 	��6�	������� #��
� ����
����� ��� ��
��/� %�
�����
���#�#���.�������������
��$����H��������3>�
�������������
��	�
���;
������#����������
��
����$������#����� 6�7�������J����/��
������#�1	����#���	��6��
����	�
����1#���%�
	����
���/� �� �� 	�	���1���	�� ���;
�	�� ��6��
� ��6��,�	�� ����� #��8$��� K���
����/� ���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&�

�����
�� ����
� ���� ��������� ��� ����� �
� ��� ���
��� ��� �
� #���#��� ��� �������J��
���
����� 	��� ��
���� ��� ��������� �
�
7����7���� �/� ��� ��7����/� ��
���� ���������
�����7����7����� "� K�7��� ��&� 
����� �
� �>�
���� ��� �����
� 
���#���#���� <��%
/� ��
	��H����� 	�
������ ��� �������$�� ��� �
� #�1	���� ����� �
� �����
� 
����#���#��/� H�� .���
���������� ��� �C
���� ��� ����� ���������� ��� #�1	����� <�� 	�� ���/� 	���	������� �
�
�.�8$���
������
������
��
���	���/��������/�
����
�#���#�������������

�
:�������
��
���	���

3���	����	��� )����
��1���	���

<�;
������	��	�������� <�;
��������������1����

2���1����)��	�����

J$��������5�����

+�����������
��� <�;
������	���������

:����#���#����:���#���#����

	�
����
�����
�
���#��1#���

��O��A�/��/�B���O��AB�

A / B� � � =ɺ��V��O��A��/�����/WB


� �� ��= +ɺ A / / B� � � � =ɺ


��O��AB�A6�7����B� ��O�	���A�����B�

�

K�7�����D�M�4����
�����;
�	�����������������8$������
�������
��
���	���

4��$������������.��������
�������
��
���	��/��
�#���.�����������
���
��6������
����������	�
����
��������;
�	�����������
�/���
�	�
������
���
��������/������%/��
#���6�	8$�� ��� ������ �����
�� ����
� ��� �$�� ���� 	���������� �� 	�
�� ��#�� ���� ����� 	���������
"�%
������/� ���$�� �������� �����
�� ����������.���� ������������	����/�����	���
�����
�
�#����������.���� ���������	��������
����������#��>	����#
�������������
�� ���������
Q
������
���O��A�B�%���������������	��=����8$���

� � � � � �A B A B A B� � � � � � � � �α +β = α +β = α +β � A���B�

4�H/� ���� �>�
���/� � �.�8$�� ��6����	��� ��������� ��� �� ����
� � � � � � � �= + +ɺɺ ɺ �� 3���
�.�8$��%������/�����������O����V���/����$��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D�

� � � � � �

� � � � � �

A B A B A B� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

= + + = + + + + + =

+ + + + +

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺ ɺ

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ
� A���B�

�����������	��	����.���

� �� � �= + � A���B�

J�
���������������
��61��	���������$�����������J�#�����/��7�����
�����������%��$��
�������%��
�	�����7���� I�����$����7��6�	�.�������������	����������������
�����������$��
������������	��������
���$���������/�
����
�.��������#�����	�������
��������>�5:
�
A.���������1#��B���������
��6�
������������	��������
��������	��1#���=���$��������������
I�6����
�������
���
�������������	����������
������
�	�������#�����

��%� �������>�56���������������:
����������

��	�
����
�������������
���$����������������������>�
�������
��������
������
�
�������.��#�����/��
�����������
���7�$����.�����������8$���)������$���
�
�������$��
�����/� �� 
������ ���������� %� ������� ���� �>���$�� �
� �%���� ��� 0E���� �� ���;
�	/� ��
	�����������������>���$������������
��	���������������
��������
�����7����4����O��A�B�
����������� �
� ���;
�	� �$�� �����/� ���$�� � �>���$�� �
� �%���� ��� 0E���� ����� 6��8$��
6����	���

� �
� �

� �

� �
A B A B A B A B A B A B A B

� �X� � � � � � �

�� � � � �
� � � � � � � � � � � �

�� �� ��
≅ + − + − + − +… � A��&B�

4�/�	������/��6��8$��������������
�������
�#���#��/�	�
�������>�
���
��O��A��/���/�
W/���B/����$����%�������0E����	�
����
����%������
�����7��/��
���������������� �A / / B�� �⋯ �

6�	��

� � � � �
�

A / / B A / / B A B A / / B A B� � � � �

�

� �
� � � � � � � � � � � �

� �

∂ ∂
≅ + − + + −

∂ ∂
⋯ ⋯ … ⋯ �� A��DB�

��#���� �A / / B�� � �⋯ �%�	��-�	����	�
��R�������������8$�S��"����>�
8$�����%�������

0E����%�#����/��������/���
���.������7�$���
�����������������������8$���

U���� ��������������
�����;
�	����>���
��7�
��$�������������K����
����/� �
�%
�
.��������������
��������>�
��������
��������.�8?������������"�7�����>�
������������
�����
���$��6����	��������7�����

3>�
���� ���� M� �� ������ ������;
�	�� �
� �
� #�1	���� A������ ��� �� .��� ������ � ������ ����

�#�
����B/� 
������� ��.��
��	
����� �� K�7��� ��@/� %� 
������� 
��
��	
����� �
�
6��8$����#���	����� �ɺ ������

��

�� �� � � �= ρ ɺ �

�����ρ� %� ������������� �/���� %� �� 	��6�	��������������/� ���� %������ 6���������#�1	�������
������ �
���/� �������/� 	�
� �� .������ �� #���	������ 5�7�/� ��
���� �
� 	�
����
�����
�$�������������6��8��"��������8$����6��8��
�����������������������8$�� � ���#��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@�

�� �
A B A� B

� �� � � �� � � � � � � � � � � � � �≅ ρ +ρ − = ρ − �

�
�

��


�

K�7�����@�M�"������������;
�	������
�#�1	�����
�
�#�
������

3>�
��������M���
�#�
���������
��,��������
����/�
���������K�7������/�����������������
������.���1���������
�
������.�����
�����/������H��

�A B ��� ��� � � �τ θ = θ+ θ =ɺɺ �

Q
�#���.������θ��$��%������/������������$�������������.�8$���
�������������������
����8$��θ�O��/�.�����������

�A B A�B A�B 	��A�B�� � � �
∂τ

τ θ ≅ τ + = θ+ θ
∂θ

ɺɺ /�

��6���
�����

�A B �� � � �τ θ ≅ θ+ θɺɺ ��

�
�

θ� �


�


�
�
�
�


�

K�7�������M�:�#�
���������
��,��������
�����

��� �����
�� �������� �	��
� ��7�� ��� 7����� ����.��� �� ������� �� ��� ������� ���
	������������� 4����
�� �������� ��#������� ��� ��
��� A��;
������ 	��������B� �$�� ���	������

��
��	
����� ���� �.�8?��� ��6����	���� ���������/� �� �������� � ������� ������ �.�8?���
��6����	����6����	����6��
8?����������	����������������������
���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��

"����� ���%
� ��� ������������ ��� �����
�� ���;
�	��� �������/� 	��#%
� �6�������� �
�
��.���� ��	���8$�� ��� �C
����� 	�
���>��/� �%����� ��6������ �� ��� 6��8?��� ���	���1���� ���
��
��/�.������$��#������������>�
����8?�����

��&� �?���
���
�9��@
��

JC
�����	�
���>������7�
��
���	���,�	��������8$������.�8?����7%���	����6��
��

�
� � � �� �

� �� � � � � � �−
−+ + + + =⋯ �� A��@B�

<�������
������.��� ����� 6��� 1
��/��
���� �1����%� �����"�%
������/����-��#��� �1����
	�
���>�/����$���������	�
��������/�6��
���������	��H�7�����"���1����	�
���>��
���7�
�.�����������8$�����.�8$�����	�������.���������
��C
������7��#���4�H/�
�����>�
���/���.�8$��������7����

� �� � � � �+ + = /� A���B�

	�H���1�����$���

� &

�	

� � ��
�

�

− ± −
= �/�	�O��/��� A�� B�

4����#�������������6�����7��#�/������%/������O���−&������/����$�������.�8$���$���������
�1��������/�
����
������1����	�
���>��	��H�7��/����������

� � �

�
�

� �

�
= − + A /��� � � �

�
�

� �

�
= − − A /� A���B�

�����A�%�������
���?���
���
�9��@
�/���#���A�O� �− ��Q
��C
����	�
���>����O���V���A�
����� ���� ���������� 	�
�� �
� ������ ��
� ����/� H�� .��� ������� ���� 	���������

�������������/������H���O�A�/��B/�	�
���∈���A	��H����������C
�����	�
���>��B/���������∈���

A	��H����������C
���������B����%�����
��������9�����������

N�A B� �= /�� A����B�

����%��9��������������������C
����	�
���>���

I
A B� �= �� A����B�

���
�A���
�����
��C
����	�
���>��%� �
�%
��
��C
����	�
���>�����.���������
�
7������ ���	� ��� ����� 	�
� ���8$�� �� �C
���� 	�
���>�� ���7����� N������������ ��
	��H�7�������
��C
����	�
���>�������
��������������1
�������#���#����"���
/������O�
�� V� �� A� 6��� �
� �C
���� 	�
���>�/� ���� 	��H�7��� %� ���� ���� � O� �� −� �� A�� Y� 	���� .��� ��
	��H�7������	��H�7���%������������C
����	�
���>�/������%� � �= ��"���
�����
��C
����
	�
���>��	�
�����	��H�7������������
��C
���������

�� � � � � � �+ = + + − =A A �� A����B�

)� 
��
� 6��
/� � ��6����8� ��� �
� �C
���� 	�
���>�� �� ���� 	��H�7��� ������� ��
�
�C
�����
7�������������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 �

�� � � � � � �− = + − + =A A A �� A����B�

��	��H�7�������
����������C
�����	�
���>���%��7���=���
�����	��H�7�����

� � � �� � � �+ = + � A���&B�

��	��H�7�������
���������������������C
�����	�
���>���%��
�%
��7�����������������
	��H�7�����

� � � �� � � �= /� A���DB�

����	��H�7��������#���������
��C
����	�
���>��%��7�������#��������	��H�7����

� �� �− −= �� A���@B�

4�7��/� �� ��6���8$�� ��� ���� 	�
���>/� .��� A�� O�−�/� A�� O�−AB� A&� O� �/� AD� O� A/� �� ���
� �
�
�������I7��
����/���
�����
�%
�������6���8$�/�.�����A�O�−A/��������.������
�������.�����
��
������ �� �� ����
������ ���� A� ��� ��� ���#�� � ����������� 5�7�/� �� �������� ��� �����
�C
�����	�
���>���%��
�%
��
��C
����	�
���>�/�������

�
� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

A B A B A B

A B

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

= + + = + + + =

= − + +

A A A A

A
� A����B�

����������������
��C
����	�
���>�����������	��H�7���%��
��C
���������

�
� � � � � � � � � � � �A B A B� � � � � � � � � � � � �= + − = − = +A A A � A��� B�

I7��
����/� � ��$�� ��� �C
����� 	�
���>��� �
�%
� ����� ���� �������� � �
� �C
����
	�
���>�� ������� .��� ��� 
�������.��� �� ��
������ �� �� ����
������ ����� 	��H�7��� ���
����
�������

� � � � � � � � � � � � � �
� � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �
� � �

� � � � � � � � � �

+ + − − +
= = = + = +

+ + − + +
A A A

A A
A A A

� A����B�

2�
��������
����.���.��.�����C
������6��
��

� �
� � � �

� �
� � � �

� �

� �

� �

� �

� � � � �
�

� � � � �

−
−

−
−

+ + + + +
=

+ + + + +
A A A A

A A A A

…

…
� A����B�

��������������������
��C
����	�
���>�� � � �= + A ��)��6��/�.��.���������9
����
�A������
���������������
��C
����	�
���>��	�
������������������
7�����/��
�#���.������,�	���
������	�
���>�����
����������������
��C
������������
7�����������/�	�
��
�������
����>�
�������7�����

3>�
��������M�4�
���6�	�����C
����	�
���>����������

� �

�

� & �

� &
�

+ − +
=

− +
A A A

A A
�

4���8$���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��

<��
���
�������
���6�	��������
��������������
����������C
����	�
���>������
����
����6���8$��������,�	��������	�
���>/������H/�A��O�−����A��O�−A��0�
�������$��.����

� & � � D

� & �
�

− − − + −
= =

− − + −
A A A

A A
�

3
���7���/�
�������	��������
��������������
�����������	��H�7����������
�����/�
��.�����������

�� D � � & D @ &
� �

� � � �
�

− + − − −
= = = = −

− +
A A A A A

A
A A

�

JC
�����	�
���>�������
�������������
�	����������������A�/�θB/���6��
��

A	�� ��� B �� � � θ= θ+ θ = AA � A����B�
�

"����#����>�����$��	�
�%���������>�
���8$���

��(� �C����������56����
���������
������
��

"����8$���������������8$���������/�����������.���

A	�� ��� B �� � � θ= θ+ θ = AA � A����B�

%/����	����6��
/������61	���	�
������$���"6���/���.�����7��6�	��6��8$���>�����	�������
�
�C
���� 	�
���>�Z� 4�����/� ���� �>�
���/� .��� ��� O� ���� � ����� ����� R�S� %� � ���� ����
��7���
������������/�
��	�
��#������>�����	�������
��C
�����
7������/�����A/����

���� �� − Z�<�������� ����� ��������� �� �7����������/� ��	�������� =��>���$����� 6��8?����
�
�%�������6�������"�����	�������%�������0E����=�6��8$���>�����	����
������������������O��/�
��
����.����

� �
� � �

� �

� � � � �
� � A�B A �B A�B A �B A�B A �B

� �X

� � �
� � � �

� � �
�� �� ��

≈ + − + − + − +… � A����B�

Y�	��#����������������.������1
�����RXS�����	���6����������
��C
���/������%/�����������
�������C
��������������������������������#���
����������.���������X�O���A�−�B�A�−�B������������
Q
�#���.��������#����6��8$���>�����	���%��7�������������/������������#���	�
�
������
��7�����������%����6�	��

� � & D

� �
� �X &X DX

� � � � �
�≈ + + + + + +… � A���&B�

<������� 
������ .��� ���� 6��8$�/� �� �
�%
� �� �%����� ��� ����� �� ��� 	������� �$��
	��#��7�����/������%/��	����#�����
��	�	��������%���/��6��8$���������������#�������/�
�����%��

��
 �
X

�

�

�

�→∞
= � A���DB�

����������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�

� ��

X

	�
�

�
	

�

	→∞
=

= ∑ � A���@B�

"��6��8?����������	����������������
��7��
����������>��������
��%�������6�������
�
�����������������O��/����������/������	��#
������

� � � D � � ��

�

��� A �B
A� �BX �X DX �X �X ��X

	
	

	

� � � � � �
� �

	

+∞

=

= − = − + − + − +
+∑ … � A����B�

��

� � & @  ��

�

	�� A �B �
A� BX �X &X @X  X ��X

	
	

	

� � � � � �
�

	

∞

=

= − = − + − + − +∑ … � A��� B�

J������.�����%�������������������������>��������1
����/���.�����.�����%�������	��
������������������>��������������"�%
������/���������
������.��������#���������%�����
������
�6��
��	������/������H��

� � & � � &�
� � �

� �X &X � �X &X

�
�� � � � � � � �

� �
� ��

 
= + + + + + = + + + + + = 

 
… … /� A����B�

� D � � & @���
� 	��

�X DX �X �X &X @X

� � � � � � � � �
� �

�� ��

 
= − + − + = − + − + = 

 
… … � A����B�

��

� & @ � D �	��
� ���

�X &X @X �X DX �X

� � � � � � � � �
� �

�� ��

 
= − + − + = − + − + − = − 

 
… … � A����B�

"������� ����6���8$���� 6��8$�� �>�����	����
� ���
�������
��%������� 6������ ��6����/�
���#����7�����>�����	�������
��C
����	�
���>������6����

� � & D

� �
� �X &X DX

≈ + + + + + +A A A A A
A … �� A����B�

<��%
/��������.���A��O�−�/�A��O�−A/�A&�O��/�AD�O�A/����/������H�

&

�/ ���� �

/ ���� �

�/ ���� �

/ ���� �

� 	

	

	

	

	

+

=
 =

= 
− =

− =

A
A

A

/������O��/��/��/������ A����B�

���������������������������������6��8$���>�����	��/���
����

� � �
� �

� �X &X DX @X �X

� � � � � �
� �

� &X @X �X DX �X

= + − − + + − − + =

 = − + − + + − + − + 
 

A A A A
A

A

…

⋯ …

� A���&B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

.��� %� �
� �C
���� 	�
���>���"� �>�����	��� ��� �
� �C
���� 	�
���>�� �� O� �� V� �A� ����� ����
#����7���	�
��

� � � � & & D D

� � � � �
� �X &X DX

� � � � � � � � �
�+  

= ≈ + + + + + + 
 

A A A A A A
A … /� A���DB�

�������

� & @  � D � �

� � �
� &X @X  X �X DX �X �X

� � � � � � � � � � �
�+   

≈ − + − + + + − + − +  
  

A A… … �� A���@B�

+,���/����%
/�.�������������%��
��%�������	����������������
7������%��
��%�������
����/���.�����#��

� � A	�� ��� B� � � � �+ = +A A �� A����B�

3����	��	�������#�=�6
����.�8$�����3����/���������
������	�
���
�������6��
���

��
���	/����������
���	������

� �π = −A � A��� B�

<�������7���	�	������>�����	������	��H�7�������/�.���#����

� � A	�� ��� B� � � � �− = −A A �� A����B�

4����������������C
����	�
���>��6������/����$�����>�����	�������	�
���>�����������
	��H�7���6�	
��

� 	�� ���

� 	�� ���

�

�

� �

� �−

= +

= −

A

A

A

A
/� A��&�B�

"� ��8$�� ��� 
��� �� �>�����?��� ���
���� ������ �� #���� ��� 	������/� ��.����� .��� �
�����8$�����
����	�	������������

�
	�� A� � B

�
� �� −= +A A � A��&�B�

��

�
��� A� � B A� � B

� �
� � � �� − −= − = − −A A A AA

A
� A��&�B�

3���������>�����?������$��������������������	�	���������6��
�����5��	�����
6��8?����������	��������

��-� !��56������
��=������
����9
�

J� ����8$�� ��� ������
�� ���;
�	��/� %� 6��.[����� ��	��������� ����8?��� ��� .���� �
�
�����
���6����
��
�	��/�����
�8$�����	���1��������
��/�����
��
�������3>�
��������
����8?����$�����	-�.������������������A�
�����B����.����6��8��>��	������	���	���%����
������8$����8$��%�	���/���������	��	���
���������
������
���%���	������7������	-#��
��� ��
���8$��� 0��� 8?��� �$�� 	���������� ���	���1���� ��� ��
��/� ����� ���
�
�#������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

��6�������� �
� ��������� ��� ��
��� 
����� ���>�
��� ������ ���� J�� 
����� ���� 
	���	���	�/�
	������/� �$�� �>����
� ���	�����������/� ����� � 	�� �������� ����� ���� �����
����� �� #����
�>�����8$���:��
��	
����/����%
/�%�	��#��������	���������������	���1���/��
�#���
.���%�
�������61	����������	���.���������
���������
�������������8$������#������)�6������/�
	�
� ����/� �7�
�� 6��8?��� �1��	�� .��� 	�	�����
� �#������ ���	���1����� ��� ��
���� 3����
6��8?����$����6��8$����7��/��6��8$���
���������6��8$���
���

B� K��8$����7������������
�

"� ���5:
��������������
�	�������������
�8$��.���
���6�	���������
������
�
�����
����	����8$�/����#���#��/�����
������
/�	�
�������8$�/�����#���	����/�����
	�7� ��%���	� ��
� 	�	����/� ��� � #�$�� �
� �
� �����8$�/� � ��#8$�� ��%���	� ��� �
�
	��	����/������������1	�����8$������
�6��8/������>�
�����"�6��8$����7������������%�
��6�����	�
��

�/ ���� �
A B

�/ ����� �




<


≥
� ≜ � A��&�B�

	�H��7��6�	��%�
���������K�7����� ��

�

��
�AB�




�

K�7����� �M�K��8$����7�������������

�B� K��8$���
���������������
�

"� ���5:
� ��9���
��������
� 	����������� ��
�8$��.��� 7�� �������
������
��������
�
������#�����6�������
�������
��/������H/������������
���.����������#��������
���
���������	�������8$���3���6��8$��%��
�%
�	��-�	���	�
��6��8$��R��������)��	S��
J� 6��8$�� �
������ ��������� � ���,�	�� �� � ����7�� ����������� �� 8$�� �$�� ��
�����/�
���%
� � 8$�� �$�� %�� I���� ��� ��#�� �� 6��� ��� .��� �� �����#��� ��� ��
��� .��� ���� ��
	���
����� %�
����� ��.����/� �� ������ � ����/� 6������ 	�
� .��� � 6��8� ������ �����#���
��������6�������Q
���
��>�
���������	8$������
��
���������������%����	-�.���������
����������
�	;��	���"�6��8$���
���������������%���6�����	�
���

�

�/ ���� �

�
A B ��
 / �����

�/ �����





  




� →

<


δ ≤ < �
�

≥ �

≜ � A��&&B�

	�H��	�
����
�����%�#�������K�7�������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�

δ
AB�




�

K�7�������M�K��8$���
����������������

	B� K��8$���
��
�

"� ���5:
����9�� 	����������� ��
�8$��.��� 	���	�� �����
�������� ��
��/� ����������
�
� 8$�� ����� 3�� %� 	���1��� ��� ��
��/� ���%
� ��� ����#�� %� ���	���1��� �� ���7�
��
U����� �� ��
��� ������ � ��6�����/� �� #���� �� 8$�� �� 6��8$�� �
�� �
�%
� ������ �
��6������� J� �����	� ����� �$�� �	����/� �
� #��� .��� �$�� ��� 	����7��� 7���� 8?��� ���
�������������6������"�6��8$���
��%���6����������

�/ ���� �
A B

/ ����� �






<
ρ 

≥
≜ � A��&DB�

	�
�	�
����
�����#�������K�7���������

�

ρAB�




�

K�7��������M�K��8$���
���

"��6��8?�����7�����������/��
������������������
���$������������������6��
������
5��	�/���������
���
������������8$������
������
���H������8?������	���1���������
����

��2� �D��56���������������
������������
������������
����������

Q
� �����
� ���;
�	�� ������ ��#������ ��� ��
��� �AB� %� 
������� ���� �
� �.�8$��
��6����	�����6��
��

� �

� � � � � �� �

� � � �

� � � �� � � �

� � � � �� � � � � ��
� � � � � � � � � �

� � � � � �

− −

− −− −+ + + + = + + + +⋯ ⋯ � A��&@B�

������AB�%�	��-�	����	�
���������
��������/�������$����������
��
�5����/��AB�	�����������
��=�� 
� �������� ��� 7����7��� �� ����
� �� �	� A	� O� �/� �/� W� �B� �� ��� A�� O� �/� �/� W��B� �$��
	����������4�������
��6��8����6�������/����$����.�8$����6����	������������/�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�&�

�

� � ��
�

� �

� �� �

� � � � ��
� � � � �

� � �

−

− −+ + + + =⋯ /� A��&�B�

%�����
��������D��5:
�;
�
�E�����

"�����8$�����.�8$����6����	���%�	�
����������
�	�
���8$�����������������8?���
���.�8$��-�
�7,��/���	�������
�����8$��A	��-�	���	�
��R�
��5:
�9���������SB���
�.�8$����6����	���	�
������"���
���
����

� � � �A B A B A B A B A B� �  �  � �  � �  � �  � = + + + +⋯ � A��& B�

����� 	���	A�B� %��
���� ����8?����� �.�8$��-�
�7,��� ��� AB� %��
� ����8$������	����
A�����-#���
�������
�����8$������	���B��<�������
�����/���
�
������6�	�����/�.�����
����8?������.�8$��-�
�7,����$�����������

A B � 	 

	 	� 
λ= α /� A��&�B�

���.���α	���λ	��$��	���������.����������
����.�8$��-�
�7,����)��6��/������������������
����8$�����.�8$��-�
�7,��/���
����

� � � � ��
� � �� � � � �   � �

� 	 	 � 	 	 	 	 	� � � �λ λ λ λ−
−α λ + α λ + + α λ + α =⋯ /� A��D�B�

.����������������	����	�
��

�
� � � �� �

� 	 � 	 	� � � �−
−λ + λ + + λ + =⋯ �� A��D�B�

"� �.�8$�� 	�
� %� �
� �.�8$�� �7%���	� ��� ����
��� .��� ���� 7���� �� �� �1���/� ��� ��
����8?��� λ	� �� �.�8$�� ��6����	��� -�
�7,���� 3��� �.�8$�� %� 	��-�	��� 	�
�� �D��5:
�
��������=������ �� �.�8$�� -�
�7,���� 3��� �.�8$�� ����� ������� �����/� .����� 6���
�
#�������6��8?����������6��,�	����������
������������

"�����8$�����.�8$��-�
�7,���%����$���������

�

A B � 	

�


! 	 	

	

�  �
λ

=

= α∑ � A��D�B�


��	�
���$��-��	�
�������������
��������#����������	������α	/����$��6�������	�O��	�α	��
����8$�����.�8$��-�
�7,���6�	�

�

A B � 	

�


! 	

	

�  �
λ

=

=∑ � A��D�B�

<������� 7��� 	�	���� ��� #������ ����	� � ������ ������
��56��� ��������/� .��� ��6��

�
.���%�����������������
�������������O����"��	����8?������	�����������	�
�������8?����$��
����� �� #���� ��� �/� 
�� �
�%
� �� #���� ��� ���� ����#��� ��
������� J�
� �����
�

�	;��	�/� ���� �>�
���/� �� 	����8?��� ���	���� ����
� � ����8$�� �	���� ����� �����
� ���
�������� ���	��/� ��� #���	����� �/� �#�����
����/� �
�%
� ��� 	����8$��� 3���� 	����8?���
��#
���
������
�������.�8?����������������	�7������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�D�

�

�

A�B A�B

A�B A�B

�

	  

	

���
 �

	 	 � �
	

� � �

� �� �
�

� �

=

=

= −

λ = −

∑

∑

⋯ � A��D&B�

.������
���
������
�������������	��6�	��������	��

3>�
������&�M�4�������
��6��8����6����
�6��8$���$�������/����	���1����������	��������
A�����>�
���/��AB�O��V����B/�������$���>�������
�����8$��7���������.�8$����6����	����
<��%
/� � ����8$���� �.�8$��-�
�7,��� %� ��
��������1#��/� 	������� ��H� �������4�H/�����
�>�
���/��������
�
�	;��	��6��
��������
�
������
�
��/�	�
��
���������K�7���
������\��	�����
�����8$�������
�#�
�������
�����H������
�6��8� �AB/� ���.������
���������O��/��
��������������8$���A�B�O���/���	�
�#���	����� A�B �� =ɺ ��

�

�


�AB�


�


�

K�7��������M�4����
�
�	;��	��
���
�����H�����=�8$����6��8��AB�

"��.�8$����6����	���.���7�#������
�#�
�����%����������.���1��������6��8����
���
�/������H��

A B�  �� ��= +ɺɺ �

"��.�8$��-�
�7,���%��������

��� ��+ =ɺɺ /�

.�����	������6��
�

�
� �

�
= −ɺɺ /�

���
���� 	��	����� .��� � ��7���� ����#�� ��� �AB� %� ������	����� �� �������
 �AB�� I���� ��#� �
����8$����#��#��
���������
�	�
���8$������������	������/��
�#���.���

�
�

�

	��
	��

� 


�

ω
= −ω ω �

�/��7��
����/�

�
�

�

���
���

� 


�

ω
= −ω ω �

T��6���#�����.��������8$�����.�8$��-�
�7,�������
��.�8$����6����	���������%����
�����
�	�
���8$����������� � 	

	

λα /���������λ	��$�����1�������.�8$��	�	���1���	��J�����

�>�
���/���.�8$��	�	���1���	�%���������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�@�

� �� �λ + = /�

	�H���1�����$��������C
�����	�
���>�����	��H�7����	�
�������������/��
�#���.��������
��.��������$��������#����

�

�

�

�

� �

� �

λ =

λ = −

A

A
�

"�����8$�����.�8$��-�
�7,���%����������������

� �A B � � �  ω −ω= α +αA A /�

����� �� �ω= ���%�	��-�	���	�
���#���	������7�������6��.[,�	�������������	��8$��
��� �����
��<������� 7��� �>���
��� � �>�����	��� �
� 6��8$������������	������/� ����������
�
�

� �A B A	�� ��� B A	�� ��� B�     = α ω + ω +α ω − ωA A /�

�������

� � � �A B A B 	�� A B ����   = α + α ω + α − α ωA /�

Q
�#���.���α����α���$��	��������/���������6�������O�α��V�α�������O�α��−�α�/�����������

� �A B 	�� ����  �  � = ω + ωA /�

"��������������7���/� �����
�������.����AB�%����
���������8$�����.�8$��-�
�7,����
0�
�������$�����7��������#������AB/�

� �
� �A B 	�� ����  �  � = − ω ω − ω ωAɺɺ /�

������������������.�8$��-�
�7,��/���
����

� � � �A 	�� ��� B A 	�� ��� B �
� �

� �  �  � �  � 
� �

− ω − ω + ω + ω =A A /�

��� ��H/��AB� %� ����8$���� �.�8$��-�
�7,����"������ 	������������ ����� ����
�7��� ����
�����
������������	8$�����	����8?������	�����

�A�B� �= /�

�������������O�����)�
��
�6��
/��

� �A B ��� 	���  �  � = − ω + ωAɺ /�

.����������

�A�B� �= Aɺ /�

������	����8$�����	�����
�������O����I������#������8$�����.�8$��-�
�7,������

�A B 	���  � = ω /�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

"� K�7��� ����� 
����� �� �����	
����� �� �� 
��� �
� 6��8$�� ��� ��
���� +,���� .��� �
�.�8$����6����	�������,����������������A4�8$�����B�%��7�������
���
��/��/��������/�
��������
��
�����8$���

�

�

K�7��������M�)����	
���������������
�
���
����
�6��8$�������
����

�
3>�
������D�M�2�����������7����
������
�
���
����	����/� ����	�����K�7�������/�
��H�����=��	����8?������	����������	
������A�B�O�����#���	����� �A�B� �=ɺ ��

�

�



���


�


�
K�7��������M�4����
�
���
����	���������	����8?������	�����$��������

�
"���	������#
��������.���1��������6��8����
����/���
������.�8$����6����	���

�� � � �+ =ɺɺ ɺ �

Q
�#���.�������������
��$������������
��6��8���/����$����.�8$��-�
�7,���	���	����
	�
���.�8$����6����	����J�����	��/��
������������#
�����.��������8$��%���6��
��λ/�
����������	��#�����.�8$��	�	���1���	��

� �� �λ + λ = /�

.�������	�.����������
�������������1���/����.�����
�%�������������#���

�

�
λ = − �

��.�����7��6�	�.��������8$�����	����%���6��
�

�
� � � �A B � � �� � � ��  − −= α +α = α +α /�

<�������#���6�	��.����AB�%�����8$�����.�8$��-�
�7,��/������

�A B � � ��
� 

�

−= − αɺ �

��

�


����

�
�π
ω

�

��AB�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

� �

�

�A B � � ��
� 

�

− = α 
 

ɺɺ �

.�����������1�������.�8$��-�
�7,����������

�

� �� � �� � � �� �
� �

� �

− −  α − α = 
 

�

"��	���������α����α������
�7������������������
�������	����8?������	�����

� �A�B� = α +α /�

����������α��V�α��O����"�	����8$����#���	�����6����	���

�A�B
�

�
�

= − αɺ /�

.����������

� �

�
�

�
α = − /�

�����
�

� �

�
�

�
α = ��

"�����8$�����
�#�
�������������
�%���������

( )�A B � � � ��
�  �

�

−= − /�

	�H��	�
����
������
�6��8$�������
���%�
���������K�7������&�

�

�

K�7������&�M�)����	
���������������
�
���
����	������
�6��8$�������
����

��1� $
7�����
�;���F���
���
�����
��

2����������� 7��� � �.�8$�� ��6����	��� ��� �
� �����
� ������ ��� ��7���� ����
� ��
6��
��

A B�� �� �� � + + =ɺɺ ɺ � A��DDB�

�


� �

�
�

�



��AB�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

3.�8?��� ��
��-����� � ���� ������
� ��� 
�#�
����� 
�	;��	�� ��� �
� �����
� 
���

���
����	����/� ��
� 	�
�� ��� �����
�� ��%���	��� �� 6�������� )���H���� ������� ��
	�
����
����� ���;
�	�� ������ �����
� .����� �� ���
�� 6��8���� �AB� 6��� ����/� ��� ��H/� �
����8$�����.�8$��-�
�7,����T��6���#�����.��������8$�����.�8$��-�
�7,�����������
��
��������%��������

� �
� �A B � � �  λ λ= α +α /� A��D@B�

�����λ����λ���$�����1�������.�8$��	�	���1���	/���������

� �� � �λ + λ + = � A��D�B�

4������.������1��������
��.�8$�������7�����7�������
�������������	�
���>�/��/�
�����7�����	��/����$����
����	�
���>��	��H�7����4����#�����7���	�
������������6����
��� 	�
����
����� ���;
�	�� ��� �����
�� "�� �1���� �$�� ������� ���� ������8$�� �� �.�8$��
	�	���1���	�A������	��������7�����7��B/����������

�

�

&

�

� � ��

�

− + −
λ = /���

�

�

&

�

� � ��

�

− − −
λ = /� A��D B�

�� ����
/� �������/� ���� 
��� ����� ��� 	�
���>�� 	��H�7��/� ����������� ��� #���� ���
���	��
������ � &� ��� = − ��

B� )����1��������������������
�

4�������	��
������6���������#�/����$����.�8$��	�	���1���	��������������1�����������
����������J�����	����������
�����������������������������	�
����
��������;
�	��

•- "
������1�����$����7��#��Aλ��������λ�����B��"�����8$��%�������$������

� �
� �A B � ��  � �  − −= α +α � A��D�B�

����� ��� �� ��� �$�� ������#���� 3��� �.�8$�� ����	� .��� �� 	�
����
����� ��� �����
�
���>�
���� �� ���7�
� 	��6��
�� �� ��
��� #�8/� ��������� � �
� ������ ���	�������� ��
	�������/� 	��-�	���� 	�
�� ������ ��� �.���1����/� 
������� ��.��
��	
����� �� K�7���
���D��Q
��,������6����
�����
����	���/������%/�	�
����������#���%��
��>�
��������
�
�����
�	�
������	�
����
������

�

K�7������D�M�4����
�
����	�����

•- Q
����
������1�����$��������#��Aλ��!��B��"�����8$��%�������$������

� �
� �A B � � �  λ λ= α +α � A��@�B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

	�H�� 	�
����
����� %� �
� �>�����	��� .��� ������ ��� �� ��6������ AK�7��� ���@�B��J�����
	����������
�%������#��/������%/��$�����7���
�����������.���1������J������.��������8$��
%������#���
��
��.����
�����1������H���7��#�A����#��B��Q
��,��������#�������%��
�
�>�
������������
�	�
�	�
����
����������#����U��.�������#���	�
����8$����������
��� �.���1����� A;�7����θ�O��/�K�7������@�B� ��#����,������ � ��� 6����	��#���
����Y�
	���� .��� .����� �� �,������ ���>�
���� ��� ������ ��� 
1��
� ����� ���� �������� �
�
�,���������
�/�	�
��
�����������.���1���������#����<��%
����.�8?����������.����$��
���������������������$���$��#������.�������;�7����θ�6���
�����7������

A�B � � A�B

�

θ�
�


�


�

K�7������@�M�4����
������#���A�B����
��,��������#�������A�B�

�B� Q
��������
�������	����������
�

4�������	��
������6�������/����$�������
��
���������/�������
�������	�����������I����
	����	�� .����� � �.�8$�� 	�	���1���	� ������ ���� ����� �� 6��
� ��� �
� .������
���6������ �A B �� �λ + = ��J�����	�����
�����
������
�����#�����������6�����7��#�AK�7���
���DB���������#�����������6���������#�AK�7������@B��

	B� )����1����	�
���>����	��H�7���
�

4�� �� ���	��
������ 6��� ��7��#�/� ���$�� ���7�
� ���� �1���� 	�
���>�� �� 	��H�7��/� ��
6��
� �λ = σ+ωA /��� �λ = σ−ωA ��"�����8$�����.�8$����6����	���%�����������������

A B A B
� �A B � � �  σ+ω σ−ω= α +αA A � A��@�B�

.������������	���	����6��
�

� � � �A B A B � 	�� A B � ��� �   σ σ= α +α ω + α −α ωA � A��@�B�

K������α��V�α��O��/���Aα��−�α�BA�O��/���
�������$��.���

A B � 	�� � ��� �  �  � σ σ= ω + ω � A��@�B�

J������ .��� ������
����� �� %� 	�
���>��� 2������/� ��� α�� �� α�� 6���
� 	�
���>���
	��H�7���/����$���������.����������$��������4����������$��.���

���� �= ϕ /��� 	��� �= ϕ /� A��@&B�

�����������AB�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

A B � ���A B�  � σ= ω +ϕ /� A��@DB�

���������ϕ�#��
��

� �� � �= + � A��@@B�

�	��
�

�
ϕ = � A��@�B�

��	�
����
�������������
��������/�7��/����#��������������������/������H/����σ��
4�������� ���� 6���������#/� ���$���� �����
������ �����#��/����
�������������	��8$�� ����
�
�����	�
�����
��/�	�
��
������K�7����������4������������6������/���
�����
�
�����
���	������������/���
��-����=.�����
�����������>�
���������4������������6���
��7��#/� �� �����
� %� ����#��� �� 
����	����� 2�
� �� ����� ��� ��
��/� ���� ������ ��� ��
���������
��AB�O��/�	�
����������K�7����������

������ �

A�B� � � � � � � A�B�
K�7��������M�"������������.�8$��-�
�7,�������
������
������������7�����

��� � � �����
�%��
������
���	�������������#���A�B��������#���A�B��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

��4� �@���=��
��

�B� 5���������������
�	�
�����������
�	��H��������������$�/�
���������K�7�����/�
�������� .��� �� ;�7����α� 6�.��� ���>�
�� ��� ��� �� .��� �� 	�
���
�����!� �� ����� ��H�

�����
�������.��������������#�����.��
���

� α�

�
 !
 
�


�

K�7������M�2��H��������������$������>��	1	������

N��������

� �= α �

�B� 4�
���6�	�����C
����	�
���>���

& �

& � �

� & �

� � � �
�

− − −
=

+ − + −
A A A

A A A A
�

N��������

D �

  
� = − A �

�B� N��������6��8$��
���������7������
�C��	�6�8$��
�

� � �
A B

� �/D �/D � �/D �/D �
� �

� � �
= + +

− + − + +A A
�

N��������

�

�

�
A B

�

�
� �

�
=

−
�

�
�
�
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

%�  ����!��$�#��#�������	��

"� ����6��
�� ��� 5��	�� %� �
� �������� 6��	����� A����� %/� .��� ����� �� ����6��
�
6��8?��B� �������� ��� �����#��� ��� 6��
� �����
���	� �.�8?��� ��6����	���� �������� .���
���������
� �����
�� ���;
�	����"� ����6��
�� ���5��	��
���6�	� �� 6��8?������ ��
���
�AB/� ������� � �������������� �
� 6��8$�� ��� �
� #���#��� �� 	��-�	��� 	�
�� ���DGE�����
�
�9��@���"�����6��
�����5��	����6��8$�
�AB�%����������������"A�B��

%��� #�����5:
���������
���������9�����

<���	��#��8$�/������������������;
�	��
�6��8$�������
���	�
�������
��C�	����A�AB/

�AB/
 �AB/
 �ABB/� �� ���� ����6��
��� ���� ������ 
�C�	���� A"A�B/
 #A�B/
 �A�B/� �A�BB�� "�
����6��
�����5��	��%���6�����	�
��

�
A B A A BB A B � �� � �  �  �

−

∞ −= ∫� ≜ �� A���B�

J������ .��� �� %� �
� 6��8$�� .��� �������� �� #���#��� �� �� �$�� 
��� ��� ��
��� ���A⋅B�
���������/��������#��/�����������������6��
�����5��	���"�����7�8$��%��������������
����>���
�������∞��<������	��.�������
������6��������#����	�������	�����
�������#���������
A�� �$�� �
� #���� ������#�� ���>�
�� ��� ����B/� ����	���� ����� ��
���� ���� �−�� �� �������� ��
����6��
�����5��	�������������#������/������%/�����6��8$������6��
�/���������������
����;
�	��
�6��8$�������
�������
��������

� �
A B A A BB A B �

�
��  � � � � ��

σ+ ω−

σ− ω
= =

π ∫
A

AA
� � A���B�

�����A�%�����������C
�����	�
���>���A �= −A B��

%�%� ��
9���������������
���������9�����

"�����6��
�����5��	������������#�����������������.����$��C�������������	8$���
<��%
� ����� ������������ �$�� ���$�� ��
�������� .��/� �� �7�
�� ����� ��.���� ���$��
����������������������#�������	����������7�6��
��������	��������	�
���
����������
�������� :��	������/� 	������/� .��� �� ��
�����8?��� ��7��
� �����
����� �� ��6���8$��
6����	���	�
��

"��������������
����
����������$���

B� 5���������
�

4�� � �A B A A BB� � � = � ��� � �A B A A BB� � � = � /� �����%/����� ����6��
�����5��	����� ��AB�6���

��A�B/�����������6��
�������AB�6�����A�B/����$��

� � � � � � � �A A B A BB A B A B�  �  � � � �α +α = α +α� � A���B�

"���7
����/������6��
����#����%��
�%
������������

�
� � � � � � � �A A B A BB A B A B� � � � �  � − α +α = α +α� � A��&B�

�B� :���8�����	�������
���
�
4�������6��
�����5��	������AB�6����A�B/���� A B A A BB� � � = � /����$��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�&�

�
A A � BB A B�  � �α = α α� � A��DB�

	B� 0���6��
����	��#���8$��
�
"�	��#���8$���������6��8?��������
�����AB������AB�%���6�����	�
���������
�����8$��
�������

� � � ��
A B A B A B A B�  �  �  � �

∞
∗ − τ τ τ∫≜ � A��@B�

����� �� �1
����� R]S� ����	� � 	��#���8$�� ��� ��� �� � ��� ���� ��6���8$��� "� ����6��
�� ���
5��	����	��#���8$��������������#������$��

� � � �A A B A BB A B A B�  �  � � � �∗ =� � A���B�

�B� 0����8$������
�

Q
������8$�������
1���������
���	���������
���	�����������������
�	����������
��
����2����������/��������/���
�����������
����	��8$������
��#������3��$�/����
A B A A BB� � � = � /� � ����6��
�� ��� 5��	�� �� �����8$�� ���� A����� %/� ��� ��
1���� ���

��
��B�#����

A A B A BB � A B� ��  �  � � �−− − =�� � A�� B�

������� %� �
�	�������� �����J� �����8$�� ���� %� ��	�������� ����������� � 6��8$����7���
��������� �A�B� ��� �#���� .��� � 6��8$�� �� ���
� #������ ��6�������� ��� ����� .����� � 6���

��������.�������

�B� 0����8$��	�
���>�
�

J������8$��	�
���>���	���������������������
�	����������6��8$������6��
���
J�#
����/���� A B A A BB� � � = � /����$��������8$��	�
���>�6��
�.���

A B A� A BB�� � � � − = � � A���B�

�������%��
�	��������	�
���>��

6B� )�6����	�8$������
�
"� ��6����	�8$�� ���� ���
���������� � ����6��
��������#�� ��
����� ����
� 6��8$���
3��� ����������� %� 
����� �
�������� ���.��� ���
���� � 	������8$�� �� �.�8$��
	�	���1���	� � ������ �� �.�8$�� ��� ����#��/� 	�
�� ����� #����� ������� 4������� .���
A B A A BB� � � = � /����6����	�8$��������������
�

A B A B A� B
��

� � � � �
�

−  = = − 
 

� � ɺ � A����B�

������.����A�−B�%��������������#��8$������AB/�	�
����������������7��#
�����A����
��.����B���� 	��	����� ��� ��6����	�8$�� ���� ����� ���� ���������� ��� ����#��� ���
����
����
/�����������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�D�

� �
� �

� �
A B A� B A� B A� B A� B

� � �
� � �

� � �

� � �� � � � �
� � � � � � �

� � � �

− −
− − − − − −

− −

 
= − − − − − 

 
� … � A����B�

J������ .��� � 6��8$�� �� �� ���� ����#��� ��
�����/� .����� #����� ��� �������� �−/�
���������
���	����8?������	������������
��<����>�
���/�	�������������
�#�
��������
�
��,�����/���	����8?������	������$���������	��������8$�����	�������,�����/�A�����%/��
����8$��θ�.��������	���������������O��B�����#���	�����θɺ ����	����

7B� I���7�8$������
�

"� ����7�8$�� �������
����������� ����6��
�����5��	���� ����7����� 6��8$�� �AB��4��
A B A A BB� � � = � /������7�8$��������#������������

( )
�

A B �
A B A B



� �
�  � �  �

� � = −
 = +  ∫ ∫� � A����B�

-B� 5�
�������#����6����
�

�� ��
�������#���� 6�������
�����������	����
�	���������,�	����������	�
����
�����
��� �����
� �
� ��7�
�� ���
������ A����� %/� 	��6��
�� � ������ �� ��6�����B/� �� �� #���� ��
����6��
�����5��	����6��8$��#����	��6��
���������������/������%��

�
��
 A B ��
 A B
 �

�  � � �
→∞ →

= � A����B�

Q
�#���.�����#��������AB������7�
�����
��������������	������	�
���������������
���;
�	/�����8$�����������	�
�%�����������������������������������2������/�
�����>�����$��%�#�������
���������A�B��$�����������������	�
����������������#�A#���
4�8$��&��B���

%�&�  �����
����������9����������56������9����

3
���� �>���
� ��6������ 6��8?���
��
���	�/� �� 	�
����
����� ���;
�	�� ��� �����
��
��������%�7�#����������������
���.����6�8$��������6��8?����<������������/������
��
6��8���� �
� 7���� ������� �
�%
� �
� 	�
����
����� ���;
�	�� .��� ����� ���� �>������� ����

�������6��8?�����
����/���.�����
����
�%
������#��������6��8?���������1#�����������
�
����6��
���� "���
/� � ���	8$�� �� ����6��
�� ��� 5��	�� �
� �����
�� ���;
�	���
	�
���� ��#��� � �
� �C
���� ��������� ��� �>�
����� .��� ����
� ���� ���	������� ��
� �
��	���������������6����������6��
8$���	����#��������
��3
���������#��/��.����
��������� ��� ������
�� ��	�������� ����� ���� �����#��� ���� �
� ��.����� 	��H����� ���
����6��
��� .��� H�� ��� ��	����
� � �������� "���
/� �$�� %� ��	�������� �6����� �
����6��
8$�/�
���$����
��������	�����������������6��
����

J�#�����/��
�����8$����������
�����;
�	����������H������������
�����	���������$��
6	�������� .����� ��� ����-� ��� ��
1���� �� ����6��
�� ��� 5��	��� <��� ������ ���/� �
#������8$�� ��� 	�
����
����� ���;
�	�� ��� ��
��� %� ���	���	��� �� ��� �������� �
����6��
�/������
���������.������.��������$���������
�	�
��#���#���	�
���>��
<��� ����/� %� 6��.[����� .��� ������
�� ��H
� ��������� ��� ��
1���� ��� ��
��/� �����#����� ���
��
1����������6��
�����5��	���/����7���/�����6��
�������#��������
1���������
����
5�7�/� �$�� ����� �� ����6��
8?��� ��� �� ��
1������#���#��� 	�
���>� �$�� �
��������/�

���7��
������
����������$��������#����/�.������
���
�������������
1���������
����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�@�

"� 0���� ���� �������� � ����6��
�� ���5��	�� ��� ����	����� 6��8?��� ��������� �
�
�����
������������

0��������M�0���6��
������5��	������7�
��6��8?����

� A B�  � A B� � �

��K��8$����7������������ A B� �
�

�
�

��K��8$���
������ A Bδ � ��

��)���#������
������
A B� 

�

δ
� � �

&�K��8$���
��  � �

�

�
�

D�
�

A �BX

�

�

−

−
�

�
��
�

@� � �− �
�

� �+
�

�� ( )�
� �� �

� �

− −−
−

�
�

A B A B� � � �+ +
�

 � �

�
A � � B�� 

�

−− + � �

�

A B� � �+
�

�� ��� ω � � ��

ω
+ω

�

��� 	�� ω � � �

�

� +ω
�

��� � ���� − ω � � �A B� �

ω
+ +ω

�

��� � 	��� − ω � � �A B

� �

� �

+
+ +ω

�

��� ( )�

�
� ��� �

�
��

�
−ζωω

−ζ ω
−ζ

�
�

� ��
�

� �� �

ω
+ ζω +ω

�

�&� �

��� 	��

�

  ω −ω ω
ω

� � � �

�

A B� +ω
�

�D� 	�� ω �
� �

� � �A B

�

�

−ω
+ω

�

�
%�(� !��5:
�����������E�����

2����������� �
� �����
� ���;
�	�� ��7���� ���� �
� �.�8$�� ��6����	��� ������ �
	��6�	�������	�����������#���#����AB/����.����AB�%��6��8$��6��8����

� �

� � � � � �� �

� � � �

� � � �� � � �

� � � � �� � � � � ��
� � � � � � � � � �

� � � � � �

− −

− −− −+ + + + = + + + +⋯ ⋯ � A���&B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

4�������7���.�����H�	��-�	��������6��
�����5��	�����
�����6��8?��/������%�
�A�ABB� O�"A�B� ���A�ABB� O�#A�B/� ���$�� �� ���	����� � ����6��
�� �� �.�8$�� ��6����	��/�
��
�����

( ) ( )� � � �

� �

� �� �

� � �� � � ��
� � � � � � � �

� � � �

      + + + = + + +      
      

� � � � � �⋯ ⋯ � A���DB�

"���	�������7���������������������6����	�8$�����/��������.����

� ��
� �

�� �
� �

�

� � �
�

��
� �

� �
�

A B A� B A B A� B

A B A� B A B A B A� B

A B A� B

	 	� �
� � 	 � � 	

� �	 	
	 	

	�
� � 	

� 	
	

	�
� � 	

� 	
	

� � � �
� � " � � � � " � �

� �

� �
� �" � � � " � � � # � �

�

� �
� � # � �

�

− −−
− − − − − −

−− −
= =

−
− − −

−
=

−−
− − − −

− −
=

   
− + − + +   

   

 
 + − + = − +  

 

 
+ − 

 

∑ ∑

∑

∑

⋯

� �A B A� B A B� � # � � � # �− + + − + ⋯

� A���@B�

"7�������������
����
�"A�B���#A�B/���.�8$��6�	�

( )

( )

�
� � �

� ��
�

� �� �
� �

�
� � �

� ��
�

� �� �
� �

A B

A� B A� B A� B

A B

A� B A� B A� B

� �

� �

	 	� �
� 	 � 	

� �	 	
	 	

� �

� �

	 	� �
� 	 � 	

� �	 	
	 	

� � � � � � � " �

� � � �
� � � � � �

� �

� � � � � � � # �

� � � �
� � � � � �

� �

−
−

− −−
− − − − − −

−− −
= =

−
−

− −−
− − − − − −

−− −
= =

+ + + + −

− − − − =

= + + + + −

− − −

∑ ∑

∑ ∑

⋯

⋯

⋯
�� A����B�

I�������7��������
��"A�B/���
����.����

�
� � �

�
� � �

� ��
�

� �� �
� �

�
� � �

� �
�

�� �
� �

A B A B

A� B A� B A� B

A� B A� B

� �

� �

� �

� �

	 	� �
� 	 � 	

� �	 	
	 	

� �

� �

	 	� �
� 	 � 	

� �	 	
	 	

� � � � � � �
" � # �

� � � � � � �

� � � �
� � � � � �

� �

� � � � � � �

� � � �
� � � �

� �

−
−

−
−

− −−
− − − − − −

−− −
= =

−
−

− −
− − − − −

−− −
= =

+ + + +
= +

+ + + +

+ + +
+ −

+ + + +

+
−

∑ ∑

∑

⋯

⋯

⋯

⋯

�

�

�
� � �

A� B

� �

� �

� �

� � � � � � �

−
−

−
−

+ +

+ + + +

∑ ⋯

⋯

� A��� B�

4�������
��6��8����6�������/������%/�����AB�O��/����$��#A�B�%��
�%
�����/�����
����	�
�
���������9
����
���������H�������������
������
����
/������%��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

� �

� ��
�

� �� �
� �

� �
� � �

� ��
�

� �� �
� �

�
� � �

A� B A� B A� B
A B

A� B A� B A� B

	 	� �
� 	 � 	

� �	 	
	 	

# � �

� �

	 	� �
� 	 � 	

� �	 	
	 	

� �

� �

� � � �
� � � � � �

� �
" �

� � � � � � �

� � � �
� � � � � �

� �

� � � � � � �

− −−
− − − − − −

−− −
= =

= −
−

− −−
− − − − − −

−− −
= =

−
−

+ + +
= −

+ + + +

+ + +
−

+ + + +

∑ ∑

∑ ∑

⋯

⋯

⋯

⋯

�� A����B�

"� �������� ��� �����
� =� ������ ���� ����	� 	�
�� �� �����
� �#����� ���� ��� ��� ���� ����
�������� ��
�� ���	8$����� 7������ �>��������<����>�
���/��
��,���������������>���
��
� ������ 6��� �� ����8$�� ��� �.���1����� ���� ��	���� �%� 
����	��� ���� 	�
������ ����

�#�
���������������

<������������/������	����8?������	����6���
����������/������H/�����AB��������������
����#�����
�������%������
���6���
������/����$��������������������9
����
���������H��
�
��56�������������������

�
� � �

A�B � �
� � �

A B A B
� �

� �
� � �

� �

� � � � � � �
" � # �

� � � � � � �

−
−

= −
−

+ + + +
=

+ + + +
⋯

⋯
� A����B�

2����8?������	�����������7��6�	
�.��������1	�����	���7�
������
���A�O��B/��������
�
��	���������
��.���1��������
����������J�
������
�
�	;��	�������	����������������8$����
#���	������ ���	���� ������ J�
� �����
� ��%���	�/� ����� 	����8?��� ��7��6�	
� .��� ���
	�	����������������������$�����	���7�������	�����������	���%������

"� �������� ��� �
� �����
� %� ��/� �� ����6��
�� ���5��	�/� ���� ��
��� �������� �
	����8?������	���������������������=������������

� A�B �A B A B A B# �" � " � " �= == + � A����B�

2�
� ���� �� �������� ��� �����
� =� 	����8?��� ���	���� ����� ��6������� � ���5:
� ��
��������E������A�B���������
/���������

�
A�B � � � �

�
� � �

A B
A B

A B

� �
� � �

� �

� �

" � � � � � � � �
� �

# � � � � � � � �

−
= −

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
⋯

⋯
�� A����B�

"� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ������ �� 	�
����
����� ��� �����
� 	�
� ���8$�� � �
����
�>	��8$�� ���	�� ����� ���
�� 6��8����� 3
� ������ ��#��/� � 6��8$�� ��� ����6��,�	��
	�����������=�����6��
�����5��	�����1���������������������
/�"A�B/�	�
����8$��=�
����6��
�� �� �����/� #A�B/� ���� 	����8?��� ���	���� ������ 3�� ��� ����� ���� ������ ���
�����
�����������3
�����
�/��6��8$���������6��,�	��������������������	�
��

K��8$���������6��,�	��
4��

3����
= �

3>�
���� ���� M� ������ � 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����
� ��%���	�� ���� ���� �.�8$��
��6����	���

� �

� �

� 	 �	 � �
$� % $	 %� �

� � �
+ + = + /�

������6��8$��6��8����%������$���AB����#���#���%��	��������	AB�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

4���8$���

"�����6��
�����5��	����	��������	AB�%�&A�B/���.�����.��������6��
��������$��
�AB�%�'A�B��"���	���������6��
�����5��	���
�
�������
�
����/�6�	����	�
�

� �

� �

� 	 �	 � �
$� % $	 %� �

� � �

   
+ + = +   

   
� � /�

.��/�����������������������������6����	��

( ) ( )
� �

� �

� 	 �	 � �
$� % $ 	 %� �

� � �

    + + = +    
    

� � � � � /�

���������������������6����	�8$�����/���
����.���

�

�

A B A� B A� B A B A� B A B

A B A� B A� B A B

�	
$� � & � � 	 % � & � 	 $ & �

�

��
%� � ' � � � ' �

�

− − −

− −

   − − + − + =   

 = − − +  

��

2�
���6��8$���������6��,�	�����
��	����8?������	��������/����$���������

� �A B A B A B A B A B$� � & � % � & � $ & � %� � ' � ' �+ + = + /��

���

� �A B � A B$� � % � $ & � %� � ' �   + + = +    ��

���6��8$���������6��,�	��6�	�

�

�

A B �
A B

A B

& � %� �
� �

' � $� � % � $

+
= =

+ +
�

�
3>�
��������M��������6��8$���AB�	�H�����6��
�����5��	��%��������

�

& &
A B

� �@
� �

� �
= −

+ +
��

4���8$���

<��� ����������� ��� ���������/� � ����6��
�� ��#���� ��� �
� ��
� %� � ��
� ���
����6��
�����#����/������H�

� �
�

� &
A B &

� �@
� 

� �

− −   = −   + +   
� � ��

.���	����������/�	�
�������������������6��
��/���

�A B &� ��� &�  −= − �

� "�K�7�������
������6��8$�����
�6��8$�������
�����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�

� � � � &
��

�

�

�

�

&

�

K�7�������M�K��8$���AB�����>�
��������

%�-� �
���F��
���������=����
�

4�H���#
�������.�8$����6����	�������
������
��������	��6�	�������	��������/� ���
.��������
��6��8�����AB���H�����/���������.�8$��-�
�7,����

�

� � ��
�

� �

� �� �

� � � � ��
� � � � �

� � �

−

− −+ + + + =⋯ �� A����B�

"���	���������6��
�����5��	��������.�8$��A��������.��������6��
������AB�
��H�"A�BB/���
������9
���F��
���������=����
����.�8$����6����	����

�
� � �A B � �

� �� � � � � � � � �−
−= + + + +⋯ � A���&B�

J������.����������9
��� 	�	���1���	�� %� �7��� =� �.�8$�� 	�	���1���	/� 	�
����6����8�
.����������9
��� %� �>���������#���#��� 	�
���>����)�� 6��/� � �.�8$��	�	���1���	�������
	���%���������A�B�"A�B�O����<��	��������
�%
�.����������9
���	�	���1���	��%�����������
����
��������6��8$���������6��,�	���

3>�
��������M����������������=�������������������
�	�H��.�8$����6����	���%�

�

�

A B A B A B
� � A B � A B

� �  ��  �� 
�  � 

� � �
+ + = − /�

��H����=��	����8?������	���� A� B �� − = ��� A� B �� − =ɺ ��I���	���
�%
��������9
���	�	���1���	��
���.�8$���

4���8$���

"���	���� � ����6��
�� ��� 5��	�� 	�
� 	����8?��� ���	���� �$�� ����� �� �.�8$��
��6����	�����
�����

�^ A B A� B A� B_ �^ A B A� B_ � A B �^ A B A� B_ A B� " � � � � � " � � " � �' � � ' �− − − −− − + − + = − −ɺ /�

.���������/�����7�����������
����

�A � �B A B A� B A� B � A� B A� �B A B � A� B� � " � � � � � � ' � �− − − −+ + − − − = − −ɺ �

Q
�#���.����������%����/����$���AB�O��/�����≥��/�.����
���	��
�'A�B�O����5�7���
�.�8$������6��
��6�	�

�A�B�

�AB�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�
�A � �B A B A� B A� B � A� B#� � " � � � � �− − −

=+ + = + +ɺ �

�������9
���	�	���1���	��%���������

�A B � �� � � �= + + �

�����������=������������������������

� �

A �B A� B A� B
A B

� �#

� � �
" �

� �

− −

=

+ +
=

+ +

ɺ
�

4������������ ��� #������ ��� 	����8?��� ���	���/� �� ����������.��� �� �1������������9
���
	�	���1���	�� �$�������/������������$��������� 6�8$���
������ ���
��� A���	�
����8$�����
�
�6�8$���
�6�8?�����	�������������������	�1�����&B��

� �

&
A B

� �#

�
" �

� �
=

+
=

+ +
� �

� �� �

−
= +

+ +
��

"�����6��
����#�������5��	�����	��=��.�8$��	�
���������

�A B � � � � �  − −= − /�

	�H��7��6�	��%�
���������K�7��������J������.����������
��������������7�
�	��6��
��
	���	������
����

��

� � � � & D @
���

���

��&

��@

�� 

���

���

�

K�7�������M�2�
����
��������;
�	����������
�����>�
��������=������������

�

�
�


�A��7B�

�AB�





ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

&� ��� �$���#��'$�	������������

��� �����
�� ���;
�	��� �$�� 	�
������� ���� ��#������ ���
������ .��� �����7�
� ������ ��/�
���	���� ����7�� �� ����
������� ���,�	��� Q
� 
����� ��� 	�
����$�� ������/� ���� �>�
���/�
	��#����� ����7�� .�1
�	� ��������� ��� 	�
����1#��� �
� ����7�� �%�
�	� �� 	;
�� ���
	�
����$���"�����7���%�
�	�%�	��#�������
������$��.����������#���%�	��#�������
�6��8��
"� 6��8�
�#�� �� ����$�� ���
����� �����
����/�
�� �����
�#�
����� %� � ��7���� ����6��
���
��
�
�#�
����������#�������>�����
������<���������,�	��7���������>��%�	����
�������
�
� ��������� .��� 	��#����� � ����7�� 
�	;��	� ���	����� �
� ����7�� ��%���	/� .��� �����
�������������������	�����-���#����3���	�����-����#�	��.���
����	�
����1#���	�
�
������	;
�����	�
����$�����
������0�
���/����
/���
�
����/��
������
�	�
����������
���
�������%�
�	��/�
�	;��	��/���%���	���������
���	����"������������
������
�	�
�������%�
������� 	�
���>/� 
�� ����� ���� ��
���6�	�� 
������� � ��8$�� ��� 	�
��������� 	�
�
	�
����
����������/�������7�������8$�������7�������	�
����8$������������
�������
�
�����
�� ��	������/� ����� %/� �����
�� 	�
���>��� 	�
������� ���� �����
�� 
��� ��
����/� ��
�����/� 	�
������� ���� ���
������� 2�� ���
����/� ���� ��� #��/� %� ���	����� ���� �D��56���
�����������/� .��� ������
/� ��� 6��
� 
��
���	/� � ���� .��� 7�#���� ���� 	�
����
�����
���;
�	���

&��� �������
���������������8���
��

��� 	�
��������� 	�
� 	�
����
����� ������ ����
� ���� 7������� �
�� ���8���
�
���������
���/����8���
� �
����
���/� ��C����
/�;�������
� �� �C����
�� 4����
�� ����
���	���
�$���$�� ���������
�#���������	�
�������������������� I�����$����7��6�	/����%
/�.���������
�����
���$������
����������������
�	���������)�#����������	��������.������������8$��
��H����������������
��������������������H�7�������

4����
�����;
�	�����#�
����������
����
����������������������
����
����1����
3������ �� �1��� �$�� �
� 7���� ���
��� 6��8����� ��� #���#���� ��� ������� "�� ������� �$��
�
�%
�	��-�	����	�
���
������
�#�������������	�	���1���	����7����������.����>	��
�
�������
/�������#�������7����������5�7�����������$��#�����������	�����6���������	����
��������
�����������

"��1������
������
���������#��������������������/��/��$�����/���������
������
�
����6��
�� �
� ����� ��� #���#��� �
� ������� Q
� ������� -�������	� %� �
� �����
� .���
����6��
� ����7�� -�������	� �
� 
�#�
����� 
�	;��	�� ���	������ 3��
������ .���
����6��

� � #���#��� ��� .��� 
���6�	
� �
� ����� ��
� ����6��
����� �
� ������ �$��
7�����	
�����	��-�	�����	�
��������
����D����
������������

&�%� $��8���
����������
����

4����
��
�	;��	��������	�������$��.����������.������������	
��������7��
����-��
������ 3>����
� �� 	�
��������� �������� ���� �����
�� 
�	;��	��� �����	������� ������/� �
�
��� ������
�����
���2���
���������������
��.�8$��.�����6��������	�
����
�����
���;
�	���"���	���������������J�F������
�
����/������>�
���/���
����.���

� �� �� � �= = =ɺ ɺɺ � A���B�

.�������������������������6��
���6��8����	��=�
���%��7���������������
�������
	����8$��� J������ .��� � 	����8$�� ����� ���� �>������ ���� 
���� �� ����#�� ��
����� ��
#���	����� �� ��� ���$�� ���� ��7���� ����#�� ��� �����	
����� ��� "� 
��� ����� �����
���
������
�������
�6��8/���������	�����.�8$�����������7�����������6��
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�&�

	� �� �� � �= = =∑ ɺ ɺɺ � A���B�

�
"���	������������6��
�����5��	����������8$�/���
���������������

�A B A B A B A B	� � � � � ��( � � � " �= = =∑ /� A���B�

������A�B/�(A�B� �� "A�B� ���������
� � ����6��
�� ��� 5��	�� �� 	����8$�/� #���	����� ��
�����	
����/� �����	��#
������ "� K�7��� ���� 
����� � ���������8$�� ��.��
���	� ��� �
�

�����H�����=�8$�����6��8����

�

�


Σ��	



������



�


��



���
���


�

��



���
���

�
K�7�������M�N��������8$������
�
��������
������8$�����6��8�/�����
�
���

���	��6�	��������������
�
����	��������
�

"��.�8$����
���%���������������L��G��

� � �= − /� A��&B�

������� %� � 	�������� ��
����J������ .��� � 6��8� 7��������
��� %� ��
���� 	�������� ��
�����	
����/� ����� %/� ��� �� �����	
����� 6��� ������#�� � 6��8� %� ��7��#� �� #�	��#����� "��
�>���
������ �� 
��� ����
� ����� ���
������ � �����	
������ ���������/� 	�
�� 
����� �
���������8$����
�����K�7�����@/�������������.�8$��6�	��

� �A B� � � �= − − �� A��DB�

J������.����
���%��
�����	�
������/���.�����7��6�	�.������
���%�������.����
6��8���������>���
�������$���7������	����������"�6��8���
������������������
�%
�
�
�6��8$����#���	�������������>���
�������

( )� � � �A B�� � � � � � � � �= − − = − −∫ ∫ �� A��@B�

"���	����7��������6��
�����5��	��������.�8$�/���
����

� � � �A B ^ A B A B_ ^ A B A B_�

�
� � � " � " � ( � ( �

�
= − − = − − �� A���B�

Q
�
����	�����%��
�	�
��������	�����������������
�#�
����������������
������Q
�

����	����� ���
���#�� %� �
� ��
� �>�
���� ������ 	�
�������/� �� ��� 6��8$�� %� �������� �
����7�������	��8$�����#�1	����	��������
����"�6��8����
����	�����%�������	�����=�
#���	����� 	�
� .��� �� ��� �>���
������ ��� ���>�

� ��� ��� 6��
/� 	�
�� 
����� ��
��.��
���K�7������/������H�

� � � �A B A B�� � � � � � �= − − = − −ɺ ɺ � A�� B�

"�����6��
�����5��	�����.�8$��	�
���������
�

� � � �A B ^ A B A B_ ^ A B A B_�� � � ( � ( � � � " � " �= − − = − − � A���B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�D�

Y� 	���� .��� 
����	������� 
�	;��	��� �$�� �
�%
� ���������/� ����� %/� �
������� .���
������
�
��������

&�&� $��8���
��
����
����

4����
��
�	;��	��� ���	�������$�����������
��-�����������
�������	�������"�����
���J�F��������� ���� ���	�� �
�%
�� ���
������.���7��
/� 	�
�� �������/� 6������ ��
����
���	������� �� �.��#������ �� 
��� �����	����� �
� �����
�� 
�	;��	��� ���	������ %� �
��%�	�����
�
�������� ��%�	���Y� �7���������������
��������.����������������7�����
<������/���
�
����������%�	������������
������	��������
�%
�������8$�������>�����
���8$��� Q
� 	�������/� ���� �>�
���/� ������� ��6�������� 
�
������ ��� ��%�	�� ��� ��>���
�������� ��� ��������	������ �� ���� ��>�� ��� ��
������ ��
�
����� ��� ��%�	�� ��� �
� 	�����
.��.����%���6������	�
��

�

(
& � �(= ρ∫ � A����B�

�������%����������7����������
��������#���
���(���ρ�%��������������
������������8$�����
"�����7�����#�������6������
��������#���
��(���
�������������7������%������;�	�����
���
��������#���
����(�����>��������8$�����
�
����������%�	������
�	�������������������

�����	�
����8$����������>�������
�����#���

�

��	�

�
& �= �� A����B�

Q
���6������ ������ ��
������������
�
�������� ��%�	��	�
����8$����
���>��.���
�������������	�������7����

�

�
D)��

�
& �= �� A����B�

"��������J�F�������	����
���%�	�����	�����%�

	 & & &τ = α = ω = θ∑ ɺɺɺ /� A����B�

����� τ	� %� �
� ���� ���.���� ���	���� �� ��%�	�� &/� �� 	��� � 	����8$�� �7���� α�� ω
 �� θ�
���������
/� �����	��#
����/� � #���	����� �7���� �� �� ;�7���� ��� ���8$�� �� ��%�	��� "�
���������8$����.��
���	�����%�	��%�
��������K�7��������

"�����6��
�����5��	��������.������	���=���%�	��&�7���

�A B A B A B A B	 � & � & � � & � �Τ = Α = 6 = Θ∑ /� A���&B�

������.���ΤA�B/�ΑA�B/�6A�B���ΘA�B��$��������6��
���������.���τ/���	����8$���7����α/�
��#���	������7����ω�����������	
������7����θ/������	��#
������

�


Στ	



ω����θ



&


θ�
 θ�� ω��ω��

�
�

�

K�7�������M�N��������8$�����
�
����������%�	��&/���
������	��������
���
����	��������	������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�@�

�
"� 
��� ���	����� A��
��-���� =� 
��� ��� �
� ����7��B� �� �� 
����	����� ���	����� A�����

���	��� 6	�� � 6	�� �
� 6��	8$�/� 	�
�� � �
���7�
� ��� �
� #�1	���B/� 
�������� �
�%
� ��
K�7������/���7��
��>�����?�������7������.��#������������	�������

( )� � � �A B� � � � �τ = − θ −θ = − ω − ω∫ ∫ /� A���DB�

��

� � � �A B A B� � �τ = − ω −ω = − θ − θɺ ɺ �� A���@B�

"���	���������6��
�����5��	���������>�����?��/���
�����

� � � �A B ^ A B A B_ ^ A B A B_�

�
� � � � � �

�
Τ = − Θ −Θ = − 6 −6 /� A����B�

��

� � � �^ A B A B_ ^ A B A B_� � � � � � � �Τ = − 6 −6 = − Θ −Θ �� A��� B�

&�(� ��C����
�

��� 	�
��������� ��� 	��	������ ��%���	��� �$��� �� 	�	����/� �� �������� �� � ������,�	��� 3�����
	�
��������� �$�� ���
������ ����#��/� ����� %/� �$�� ��	�����
���� �����
����� ��� ����7�����
6��	�����
� ��.��
������ 3>����
/� %� 	���/� ��#������ ������� ���
������ ���	����� �
	��	������ ��%���	��/� 	�
�� �����������/� 
���6�	������ ����	�����/� 	-#��� ��� ���,�	�/� ��	��
0����� ����/� ���%
/� ��	�����
� ��� �����
����� �>������ ��� ����7�� �� �$�� �$�� ��������� 4$�/�
�������/� ������� ��6������
����� ���� 	��	������ ����#���� )� 
��
� 6��
� .��� � 6��8�
�������	�������8?������;
�	�����������
��
�	;��	��/����������
����%���	���%��	��������
.���6�������������<��%
�%�
��������	��������������������;
�	��$���
����
�����	�������/�

�� ��
� �� ����$�� ��%���	� A#���7�
B��L�/� ��� 6��/� �
� 7����� ���7�� ������ ��� �����
��
��%���	��� �� 
�	;��	��� A�� �
�%
� ������ ������ �� ��� �����
�� -�������	��B�� "� 
���8� ��
���������8$�����	���������������$���$��������������7���

J������
����������	��	��������%���	��/������$��#����������
�����������
����/�	��6��
��

����� � K�7��� ���/� ��H� ���� �
� �������/� �
� 	�	����� ��� �
� ������,�	�� A��� ��������B��"�
	��������.�������#���/�	�������%��
��
��
�.��.�����
�������������
������

Q
� �������� ��� �����;�	�� %� ���
������ � ����?��� ��� �� ��� A��� !� ��B� �
� ����� ���
����/�
���������
�#��8$����	��������������	��������������$�/������H�

� �

A B
A B A B

�	 
�  �  %

�
− = � A����B�

� $�%� ���

�	AB�

���� ����

�	AB�

���� ����

�	AB�

���� ����

�

K�7�������M�N��������8$���������
��������%���	������������%/�	�	������������������$��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�
<������#��/��	����������%���	���
�	�	�����%�������	�����=�#��8$��������$���
������

���
����/����

� �

�
A B A B A B�  �  	  �

�
− = ∫ � A����B�

J����������/��������#��/��	��������%�������	�����=�����$���

� �A B A B A B�  �  $ 	 − = � A����B�

<�������7����6������ ����6��
�����5��	�����������8?��/��������/�%�	���/�.����
����6��
�� �� 	�������� %� &A�B/� �� � ����6��
�� �� ����$�� %� 'A�B�� 0�
���� 	�
� ����� ��
�
���;�	���	�
���>������������/�	�	���������������/������	��#
������

� �A B A B A B' � ' � % � & �− = /� A����B�

� �

�
A B A B A B' � ' � & �

� �
− = /� A����B�

��

� �A B A B A B' � ' � $ & �− = �� A���&B�

"�	����������%���	�%���6�����	�
���������7�����6��>�����	�7�.���������
�	��������
����������������
����3
���������#��/��

A B
A B

�* 
	 

�
= /� A���DB�

�����*AB�%��	�7�������1	������%���	���36������������6��
�����5��	����	��������
�
� 6��8$�� �� 	�7� ��
���� &A�B� O� �� +A�B/� �� .��� ���
���� ���	����� �� ����6��
���
���
��������
�%
��
����
�����	�7�.����������������
�������

�
� �A B A B A B' � ' � % � + �− = /� A���@B�

� �

�
A B A B A B' � ' � + �

�
− = /� A����B�

� �A B A B A B' � ' � $ � + �− = �� A��� B�

2�	������/�����������������������������������
�	�
����
��������;
�	����6�������������
����������.����3�����$�����������%�	����������/�����������.������$����������������
�
���
�����"�%
������/��$���>����
����
����������
������������Q
�	�	��������������
�
	���� ������,�	�� �� �
� 	���� �����;�	��� ��
��
�� %� #������ ��� ��� ������� ���
������� 3
�
7���/��	�	��;�	����������;�	���>����������
��������������%���6�	�����
�������>����
.�������������������������	��	������I�����
�%
�	����	������	�	�����������������������
������

&�-� I�������
�

"���7
����������
������
���������������
���������/������
��-�������	���������
�
�� ���
������ ����	���� � �����;�	�� 6����� ��� �����;�	�� %�/� � 	�	��;�	�� 6����� ��� �� �
������,�	��6�����$���Q
������;�	��6������	�����.����������
��
�7�����.�����������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

� �

�1.����� 6������� ���� �
� �����8$�� ���7� �� ��� 7����� ��;
����/� 	�
��
����� � K�7��� ��&��
2�
���	�����	�
��
� ��%�	��.��.���/������ ������6�������	����������7�����
������
�1.����� %� ��	�������� ���#��� �
� 7����� �����$�� A6��8B� �� ����7��� <������/� � ��6����8� ���
�����$������>���
�������� �����8$�������� ��������#�������#��8$����#�$������1.�����
*AB�A�
������������#���
������������������
��B/���6��
��

� �

A B
A B A B �

�* 
    %

�
− = � A����B�

�
�

$��%��

���

*AB�
� �� � ��

*�AB�

 �

*AB�

� �� � ��
*�AB�

�

K�7�����&�M�N��������8$����.��
���	��������;�	��6�����%�/�	�	��;�	��6�������/����
�������������,�	��6����
$���

�
Q
� 	�	��;�	�� 6����� %� �� #������ �
� ��.��� ��� �1.����/� ��� .��� � 	�	��;�	��

�������� �� ���� �� ��8$�� ����#������ J����� ��.��� � �����$�� ��� 6����� ��������
�>	����#
����������������1.����/���%��
��
���������1��	�
���������/�	��6��
��
����	� � K�7��� ��&�� <��%
� �� #�?��� ��� �1.����� ����
� ���� ��6�������/� 6������ 	�
� .��� ��
�1#�������1.������
����/�����#�$�����������6���
�������.����#�$������1�/������%/����
*�AB
,
*�AB/������
����	���	����������"����8$��.���7�#��������;
�	����	�	�����6������
%����$��

� �

A B
A B A B �

� 
*  *  �

�
− = � A����B�

3��� ���8$�� ������� �� 	�����8$�� ��� .��� � �����$�� ��
� ������ �������� �� ����� ��
	���������1.�����������������������3
���������#��/��6��8����>��	����������
�������%�
6��8$��������������1.�����	�
���������/�����

� (�
 

� �

ρ
= = /� A����B�

������
�������1.�����%��7������������������������ρ������#���
��A��%��	����8$����
7�#����B��<������#��/���#���
������1.����������������%������������������������������
�����!��������1.������%�������61	��/����������

 � != ρ �� A����B�

<��%
/� ��� *�AB�−� *�AB� ����������� � #�$�� .��� ����� ��� ��.��/� ���$�� �� #���
���(� ���
�1.�����	���	��������������#��������
�����������7����^*�AB�−�*�AB_����J����������#������
��
��/� ����� #���
�� 	����� �
� #��8$���!� �� ����� �� 	����� ��� �7�� ��� ��.��/� ��� ���
6��
�.����(�O��
�!��I7���������#���
�����
����

� �A B A B
�!

� *  * 
�

= − �� A����B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

)���#����7�������8$��.���6����	��������$���
�6��8$���������!������������������
�>�����$��	�
/�	-�7�����

� �^ A B A B_
� �

*  * 
� �

ρ
= − �� A���&B�

�
2�
���������7����������8$��	�
���.�8$�����	�	�����6�����/����%
����.���

�

�
�

�
=

ρ
/� A���DB�

<��� ��� #��/� �
� ������,�	�� 6����� %� ��
����
����� �
� ��7�����/� ��� �
� �������� ��
��
������J��������
�����%�����1#���H�������#������������,�	��6�����$�������������6�	-����
�� ��7������� J��� 	��	������ -�������	��� ���
����� .��� ����� #���� �� ������,�	�� %� 6�>�/� 	���
	����������������
�H���$��������������	��6�	�������	����������J�������,�	��6������#�$��
.��������������%�������	�����=���6����8���������$���
���������
������

� �A B A B A B�    $ * − = � A���@B�

3������8$�����
�����������
�6��9
�������	��	�
�������������	���������<��	�������
���� ���.����
� �������� 	����7��� H����� �#�$�/�
���$�� ������$���3
���������#��/�
H��������������7������	��#�������
�������������������.������������1.�����.���H������
���������<��%
/��$�����	����7���H�����������$������
��������� I���� ��7��6�	�.��� ����
�
������������������
���.�����#�
�����A���7���B/�������������������$���������8$��
�$�����	����7��������������#�
�����	�
��
$�/�����
�����.�����H�������

"���	����7��������6��
�����5��	������.�8?���	�
���
�������������;�	�/�
	�	��;�	��6�������������,�	��6����/������	��#
�����

� �A B A B A B�� � � � % � + �− = /� A����B�

� �A B A B A B�+ � + � � � � �− = /� A��� B�

� �A B A B A B�� � � � $ + �− = �� A����B�

������A�B�%������6��
�����5��	���������$��-�������	� AB/���+A�B�%������6��
����
#�$��*AB��<��������
�%
������������6��
�����5��	�����	�	�����6�������
�6��8$����
���������1.�����!AB��

� �A B A B A B A B�+ � + � � � � � � � � �− = = /� A��&�B�

����� � �� � �= ρ ��

"� 0���� ���� �������� �
� ����
�� ���� ���
������ #������ �%� 7��� �� � ���8$�� .���
�������	������	�
����
��������;
�	���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&��

0��������M�3��
��������������
�����;
�	������������

�������� �������
� �� A B�  � A B� � �

:��� �

A B A B	�  � � =∑ ɺɺ �

A B A B	�  �� =∑ ɺ �

�A B A B	� � � � " �=∑ �

A B A B	� � ��( �=∑ �

:��� �

� �A B ^ A B A B_��  � �  � = − − �

( )� �A B A B�� � �  � �  �= − −∫ ∫ �

� �A B ^ A B A B_�� � � " � " �= − − �

� �A B ^ A B A B_�

�
� � ( � ( �

�
= − − �

:�	;��	��
������
	�����

�
��������	��
���#���	��

� "
����	����� �

� �A B ^ A B A B_��  � �  � = − −ɺ ɺ �

� �A B ^ A B A B_��  � �  � = − − �
� �A B ^ A B A B_�� � � � " � " �= − − �

� �A B ^ A B A B_�� � � ( � ( �= − − �

I�%�	�� &

A B A B	  & τ = θ∑ ɺɺ �

A B A B	  & τ = ω∑ ɺ �

�A B A B	 � & � �Τ = Θ∑ �

A B A B	 � & � �Τ = 6∑ �

:���
���	�����

�

� �A B ^ A B A B_�  �  τ = − θ −θ �

( )� �A B A B A B�  �  �  �τ = − ω − ω∫ ∫ �

� �A B ^ A B A B_� � � � �Τ = − Θ −Θ �

� �A B ^ A B A B_�

�
� � �

�
Τ = − 6 −6 �

:�	;��	��
���	�����

"
����	�����
���	�����

�

� �A B ^ A B A B_�  �  τ = − θ −θɺ ɺ �

� �A B ^ A B A B_�  �  τ = − ω −ω �
� �^ A B A B_� � � � �Τ = − Θ −Θ �

� �^ A B A B_� � � �Τ = − 6 −6 �

I������� %

�

� � �

A B A B
A B A B

�	  � * 
�  �  % %

� �
− = = �

�
� �A B A B A B' � ' � % � + �− = �

� �A B A B A B' � ' � % � & �− = �

2�	����� �
 � �

� �
A B A B A B A B�  �  	  � * 

� �
− = =∫ �

� �

�
A B A B A B' � ' � + �

�
− = �

� �

�
A B A B A B' � ' � & �

� �
− = �

3�%���	��

N�������� $
 � �

A B
A B A B A B

�* 
�  �  $ 	  $

�
− = = � � �A B A B A B' � ' � $ � + �− = �

� �A B A B A B' � ' � $ & �− = �

I����;�	�� %�
 � �

A B
A B A B �

�* 
    %

�
− = � � �A B A B A B�� � � � % � + �− = �

2�	��;�	��
6�����

��


�


� �

A B
A B A B �

� 
*  *  �

�
− = �

� �

A B
A B A B

�! 
*  *  �

�
− = �

� �A B A B A B�+ � + � � � � �− = �

� �A B A B A B+ � + � � � � �− = �
L�������	��

N�����,�	��
6�����

$�
 � �A B A B A B�    $ * − = � � �A B A B A B�� � � � $ + �− = �

�
&�2� �������
�����������J��
�����

2�
��H��6�������/������
����	�����
���������	��������������.�������
��
�����7�����
��6��
8$��� 3���� ������� �$�� 	��-�	���� 	�
�� 6�����/� �� �>����
� ���	
����� ����� ������
������ �
����������@
��� �
�������9
���������4$���
�%
�	��-�	���/������	��#
����/�����
6������ ��� R#���#�����#%�S� �� 6������ ��� R#���#��������S�� "�� 6������ �� ��� ��
����7�� �$��
������������0���������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&��

0��������M�K��������������
�����;
�	�����������

��������  �9
� !
���� �=��
�
� ��9�������5:
�

6��>�� 6��8� �AB�
� 

�AB�

�:�	;��	�������	�����
�����	��� #���	����� �AB� � 
�AB


�

6��>�� ���.��� τAB�
�

τAB�

�:�	;��	�����	�����
�����	��� #���	������7���� ωAB�

��ωAB�

�

6��>�� 	����������%���	� 	AB�
�
�	AB�

�3�%���	��

�����	��� ����$��
�AB�
)AB�

�
��AB�

�

6��>�� #�$�� *AB�
� *AB�

�L�������	��

�����	��� �����$��  AB� �� AB�
�

�
&�1� $
��������������������8���
��9����������
���������9�����

"�
����7�
�
��
���	���� �����
�� 61��	�����
���
����%��
� ���6� 6�	������7������
�����
�� ��� 
������ 
��
���	�� �������� �� 	�
����� ���������8$�� ���� ���
������ 61��	���
����������H���������������;
�������I�6����
�����������
������61��	����$���$����������
�����
#����� ��� ��.�������� ��� �������8$�� �$�� ��������	������ Q
� �,������ ���/� ���� �>�
���/� %�
��
���� 
����	���/� 
��
�� .��� �$�� -H� �>���	��
����� �
� 
����	����� ��� ��>��� Q
�
��	������ ��%���	�� 6��
��� ���� �
� 	�	����� �� �
� �������� �
�%
� 
����	�� �� ��	��8?��/�
�
�#���.���
����������
������������
�������,�	�/�
��
��.�����.�����

3>����
� ��#����� 6���
����� �� ���	���
������ ���������� �
� 
����7�
� ��� �����
��
61��	������������3���������/�	��
��������7�
����7�6���������7�
�������	��/������C���
��
#������������

"�
����7�
� ��� �����
�� %� ������� ������6�	������� ��� ���
������ 61��	��� ���������� ��
���� �.�8?��� ���
������� A������
����� �������B�� "���	
���/� � ��7���/� ���8?��� ���
	������������������.���1����/�	�
�������>�
�������.���1��������6��8����
�
��������
�
��� 	��������� ��%���	����
�	��	����� 6�	-����)�������������� �.�8?�����������������.���� �
�.�8$�� ��6����	��� ��� �����
/� .���� � 6��8$�� ��� ����6��,�	��� Q
� #��� .��� ����� �

�����8$�� ��� �����
� .����� ���� 	�������� %� �������� ��� 
����� 
��� ���#������ ���
��
1������#���#���	�
���>/����$��%�����H�#��������������
������6��8$���������6��,�	�/�
	�
��
������������>�
��������7�����

3>�
��������M��������6��8$���������6��,�	����������
�
�	;��	��
���������K�7�����D/�
	�����������.��������
��6��8�����AB�%���������������8$����
��/��AB�%���1���

4���8$���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&��

"��6��8��.�����
���
����� �$���� ���
��6��8���� �AB/�� 6��8���
������6��8����

����	������"���	������������J�F���������
�����
�����

A B A B A B A B�  ��  ��  �� − − =ɺ ɺɺ 


J������ .��/� ��� �����	
������ ������#��/� ����� %/� �����	
������ �� 
��� ��� ��������
������#������/���6��8���������
���.��������
����	������$����7��#��A����8$��	��������
=�����B��3
�#������������/���#�����	���	��������������7��#��������6��8��.��������	�	���
������������"���	���������6��
�����5��	�����.�8$��	�
���
����

�A B A B A B A B� � �� # � ��# � �# �= + + ��

"�6��8$���������6��,�	��%����$����������

�

A B �
A B

A B

# �
� �

� � �� �� �
= =

+ +
�

�
�

�



�AB�


�AB



�



�


�

K�7�����D�M�4����
�
�	;��	������>�
��������

3>�
���� ����M������� � 6��8$����� ����6��,�	����� �����
���%���	��
���������K�7�����@/�
	����������� .��� � ������ %� � ����$�� ��� ��
���8$�� �AB� �� � �1�� %� � 	�7� �AB� ����
���
��������	�	������

4���8$���

2�
��������������
���������$���
��%���/��	��������	AB�.������������	��	�����%�C��	��"�
����$�� �AB� %� ���$�� ��#����� ������ ��� ��#������ ���
�����/� ��� ��H/� � ��
� ��� ����?��� ����
���
��������������
������%��7���=�����$�������
���8$���"���	���������8?������
�������
��
�������$��

�

�

A B A B �
A B A B

��  � � 
�  $ % � 

� � �
= + + /�

	�H�����6��
�����5��	��%�

� �
A B A B A B A B' � $ �" � % � " � " �

�
= + + ��

<�������7����������6��8$���������6��,�	����������
�����
��������

�

A B
A B

A B �

" � �
� �

' � �%� �$�
= =

+ +
�

�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&��

�
$� %�

���

��AB� ��AB

�

K�7���@�M�4����
���%���	������>�
��������

3>�
���� ����M������� � 6��8$����� ����6��,�	����� �����
���%���	��
���������K�7������/�
	����������� .��� � ������ %� � ����$�� ��� ��
���8$�� �AB� �� � �1�� %� � 	�������� 	AB� ���
	��	������

4���8$���

4�� �AB� 6��� � ����$�� ���� ���
����� ��� 	�	����� �� ��� �������/� �� 	�A�B� �� 	%A�B� 6���
� ��
	��������� ��� 	�	����� �� �������/� �����	��#
����/� ���$�� �������� ��	��#��� �� �.�8?���
����6��
���������,�����
������6��
���������	��	������

A B A B A B' � ( � $ & �− = /�

�
A B A B�( � & �

� �
= /�

A B A B%( � % � & �= ��

"�	�������������	��������6����	���
��.�8$�������
������

A B A B A B� %& � & � & �= + �

3��
���������7�����#���#����(A�B/��&�A�B���&%A�B���������
����&��.�8?��/��������.���

�

�

A B �
A B

A B

& � �%�
� �

' � $�%� %� $

+
= =

+ +
�

�
�

$�

%�
���

��AB�

�	AB�
��AB

�

K�7�������M�4����
���%���	������>�
��������

J������ .��� � ����$�� ��� ���
���� ��7��#�� ��� 6������ ��� ����$�/� ����
���� ��� �����/�
��#������	�����������������	��	������3���%��	�������.�8?������	�	�����������������/�
����>�
�������/������
����
�������=�����$���AB�−���O��AB��

U����� � 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �
� 	��	����� ��%���	�� ����������� � ���8$�� ������ �
	����������������	��	������������$�����	������/�	�
��
�����������>�
�������/����$�����
����� ���� ������ ���� 
���� �� ��9�8����� �D��7�������� J����� 	��/� ��� ���
������ �$��
��������1���� ���� ���� �
���;�	��� �.��#������/� ��� ��H/� ���� ����6��
�� ��� 5��	�� ���
�.�8?������
��������3
���7���/�	�	������� �
���;�	����������	��	�����������8$�����
�
���;�	��� �
� �%���� �� ���� 
%��� 7��
%���	� ��� �
���;�	��� �
� ������/� ��� 
�����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&&�

��
��-���� =.���� ������� 	�
� �
� 	��	����� 	�
������ �>	����#
����� ���� ���
������
�������#����"�6��8$���������6��,�	���������/�������	��/��������#��������
���;�	��������
���>�
������&�������������	��	������

3>�
������&�M��������6��8$���������6��,�	����������
���%���	����K�7�����������
������
�
���;�	���.��#�������

4���8$���

4������������ ��� ���
������ ����� ���� �
���;�	��� �.��#������/� ��
���� �� 	��	�����

���������K�7����� �A�B��"���7���/�	�
�����������
�����������
���;�	������	�	�����
�� ��� �������/� ���%
���� �� ��7�
���K�7����� � A�B��K���
����/� H������� � �
���;�	�����
����������
��%�����������������7�
�
���������K�7����� �A�B��"�6��8$���������6��,�	��
��������������7�������#��������
���;�	�����	��	����/������H��

�

�

A B �
A B

A B

& � �%�
� �

' � $�%� %� $

+
= =

+ +
�

�
�

���

$


%�

�

��



�A�B�

�

� $


� �

%�

%�� +�A�B�

�

�
�

� �

$%�� %� $

%��

+ +
+�A�B�

�

K�7����� �M�4�.[,�	�����	��	�������
���;�	���.��#����������>�
������&��

�� 	��	���� �� �
���;�	�� ����� H���� � ��
���6�	�� � ������8$�� ��� ������
/�
�� ��
�
��
���� ��� ��#� �����
����� =� ��������� I���� 	����	�� ���.��� %� ��	�������� .��� �� 	��	�����
��
���6�	����������������������
����������#���=���������=��1�/������H/����
���6�	8$��
�$�� ���#�����
���������� ���
������I�����
�7�����������	����	��������������������������
�1������#���
��
���	����������������	��	������"���
���;�	������	��	�������#�
����$������
7������ ������ ��/� ���%
�
������� ��
������� ������ ����������� �1������������������J��
�>�
���� � ��7���/� � �
���;�	�� 6��� �������� ��� �������� �� 	��	����� ��
����� ����1#���� "�
�����������������/������������6��
�	��#��	����������
��8$�����#���#�����

3>�
������D�M��������6��8$���������6��,�	��
��������K�7������AB/�������������%��
����$�� )	AB� �� � �1�� %� � ����$�� )�AB�� 4�
���6�	�� �� 	��	����� ���� 
���� ��� �
���;�	��
�.��#��������

4���8$���

<��	������� .��� ������ 	��	����� -�� �
� 	��H����� ��� ����������� �� 	�	������� ���H���� �
�
������� �� �
� �%����� <������� 7����� �� �
���;�	��� �.��#������� ��� 	�� �
� �������
	��H�����/����%
��$�������#��	�	������
���;�	��	�
��������	��	����/�����/�������	��/��
�1��)������������	����"�K�7������A�B��������	�
������������������
���;�	���.��#������
������ 	��	����� ��
�������� �� ����� ��� �1���<�������� � 6��8$����� ����6��,�	�� 7�������
���	�����������-
����	��	����/���������.����	��������.�����	��	���%�	AB��

�

� �

A B A B A B
�	 �

$
- � - � & �

$� �
− =

+
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&D�

� �

�

�
A B A B�

$ � �
- � & �

� �

+
= �

"����
��8$����	��������&A�B�6����	���6��8$���������6��,�	���

�
� � � � � � � �

�
� � � � � � � � � �

A B A B �
A B

A B A B �
�

	

- � $ $ � � � $� $ � �
� �

- � $ $ � � � $� $ � $� �

+ + +
= =

+ + + +
�

�
�

�$�


�$�


����

����

�)	
 �)�


�A�B�
��

�
�

� � �

$

$� � +




� �

�

�$ � �

� �

+

�A�B��)	� �)��

�

K�7�������M�4����
���%���	������>�
������D�A�B����
���;�	���.��#������A�B��

I�6����
����/� ��
� ��
���� � ��
���6�	8$�� ��� 	��	����� ���� �
���;�	�� �.��#������ %�
�6�	������������8$������>�
�������7������������
�	������.����$��-��#��7�
��7�
����
���� �� �
���;�	�� �.��#�����/� �
� #��� .��� �$�� ��� 	����7��� 7����� ��� 	�
��������� �
�
���-�
���	�����	��	������

3>�
���� ��@� M� "� K�7��� ����� 
����� �
� 6������ ��%���	��� )���H���� 	��-�	��� � 6��8$�� ���
����6��,�	���������	����������������/�		AB����	������������1�/�	�AB��

4���8$���

Q
�#���.������.�8?����������
��������	�����
���� ����?������� ���
����/� ���$�� ���
�
���� .������ ��H� � ����$�� ��� ���
���� 	�
�
����$�� ����/� ����� ��H� � ����$����� ���
����
	�
�
����$��������"�
������/��7��
����/�.����	����������#%����������H�	�/�����#%������
��� ��H� 	��� )����� ������� .��� � 	�������� ������$�� ����� 		�−� 	��� "�� �.�8?��� ���
������� ����
	�	��������������/�������������������$����$��6�	
����$�/������	��#
�����

� � �& � �'= �

� � �& � �'= �

� � � �A B	' ' $ & &− = − �

� � �' $ &= �

"�	��������������	�������������	�����������������	��
����
��.�8$����	���������
�
$��%��7���=���
����	������������	�	�����������������������$�/������H�

� �	 �& & & &− = + �/�

�� .��� ���
���� ���
���� &�� O� &	�−� &��−� &�� ��� �.�8?����"�	�������� &�� ����� ���� ���
���� �
�
��7���/���������������������
�����.�8$�������
��/���.����������

� � � �	 �� �' & � �' &= − − �



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&@�

� � � � �A� B 	� $ � ' ' $ &+ − = �

� � �' $ &= �

3��
������7��������$��'���������������8$�������	�����.�8$�����������

� � � �A� B � 	� $ � & & � �'+ = − �

� � � � �A� B � 	� $ � ' $ & $ &+ − = �

<���C���
�/����
�����������$��'������������6��8$���������6��,�	��

�
� � � � � � � � � �

�
A B

A B �
�

	

&
� �

& � $� $ � � $ � $ � $ �
= =

+ + + +
�

�
�

$��

����

�		AB�

����

$��
�	��

�

K�7��������M�4����
���%���	������>�
������@�

3>�
��������M�4�H��������
�-�������	��
���������K�7���������)���H�����������6��8$�����
����6��,�	���������#�$������1�/�*�AB����#�$����������/�*	AB��

4���8$���

I��	��
����� �
������� .��� � �����$�� ��� 6����� ��� 	�	����� 6������ ��� ��H�  �� �/�
���7
����/�������$�����	�	����������H� ���Y���	�������������
�����.����#�$��.���
��������������,�	��$����H�*�/�	�
��H������	�����K�7���������<�������7�����	��#�����
�.�8?��� ���� ���
�����/� ����� ������ ��� ��;
������ H�� 6��
� ��6�������� "�� �.�8?��� ���
	�	�������/�������,�	��$�/�	�	����������������,�	��$���$�/������	��#
�����

� �	 �+ + � � �− = /�

� � � �� � $ +− = /�

� �� �+ + � � �− = /�

� � �� $ += ��

4�����������������.�����.�8$�������
��/���
����

� �	 �+ + � � �− = /�

� � �� �� $ + $ += + /�

� �A� B� �+ � $ � += + /�

4������������7����������7�����.�8$�������
���/�

� � � �A� B	 � �+ � $ � + � $ � += + + /�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&��

� �A� B� �+ � $ � += + /�

K���
����/����
������+�����%
�����6��8$���������6��,�	��

�
� � � � � � � � � �

�
A B

�
�

	

+
� �

+ � $� $ � � $ � � $ � � $ �
= =

+ + + +
�

�
� $��

���

*��

� �� � ��
*	� *��

$��
���

�

K�7��������M�4����
�-�������	������>�
��������

)�#����������.�����
����.�����1������
�	�	��;�	�/������;�	�����������,�	��6�����
����#��� ����� A�$�� 	���	��� 	�
� ������ ���
����B/� ���$�� � �����$�� ������ ������ ��#�� ����
	��������������J���>�
�������/���1����������,�	��$����������������������������$��
������������%�������

�������������
�������������������%�.�����6��8?����������6��,�	�������>�
�������@���
���� �$�� ��,���	��� 4����
�� ���������� .��� �������
� � 
��
� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� �$��
����
�������������
�
���3����������
���>���
���
��
��	�
����
��������;
�	��.�����
��H������ =�
��
� ������� I���� ���
���� 	�
��������/� �������/� .��� �� �����
� -�������	�� ���
�>�
�������� %� �
�%
��
� 6�����/� 	�H� 6��8$�� %� ������������	��8?����� �1��	���������

���8�����������

&�4� �������
��������
���
�������������
����

�������
�� ������
���
���� �$�� ���
������ A
�	;��	��/� ��%���	��/� -�������	��/� ��	B� .���

���6�	
����������
��
7���������������
����#���#�����������
���������
���/�����
���#��/� �%
���� 
���6�	����� �������� �
7������/� �
�%
�
���6�	
��� ��������#���#����
"���
��
������
�
�	;��	������� ���� ����6��
�����
������
���%���	�/��������
������
�
-�������	�� �� ���
� ���� ������� 0���� ��� ���
������ ����6��
������ .����� ��� ������������
������
��
�C��	����������
�C��	��1���<�����6���8$�/����
����������6��
�������$��
�����/������H/��$��������
�	������
�	����
�
�����7���3
���������#��/��������
������
�$�� ��	�����
� ��� 6����� ��	����� ��� ���,�	�� ���������
��3����� ���
������ �$�� �
�%
�
	��-�	����� 	�
�� ���
������ � .����� ���
����� A�
� #������� �� ��
�������� 	�
�
����6��
��������%���	��B��

�� ��� 3��
����������6��
������

�� �.��#������ �� ����6��
���� ��� �
� �����
� 
�	;��	�� �����	����� %� � �#�	�
AK�7�������B��4�������.����
����/�	����.[����
�������
�
����������%�	�����#�	�
�$����7��7��	��#���/����$����
��#�	��
��.���1�����������	�����	��H�7����A���.���B��$��
�����/���.�����7��6�	�.����

� 	

�
� �

�
= � A��&�B�

�
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

& �

����� ���%�� ��8$����6��8��>��	��������#�	��� �	�%��6��8����	�����#�	��"�%
�
�����/� �������� ��.������ �����	
������ ���� ������� ����� �� 6��8�� �$�� ���	��� ���$�� ��
��7����������8?����$���
�%
�#�������

� 	

�
� �

�
= � A��&�B�

��

� 	

�
� �

�
=ɺ ɺ /� A��&�B�

���.�����	�������$����������	
�����������������#�	�������������������6��8���	������
�$�����	��/������	��#
������

� 
�	



�


��



��


�	



��

��


�


�

K�7��������M�3��
������������6��
8$��
�	;��	�������	�������#�	��

3>����
� ����� ���
������ ����6��
������ ��� �
� �����
� 
�	;��	�� ���	������ ��
	���
�����������7���7��������	���
�����������������	������ AK�7�������B��"����8$��
������
���������6��
����%���,���	��
�
�������	������#����

�
� 	

	

�

�
τ = τ � A��&&B�

�����τ� ������������ ���.�����������;
������������	����� 	� ������6�	����������������	�������
������������1���4���� ����6��
���� 6����
�	��H����������7���7���/��������� �7��
�����
������������8$��

�
� 	

	

�

�
τ = τ /� A��&DB�

������	�������$������C
��������������������7���7�������������������1�/������	��#
������
��������	
������θ�����#���	�������7������ω�������>���������������1�����	���
����
�������������
��������

	 	 � �

� � 	 	

� �

� �

θ ω
= = =

θ ω
� A��&@B�

�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

&��

�

τ	



τ�



τ	



τ�

�

K�7��������M�3��
����������6��
�������
������
��
�	;��	������	���������7���7�������������

������6��
������%���	��%��������	��-�	���/����������������������������K�7������&��
3���	���������������������
���������	������������
��C	�������
������6����
7�%��	���J�
#������ �� ����6��
���� ��%���	�� %� �
� ���������� �����/� �
� #��� .��� ����6��
� 	��������
��%���	����������
����������
7�%��	/��������
�	����������%���	�����1���3
�6��8$��
����� 	�
��8$�� ��� ���������
7�%��	/� �
� ����6��
���� ��%���	�� �$�� ����� .����� �
����$�� A��� 	�������B� ��� ��
���8$�� 6��� 	�������/� 
�� ��
����� .����� #��� ��� ��
����
"���
���������������.����
��������������$������1�����%�������	�����=�����$����������

�	��

	
� 	

�

�
� �

�
= /� A��&�B�

����� �	� %� �� �C
���� ��� ������� ��� �����
������ ��� ���
����� A�����B� ����� %� �� �C
���� ���
������������	�������� A�1�B��"�	���������6���#�����.��#����������1�����	�������	�
��
	���������6���#��������������
��������

�
� 	

	

�
	 	

�
= /� A��& B�

<������/���
�����6��
������%���	��A#�������
�%
���������
�������6��
�����B/���
����������	����������������$��%�	�������/������%/����	��O��	�		���

�

�		


��	� ����

�	�


�

K�7������&�M�0���6��
������%���	���

�� ����6��
���� -�������	�� %� �
�%
� �
� ���������� �����/� H�� .��� 	��#����� �����$��
-�������	� �
� 6��8� A
�	;��	�� �����	����B� �� ���� ��#
����� �
� �����$�� -�������	/�
	��6��
����������������#�����K�7������D��"���.�8?���.���7�#���
����������6��
����
�$���

�
� 	

	

�
* *

�
= /� A��&�B�

����� �	� �� ��� �$�� �� ����� ��� ��8?��� ����#������ ���� 	��������� ��� ������ �� ��� �1�/�
�����	��#
������2�
���6��8��>��	����������$��%��7����
�
������������A���
�����.���
�
����������$����H��������1#��B/����$��������$�� �����	������������1�����	�������	�
��
�����$�
 	����	���������������������
��������

	
� 	

�

�
  

�
= /� A��D�B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D��

� *	

� 	
 � �


*��

�

K�7������D�M�0���6��
����-�������	�������$����	���������������

������
����������6��
������
��	��������%�.����$���$��C��	����)��6��/��
�#���.���
����������
����������
�������	���������������6��
����A	�
��������$���������6��
����
-�������	�� ��� �� �C	���� 6����
7�%��	�� ��� ����6��
���� ��%���	�B/� ���$�� ��#����� ������
	�
����8?��� ����
� ���� ��������� 2�����������/� ���� �>�
���/� �� ����6��
���� 
�	;��	��
�����	����� 
������� �� K�7��� ���@/� .��� ��	������ �
� ����6��
���� -�������	�� �� ���
	��	��8$��� 3
���� ����� � ������ .����� � �1�� ��� ����6��
���� ��H
� 6��8�� A���
�����	
�������������B/��$����������	�����������
�����������#�	��
����������	1�������
6��	���
����� ��H� ��
��-����� 3���� ��.��
� ��� ����6��
8$�� %� �
���7��� �
�
		���
-�������	���� 5�7�/� ��� ����6��
������ ����������� �%� .��� 	��������
� ��� �>�
����� 
���
��
����� ������ �� ��#����� ��������������� 2�
�� 6�	��� �#������� 
��� �����/� �� �C
���� ���
������������ ����� ���� 
���/� �
� #������� ��� ��#����� �������������� ��� 	�
���8$�� ����
���
����������#�������

� 
�	
 
��


�

K�7������@�M�0���6��
����
�	;��	�������	������
		��-�������	���

3>�
���� �� � M� )����
���� � 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����
�
������� �� K�7��� ����/�
	�
�����������
�6������������$�����
�����6��
���/�	�H����8$���������6��
8$��#���.�
O�������	��

4���8$���

"���	���� ���	��
����� �� ���8?��� ���� ���
������ ��� 	��	����� 	���	���� �� ���
����� ���
����6��
�����

� �	 	' ' $ &− = /�

� � 	' ' % � &− = /�

�����'����'���$��������?����������
����������������%��"����8$���������6��
8$��6����	����
�.�8?����

� 	& . &= �

� �' . '= �



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D��

�����'��%������$�����1���������6��
�����<������#��/���	��	����������	����������������
�����8?����

�A B� �& � � ' '= − �

�� �' $ &= �

3��
������7��������$��'������.�8?��/����6��
�.���

� �A B	 	' $ % � & '= + + /�

���������������7��������8?����������6��
8$�/���
����

� �A B �
	

&
' $ % � . '

.
= + + ��

I���������#�������'�������8$�����	�	�����������������������.�8$��	�
/�

� �
�^ A B _	 � �. � �' � � $ % � . & . � �'= + + + ��

"�	��������&��%������������8$��������������$����������������������1���������

�
� � �^ A B A� B_	 �. $ � �' � � $ % � . $ � � '= + + + ��

K���
����/��6��8$���������6��,�	��6�	�

�
�

� �

A B
A B A� B

�

	

' . $ � �
� �

' � � $ % � . $ � �
= =

+ + +
�

�
�

$�� ���
��	AB�

�%�

$��
���AB��.�

�

K�7��������M�2��	�������%���	������>�
������ ��

�� ��� 3��
������������������

2�
�� ����� �������
����/� �
� ���
����� ���������� 	�������� ��� �
� ����6��
���� � &�
���
�����.�������6��
��
�������������7���
�����������
���7����������������������%���
	��#���$�� ��� ������ 
�	;��	��/� ��%���	��/� ����
���	��/� -�������	��� �� �%�
�	��� �
� �����
��%���	�/� 	�
���������������
�����8$���3
�#���������������	������������������
������
	�
� ���� 6��������/� �� ���
�� ���������� 	���� ������ ������
����� ��������� 	�
�� 6��
�
7�����������7����
����
�������������4����
�����.������6���8$����������������������
�
���
����� .��� 	��#����� �
� 6��
� ��� ����7�� �
� ����/� �/� ������ 	��/� �
� ���������� �����
����� ���� �
� ������� 	�
�� �
� 	������� A�
� 
����� ��%���	�/� ���� �>�
���/� .��� 	��#�����
������	������
�
�#�
��������	����B��)�
��
�6��
�.����	�����	�
��������6��
�����/�
%��
�%
��������	�
�
�.������������������	��#���
������7����
�6��
������
�������
����� ��� ���,��� �� �1��� �� 
����� ��%���	�/� ���� �>�
���/� 	��#����� � 	�������� ��%���	� �
�
	
���
7�%��	�/��������%�	��#��������
����.��������>���"�0��������6����	������>�
�����

����
�������������������������
�6��8$���������������������������������1��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D��

Y�	����.�����������>�
������%
��.����������������������������
�������	���������
Q
� 	������ ��������%���	�� 	��#����� ����7�� 
�	;��	� �����	����� A	-�.��� 
�	;��	�B�
�����
����� �
� ������	����� A	���������� ��� 6�7$�� �� ��.������B�� 2�
�� �� ���	����� %�
��#���1#��/� �������� 6���� �
� ��	������
�	;��	�� ������ �
� 	������ ��������%���	�/� 	�
�� ���
	������� ��� R	��	GS��������
�	��	�����������9��	�����7������3>	�����	��
�-���/�.���%��
�
���������#�� 	�
������ ���� ���� ��7���7���� ����� �
� ����� %� ���� A��;
����� ��6�����B/� ���
��
��� ������������ ������
��.�	���
����� 	�
���>�/� �
�7���� �$���������3>����
������

���#������������
�������	�
���>���������	�����������-#����
�6��
������
�������
�������7����� ����
������ 6��8�������;
�	����6��������������������3
������H�����1#���
������ �
� �������8$�� ��� �.�8?��� ���
����������� �����������/� �����#����� .��� �������
	�������	16�	����	��
�-�����

0��������M�<���	�����������������������6��
������

41���
3������

:�	;��	��
�����	�����

:�	;��	��
���	�����

3�%���	�� L�������	��

:�	;��	��
�����	�����

�#�	� 	��
�-���� ��������
$���
�C	����

����$��	��������

:�	;��	��
���	�����

	��
�-���� ��7���7�
� 7��������%���	�� ��
��-�������	�

3�%���	�� 
����������� 
�������%���	�� ����6��
����
��%���	��

	��H�����
�����
��
��

L�������	�� ����$��	�������� ������� 	��H������������
7������

����$��	��������
������

�
"����8$���������1������
������
�	��
�-����A��#���1#��B/�
��������K�7������ /��

%���������

�
� )�

�
= τ /� A��D�B�

����� ��� %� � 6��8� �>��	��� ���� ��� �� 	��
�-���/� τ)� %� �� ���.��� �>��	���� �� ��� ����
��7���7�
� �� �� %� �� ���� 
%���� �� ��7���7�
�� �� �����	
����� ��� �� � #���	����� ��� ��
	��
�-���� ���	���
����	�
��������	
�����α)����#���	������7����ω)�����7���7�
�
����
��������

�) )

� �� � �

α ω
= = � A��D�B�

� 
τ)



��


�

K�7������ �M�3��
��������������������������
�
�	;��	�������	����������	�������
�������������7���7�
�	��
�-�����

�
3>�
���� ���� M� )����
���� � 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����
� 	�
������ ���� �
�
	��
�-���/� 	�H�� ���� �� ��7���7�
� %� �/� 	�
�� 
������� �� K�7��� ����/� 	�
� ������ ���

�	�����������
���������������/����
�������#���	���������1���AB��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D��

4���8$���

"���.�8?����������
������
�	;��	������	��������#
��

� �A B	 � � & �Τ + = 6 �

� � �A B
/

�
�

= 6 −6 /�

��.�����.��������6��
8$���
���������	��
�-�����
�?��

� �� � �= �

��( �= 6 ��

������
������
�	;��	��������	������������
�����7��������.�8?���

� � � �� � � � �(+ + = �

� �

�
� (

�
= − /�

� �� �(= − ��

J���.�8?���	�
/����%������6��
��������.�������
����������
������	�����//�6��
%� � ����6��
�� �� #���	����� �7���� �� H��8$�� ������ � ��%�	�� &� �� �
��� ���	����/�6��
��6�������=�#���	������7������H��8$���������
��������7���7�
/������%������6��
��
��6��8����	��������7���7�
���	��
�-�����"��.��������
������.�8?���6����	�
�

� �
�A B	 �� / & / �( � / & � �Τ = + − /�

��.�����.�������,����7�������������
�

� �

�
� � � � (

�

 = + + 
 

�

4����������������C���
�������������7�������������
����6��8$���������6��,�	��6�	��

� � � �
A B

A B A B
�

	

( � / �
� �

& / � � / & � � � � � �
= =

Τ − + + +
�

�
�


τ	AB�


&
 
/


�




��

��AB



�



�
 �

K�7��������M�4����
�
�	;��	��	�
�����������
�	��
�-���/���6����������>�
���������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D&�

�
&�.� �@���=��
��

�B� ������� 6��8$����� ����6��,�	�����	��	�������%���	��
���������K�7����������
����
�� �
���;�	�� �.��#�������"� ������ %� � ����$���AB� �� � �1�� %� � 	�������� 	AB� .���
��������6������������$���

�
�6�

��


������AB� �6�

�	AB�

�

K�7������M�4����
���%���	������>��	1	������

N��������

�

�

@ & �
A B

@ � �

� �
� �

� �

+ +
=

+ +
�

�B� ������ � 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����
� -�������	�� 
������� �� K�7��� ���/�
	�
�����������
�	�	��;�	��6��������
��%����	�
��
������;�	��6�����&����
�
������,�	��$��"�������%��#�$��*)AB�����1��%��#�$��*�AB��

� $�

&�

��

*�AB�
� �� � ��

*)AB� �

K�7�������M�4����
�-�������	������>��	1	������

N��������

�

�
A B

�
�

)

+
� �

+ &�� $��
= =

+ +
�

�B� 2��������� �� �����
� 
�	;��	�� 
������� �� K�7��� ��	�� 2�	���� � 6��8$�� ���
����6��,�	�� ��� �����
/� �������� 	�
�� ������ � 6��8� �AB� ���	�� =� 
������ ��
	�
���1���#���	������AB������
��������������������
������������%���������
��/���������
��������
���%���/�����������
���
������
���%�����J$��-���������������

����������������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

DD�

�

���

�AB� 
�AB


���


���
���


������

���

���

�

K�7�����	�M�4����
�
�	;��	������>��	1	������

�
N��������

� �
� � �
�

A B� � � �
�

� � � � �

−
=

− −
/�

	�
� � � �
� � � � � � � � � � �A B �� � � � � � � � � �� �= − − − − /� � � � � � � � � � � � �� A B� � � � � � � � � � � � �= + + + /�

�� � �
� � � � � � ��� � � � � � � �= + + ��

&B� ������ � ����6��
�� ��� 5��	�� ��� �����
� 
�	;��	�� 
���
���
����	�����

���������K�7������/�	�H�������%�� 6��8��AB�����1��%��������	
�����������
�AB��

�

�




�AB�


�AB


�

�


�

K�7�������M�4����
�
�	;��	��
���
���
����	������

N��������
�

�

A B �
A B

A B

" �
� �

' � �� �� �
= =

+ +
�

DB� ������ � ����6��
�� ��� 5��	�� ��� �����
� 
�	;��	�� 
���
���
����	�����

���������K�7������/����.���)AB�%�����������AB�%���1����������
��J������.���
������������.�������1������
����������	
�����/�#���	���������6��8���<����
���������6��
������5��	��������7�������	�����

B� "�������)AB�%��������	
������AB����#�	�����
���
����	����/�����1���AB�
%��7����������	
������AB���
������

�B� "�������)AB�%��#���	������AB����>���
�����
���
����	����/�����1���AB�
%��������	
����
�AB���
������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D@�

	B� "�������)AB�%��������	
������AB����>���
�����
���
����	����/�����1��
�AB�%��#���	�����0AB���
������

�B� "�������)AB�%��#���	������AB����>���
�����
���
����	����/�����1���AB�
%��#���	�����0AB���
������

<��.�����>���
�����
���
����	����/������H/�)AB/��$�������������1����6��
�
��������	
�����������#���	����/�	�
��AB��������������������Z�

�
�

�




�AB�


)AB

�



�
 �

K�7�������M�4����
�
�	;��	������>�
����D��

N����������

B�
�

A B

A B

$ � �� �

- � �� �� �

+
=

+ +
/�� � �B�

�

A B

A B A B

$ � �� �

- � � �� �� �

+
=

+ +
�

	B�
�

A B A B

A B

$ � � �� �

- � �� �� �

+
=

+ +
/�� � �B�

�

A B

A B

$ � �� �

- � �� �� �

+
=

+ +
�

@B� �������6��8$���������6��,�	�����	��	�������%���	��
���������K�7�����6�����
������
�
���;�	���.��#�������"�������%������$���AB�����1��%��	��������	AB�.�������
����6������������$���

�
%��

���

��AB��	AB�

%��

$�� $��

�

K�7�����6�M�4����
���%���	������>��	1	���@��

N���������

[ ]� �
� � � � � � � � � � � �

�
� � �

A B A BA B

A B A B �

% % � � $ $ % $ % � � % % $ $ � � $' �

& � % � � $ $ � �

+ + + + + + +
=

+ + +
�

�B� 2�	�����6��8$���������6��,�	�����	��	�������%���	��
���������K�7�����7�����
����
��������8$����������
�����.�8?��� ���������"�������%�� ����$���AB�����1��%��
����$���AB��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D��

�
%�

���

��AB� �AB�
$��

$��

�

K�7�����7�M�4����
���%���	������>��	1	������

N���������

�
�

� � � � �

A B

A B A B

$( �

' � %�$ � $ $ � % � $ $
=

+ + + +
�





ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

D��

(�  ����!��$�#�����)������#��!"�*+���#��

 ����!��,�	���

J����������� �����
�� ��������%�	�
�
�.����� 6��8?������ ����6��,�	�� ���-
�����
�
���#�/�����������
�����8$���1��������	�
���
��>�����$��
��
���	����
�
�����
	�
���>��"���������������6��
�����5��	�/�	������/��������
�6��
����.�������
�
���� ���	��� ����� � �����
�� �����#
����� ��
������ 3
���� ��H� ����1#��� ������ �
����6��
�� ��#���� ��� .��.���� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� � ������ �� ��6���8$�� ��
����6��
�/� %�
�����
��� 6�	��� ��
���6�	���� ��
���� .��� ����1#��/� ��� .��� �� 6��
���� ��
������������ ������� ����
� ���� �
���7���� "� ��
���6�	8$�� %� 6���� ��������� �
��	�
����8$����6��8$���������6��,�	���
�6�8?�����	���/�.������$��#�����������	�1������

(���  �����
�������7���������9�����9����������������������

"�%� ����� �����/� 
���������� .��� � ����6��
�� ��� 5��	�� %� �
� ���
� 6���
���� ���
���������������
�����;
�	����J�����	�1����������
�������	�
����#��������������6��
8$��
��� �������� �� ��
1���� ��� ��
���� 2�
�� 6��� 
������/� �
� �����
� ������ � 	��6�	�������
	����������������6��8$���������6��,�	���	����8?������	����������������

�
� � �

�
� � �

A B
A B

A B

� �

� �

� �

� �

� � � � � � �" �
� �

# � � � � � � � �

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
⋯

⋯
�� A&��B�

4���6��8$���A�B������������������6��
�

� �A B A B A B A B�� � � � � � � �= + + +⋯ /�� A&��B�

���$�����������������������������������6��
�����5��	�/������6��
�����#����
��������������

� � �
� �A B A A BB A A BB A A BB��  � � � � � �− − −= + + +� � �⋯ � A&��B�

����

� �A B A B A B A B��  �  �  � = + + +⋯ � A&�&B�

4����
������/�����8$����7�����/�	�
����	�
�����6��8$���������6��,�	���
���	����
����#�������

(�%� #��
�9
��5:
�������56���9��������9������K����

<�� .��� �A�B� ����� ���� ��	�
����� ��
� ��
� ��� V� ��� VWV
 ��/� ����� ��	��������
��	�
�9����
�6�8?�����	�����<������#��/����	�
����8$���
�6�8?�����	������.����.���
���	��-�8
����	���
������� �1������������9
����������
�����/������H/����1�������
#A�B��2��������������$��.����� �1���������������9
�����H
� �/� �/�W
 ���3���� �1�����$��
����
��������9L�
�������5:
�����������E������"���7
����/����1������
"A�B/���/���/�
W
��/��$��	��-�	����	�
��>��
�������5:
�����������E������J������.��������.��������
�����/� �
�%
� ��� ������ �$�� �
� 7���� �C
����� 	�
���>���� "� ��	�
����8$�� �
� 6�8?���
��	������.�����
�%
�.��������/������H/���7�����������9
��������
��������#�����
�����
���.�����7�����������9
����������
�������<��������
����������	����������	�
����8$���
�
6�8?�����	������������������������	����
�.�����≥����

3>���
������6��8$���������6��,�	���
����
���������������������������
����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@��

� �

� �

A B A B A B
A B

A B A B A B
�

�

� � � � � �
� �

�  �  �  

− − −
=

− − −
⋯

⋯
�� A&�DB�

2�
����� ���
��� ��−� 	� �$�� ���
C���������������
�����/� �������� ��	��#��� � 6��8$�����
����6��,�	����6��
�����
���
����6�8?�����	�����

� �

� �

A B
A B A B A B

�

�

�� �
� �

�  �  �  
= + + +

− − −
⋯ /� A&�@B�

��������	��6�	��������	��$��	����������J�#�����/���������;
�������$���
�%
������9
����
�
� �/� 	�
� 7��� ��6������ �� 7��� ��� ����
������ ��� 	�� 6�8$��� 2�
�� �� 7��� ���
����
������ ��� 6�8?��� %� ��������/� ���$�� �� 7��� ��� ��
������ %� ����/� ��� ��H/� �
�
	��������� 3���� 	��������� ���$�� �����
����� �
� � �
� 
�������	������� � 6��8$�� ���
����6��,�	������	���
���������
�����������6�8?����<��������� ����������	�������#��

� �
� �

A B A B A B
A B A B

A B A B A B
� � �

� � �

�

�  �  �  
�  � � � � � �

�  �  �  

− − −
− = + + + + +

− − −
⋯ ⋯ �� A&��B�

4��7���6���6�������O� �����>�����$��	�
/� ������������
��������7�����
�
�������$��
������/��>	����.������.���������	����������/������H��

[ ]A B A B
�

� � �  
� �  � �

=
= − /������O��/��/�W/����� A&� B�

<��������������	��6�	��������$��%���	�������/���#�����/�	�	���������������6��8$�����
����6��,�	�/�������������	���	������6��
��

� �

A B
A B

A B A B A B�

" �
� �

�  �  �  
=

− − −⋯
�� A&��B�

)����6��
����	��	��6�	��������#�����	�	�������������8$��

� � �

A B

A B A B A B A B
�

�

� � � �  

" �
�

�  �  �  �  − + =

 
=  − − − − ⋯ ⋯

/� A&���B�

�����
����
�����

� � �

A B

A B A B A B A B
�

�

� � � � � � �

"  
�

        − +

=
− − − −⋯ ⋯

�� A&���B�

+������ 
%������ ����
� ���� ������ ��� ��� ��	������ ��� ������ �� ������ �� 6��8$�� ���
����6��,�	��� <������/� ���� �>�
���/� ��8�� �� 7��6�	�� �� 6��8$�� �� #���6�	�� ��� ��	��� ����� �
	��#�	��������>�������	������3����
%�����6����	���
�6��
��6�	��������������	��������
�1���� ����/� ���%
� �$�� %� 
����� ��������� ��� �1���� 	�
���>��� :%������ ������� �
�
����8?��� ��1��	�� A	�
�� � 6��
��� �����1�� � \-�G�� ��� �.�8?��� .������	�B�
	����7��
������#������1�����%������9
�������.��������
/����%
�	�
��
�����	���	�����
�� 	�
���>����� 	�
����
�����������
��:%��������
%��	�����
��7����
���������	/�
	�
�� �� ��� J�F����N�-���/� �� 6����	�
� �� �1���� ������� ��� �
� ��
���� ��� ���	��$���"�%
�
�����/����>
������	������ �1��������������9
����������������#���	��������
�	������
#������ ��� �7�
������ 4�� �� �����9
��� ��������� 7��� 1
��/� ���$�� �
� ��� �1���� �����
	���
����� ���/� ��.����� .��� �� ������ �����$�� ��� �$�� ���� 	�
���>�� 	��H�7���� <��
��	����������������������6�����
����	/��������������8$�����#��������6��8$���<��������
.����
��������#������������������9
��/�������$��.����6��8$��
�����������/���.�������	�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@��

-#����
�������������������C���
����7�
���������������Q
�#���.����
��������-������
��	�����/����	�������=�����8$��������
���������9
��/�.���	���������
���	�������
���#��
�����9
��� 	�H� ����
� ��H� �
� �������
����� ��� .��� �� �����9
��� ���7����� 4�H� ���$�� ��
�����9
���#A�B����������

�
� � �A B � �

� �# � � � � � � � �−
−= + + + +⋯ � A&���B�

�� ��H� �
�%
�  � �
� ���� ��	������ ��� ����� �����9
���� J����� 	��/� ��#�� -#��� �
�
�����9
������7�����−���.�������6����7�������

� �
� � � �A B A B A B� �

� �# � �  � � � � � � �− −
− −= − + + + +⋯ � A&���B�

3>�������������C���
�����7�����������������9
���/���
�����

� �
� � � � � � � � �A B A B� � � �

� � � � �� � �  � � �  � �  � � � � � � � �− −
− − − −+ − + + − − = + + + +⋯ ⋯ � A&��&B�

<��.����������������9
������H
��7���/������	��6�	���������#�
������������7���/���.���
��#�������������

�

� � �

� � �

� � �

� � �

� �

� � �

� � �

� �

� �  �

� �  �

� �  �

� �  

−

− − −

− − −

=

= +

= +

= +

= −

⋯
� A&��DB�

.��� 6����	�� �
�	��H����� ��� �.�8?��� .��� ���
���� ��	������ ������ ��� 	��6�	������� ��� ��#��
�����9
����3���������
����������6	��
����������#���/����	�������������
��������
�������−��
�� �������������������� 	��	������� ��7������ A��−�B� �� ���
������������J������.����C���
�
�.�8$��%����������/��
�#���.������H��-#���������	����������7���������������<�������
���$��������������#���6�	������$���	���������������	��	������

"������	����������#�������9
��/���#��������$���������������	�����������	�����
�������
�
���#�����8$��������
/��%�.���������-��
������9
���.������	�/�	�H���1��������
�
������	�������	�
��6��
������\-�G���

3>�
����&���M�)�	�
�����6��8$���������6��,�	���

� �

& �
A B

� �

�
� �

� � �

−
=

− − +
�

�
�6�8?�����	����

4���8$���

)�#����� ���	��
������������� �1�����������
������A��������6��8$����� ����6��,�	�B��
2�
���������9
����������
������%�	C��	�/����������������������8$������.�8?���	C��	��
��������� ����� �1�����<��%
/�%�
��� �������#���>
������.�8$����	�������.�����O���%�
�
�����1�����2����$��6����/�����������������#���#����������������C
������������A�/��/�
WB/��%�.����
�������������������9
����������
�����/�������$���%�.����
���������������
���������A�B� A���������#�������7��#�����#�	��#���B��J�����	��/��>������
��1�����������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@��

����� C���
��� #������ �������/� �� ��#����� ���$�� ������ ��#��� #������ ������� ������ �����#����
"7��� .��� �
� ��� �1���� %� 	��-�	��/� ���$�� ��#�� �>������ �
� �����9
��� ��� ��7����� 7���
	�H���	��6�	��������$���������	��-�	�����.��/����
�������	��������1����	������A��−��B/�
���7����������9
���������	�����7��/������%��

� � �A �BA B � �� � � � � � � � �− + + = − − + /�

����

� � � �A B A B � �� � � � � � � � � � � �+ − + − − = − − + /�

"� �7������ ������ ��� 	��6�	������� ��� 
��
� ���,�	�� ���
���� ������ 	�� �
� �����
	��6�	���������������9
��������7�����7����

�

�

�

�

�

� �

� �

�

=

− = −

− = −

− =

�

J������.����>����
�&��.�8?������� ��	�7����/���.�����7��6�	�.����
�����.�8?���%�
���	���#����"�����8$�������������
���#����O��/���O�−������O�−�/���.��������������6��8$��
�������6��,�	���

�

& �
A B

A �BA �B

�
� �

� � �

−
=

− − −
��

"���1������������9
���.������	������
�7��������������6	��
����/������������

�

�

& � �  
�

� �

� � ��
�

�

− + − + +
= = = �

��

�

�

& � �
�

� �

� � ��
�

�

− − − −
= = = − ��

2�
��	����.[,�	�/��6��8$���������6��,�	�������������	����	�
���

& �
A B

A �BA �BA �B

�
� �

� � �

−
=

− + −
��

"�����8$�������6��8$���
�6�8?�����	�����������������

�� �A B
� � �

�� �
� �

� � �
= + +

− + −
��

��� 	��6�	������� ��/� ��� �� ��� ����
� 7��� ���� �������� ���� 6��
��8$�� ���������
�������
������

[ ]A B A B
�

� � �  
� �  � �

=
= − /�

�������� ���$�������������	��������� ��O��/� ��O�−���� ��O����2�
�����/���
����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@��

[ ]� �
�

& �  �
A �B A B �

A �BA �B ��

�

�
� � � �

� �=
=

 − −
= − = = = + − 

/�

[ ]� �
�

& � & �
A �B A B �

A �BA �B @�

�

�
� � � �

� �=−
=−

 − − −
= + = = = − − − 

/�

[ ]� �
�

& � & �
A �B A B �

A �BA �B ��

�

�
� � � �

� �=
=

 − −
= − = = − = − + − 

/�

��.��������������6��8$���������6��,�	���

� � �
A B

� � �
� �

� � �
= − −

− + −
��

�
(�&� #��
�9
��5:
�������56���9��������D���
���≥≥≥≥�����

U����� �� 7��� ��� �����9
��� ��� ��
������ %�
���� ��� �7��� �� 7��� ��� �����9
��� ���
����
�����/���#��������	��
�������	�������
������9
���.���������������#��$�����"A�B�����
#A�B��Q
�#���.���������������������#��$���$��%��>��/����7���
������9
������������	�H��
7���%�
��������.������3
���������#��/���#�������	������+A�B���$A�B�����.���

A B A B A B A B" � + � # � $ �= + � A&��@B�

�������7������+A�B���#���������6����8����������7����������"A�B���#A�B/������−��/�����7������
$A�B�%����
�>�
���7�����
−����4�H����$��+A�B��
$A�B�����������

�
� � �A B � � � �

� � � �+ � * � * � * � *− − −
− − −= + + + +⋯ � A&���B�

��

� �
� � � �A B � �

� �$ � � � � � � � �− −
− −= + + + +⋯ � A&�� B�

"��
�������	�����+A�B�����#A�B�����
�����	�
�$A�B/����%
�����
������9
������7����/�
	�H���	��6�	���������#�
������7����������"A�B��I�������
����	�	�������	��6�	���������������
+A�B�.��������$A�B��
���
/��7������������	��6�	����������
��
����,�	���
����"���#�
6��8$���������6��,�	��6�	����$����������

A B A B
A B A B

A B A B

" � $ �
� � + �

# � # �
= = + � A&���B�

3>�
����&���M�N��������6��8$���������6��,�	���A�B�������7�����
�6�8?�����	����

� �A B D � �
A B

A B A �BA �B

" � � � �
� �

# � � �

+ + +
= =

+ +
��

4���8$���

<�� ���������A�B��
�6�8?�����	���/���#�������������������9
����+A�B���$A�B/��
�#���
.�����O���!���O������7������+A�B�����������−���O��/������$A�B��������−���O����5�7�/�������
�����9
�����$��6��
��������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@&�

� �A B+ � * � *= + /�

��

� �A B$ � � � �= + ��

)������������.���

� � � �A B A B A B" � * � * # � � � �= + + + /�

���

� � � �
� � � � � � � �D � � A� B A� � B �� � � * � * * � * * � � * �+ + + = + + + + + + + ��

2�
������������	��6�	����������
��
��7����
��/���
�������.�8?����

�

� �

� � �

� �

�

� D

� � �

� �

*

* *

* * �

* �

=

+ =

+ + =

+ =

� �

.������
���
�������*��O��/�*��O��/
���O��/
���O����K���
����/��6��8$���������6��,�	��6�	�

�
A B �

A �BA �B

�
� � �

� �

+
= + +

+ +
/�

����	�
�������6�8$�����������
�6�8?�����	���/���
����

� ��
A B

A �BA �B � �

� ��
� �

� � � �

+
= = +

+ + + +
/��

	�H���	��6�	���������������#��
��

[ ]� �
��

� � � �
A �B A B A �B �

A �BA �B � � ��
��

� �
� � � � �

� � �=−
=−=−

 + + − + = + = + = = =   + + + − +  
/��

[ ]� �
�

� � �
A �B A B �

� � ��
�

�
� � � �

�=−
=−

+ − + = + == = = − + − + 
/��

��������������A�B�����8$��

� �
A B �

� �
� � �

� �
= + + −

+ +
��

J������.���%�
�������61	�����	�������
�����6��
����#����.������A�B�%��>��������
6��
�����
�C��	�6�8$���<��%
/�.�������	�
������
�6�8?�����	���/�� ����6��
��
��#���� ��� 	�� �
� ��� 6�8?��� %� ��
�
��� ��
����/� �� %� 6�	��� ��	�������� �� ����� ���
����6��
��� ��� 5��	��� "���	���� ����� ����6��
��� ��#����/� �� �������� 	����8?���
���	��������/���
�����

�A B
A B � A B �� � � 

�  
�

− −δ
= + δ + − ��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@D�

�
(�(� #��
�9
��5:
�������56���D���
��M�N�9
�����9L�
���?���9�
����

"���	�
����8$���
�6�8?�����	����#�����%�7���%�#����������.��������1�������
����
������ �$�� ��
������ 4�� ����� �1���� 6���
� ������ ��� ������/� ��� ��� ���� �����1��
�

�������	�����
���� ��� .��� �/� ���$�� � 6��
��8$�� �������� H�� �$�� ��� ���	/� �
�#��� .���
7�����6�8?�����,���	���������1�����<������/�����
���������� ����������
�������	������/�
�����%/����

� �A B A B A B A B A B�

� �# � �  �  �  �  = − − − −⋯ ⋯ /� A&���B�

���$����
%���������>���$���
�6�8?�����	������#������
���6�	�������7������6��
��

� �� �
�

� �

A B
A B A B

� � �� �

�

� � � �

� � � �� �
� �

�  �  �  �  �  �  
= + + + + + + + +

− − − − − −
… … … /� A&���B�

�����H/����7�
�6�8?���.����������
�������,�	��������−� ��������%�����,�	�������	��	����
���6�8?���	�H���������������
�
�������	������/������%/��	/�	�
�	�O��/����/��/�	�≠��/�%�6��������
6��
�	��#��	����/� 	�
���������	������ ��8$�����������N������������������	�
���$��
	�	���������	��6�	����������/���O��/��������:�������	�����A�B�����A��−� �B

����
����

� �
� � �

�

A �B

A B
A B A B A B A B

A B
A B

�
� � ��

� � � � �

�

�
� � � �� �

�

�  
�  � � � �  � �  �

�  

�  
�  � � �

�  

− −

−

−
− = + + − + − + +

−

−
+ − + +

−

… …

…

/� A&���B�

"#��������������>�����$�������������O� ���������.���

A B A B
�

�

�� �
�  

� �  � �
=

 = −  /�� A&���B�

�������

� � �

A B

A B A B A B A B
�

��

� � � � � � �

"  
�

        − +

=
− − − −⋯ ⋯

�� A&��&B�

<�� ��� ������ ��� ������� ���
��/� ����#���� �� �������� A��−� �B
���A�B� 	�
� ���8$�� � �/� .���

��������

�
�

� ��
� �

�

A �B A �B �

A B A B
A B A B A �BA B

A B

A B A B
�A B

A B

� �
� �� �

� � �

� �

� �
� � � � � �

� �

� �  �  �
�  � � � � �  �

�� �  �  

� �  �  
�  � � �

�  �  

−
−

−

− −

 − −
 − = − + + − − + +   − − 

 − −
+ − + + + − − − 

… …

…

/� A&��DB�

����#
�����6�����������O� ����	��6�	��������A�−�B��������

A �B A B A B
�

�

� � � �  

�
� �  � �

��
− =

 = −  �� A&��@B�

<����������	��6�	��������7�����/�����#����������7����#���A��−� �B
���A�B�����7��������


��
���	��	1������
����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@@�

�

A �B �

�
A B A B

� �

�

� � � �  

�
� �  � �

��
− =

 = −  /� A&���B�

�%�.���

�

� �

�
A B A B

A �BX �

�
�

� �� �  

�
� �  � �

� ��

−

− =
 = − −

�� A&�� B�

3>�
����&���M�N��������
�6�8?�����	�����6��8$���A�B��

� �

&
A B

A �B A �B
� �

� �
=

+ +
�

4���8$���

3���6��8$����������
���������O�−�����
�������	������/��
������	�
���>�/����O�A/�������
	��H�7��/����O�−A��<�����������H���������#��#����A�B��
�6�8?�����	������6��
�

��� �� �
�

A B
A �B �

�� � �
� �

� � � �
= + + +

+ + − +A A
��

��	��6�	�������������������������

�
�� �

A �B A B
�

� � � �
=−

 = +  /�

�����H�

�� �

�

&
�

A �B
�

�
�

=−

 
= = + 

��

<������#��/���	��6�	����������%������������
�������

�
�� �

A �B A B
�

�
� � � �

�� =−
 = +  /�

���

�� � � �

� �

&  
�

A �B A �B
� �

� �
�

�� � �
=− =−

   
= = − =   + +   

��

�����
���	��6�	�������#��
��

[ ]� �

&
A B A B �

A �B A B�

�

� � � �
� �=

=

 
= − = = − + + 

A
A

A
A

/�

[ ]� �

&
A B A B �

A �B A B�

�

� � � �
� �=−

=−

 
= + = = − + − 

A
A

A
A

/�

����������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@��

�

� � � �
A B

A �B �
� �

� � � �
= + − −

+ + + −A A
��

�
3>�
����&�&�M�N��������6��8$���������6��,�	�������>���
�6�8?�����	�����

D & � �

�
A B

& D �

�
� �

� � � �

+
=

+ + +
��

4���8$���

Q
�#���.���������
������%�
C������������/����$���6��8$��	�
����������	���	����
6��
�

� � �

�
A B

A & D �B

�
� �

� � � �

+
=

+ + +
/�

.������
����	��	�����.�������6��8$���������������������7�����������"���1������������9
���
�������� ��� ���	����� 7��� �$�� 	������� ���	��-�	����� <���
���� �
���7�� �� 6��
���� ���
����8$������.�8$��������	�����7��/�
��%�
���	��#�����������������	�����������
������
�
����1�����)��6��/�%�6�	���#���6�	��.���−��%��
�����1������������9
����������
�������
I������7��6�	�.����������9
���	C��	��%�
C������������V��/��������������������������V��������
�
�����9
��� ��� ��7����� 7��� A	�
� 	��6�	������� ���� ���	��-�	����B/� ��#�� ���7���� ��
�����9
���	C��	�/������H��

� � �A �BA B & D �� �� �� � � � �+ + + = + + + ��

3>���������������9
���=���.����/���������

� � � �A B A B & D ��� � � � � � � � � � �+ + + + + = + + + ��

2�
�� ��� �����9
���� �$�� �7���� ��� �� ����� ��� ������ ��� ����� 	��6�	������� 6���
� �7���/�
����������$����	��H���������.�8?����

�

&

D

�

�

� �

� �

�

=

+ =

+ =

=

�

��������	��	�������.�����O��/���O�������O����5�7�/��6��8$���������6��,�	��6�	�

� �

�
A B

A �BA � �B

�
� �

� � � �

+
=

+ + +
/�

��	�
� �������������7��������
������ �1���� �����������������9
��������7�����7��/�.���
�$�� �7���� �−����−���N���	��#������ 6��8$����� ����6��,�	�/� �� ��
������.���� ����−��%�
����/���
����

� �

�
A B

A �B A �B

�
� �

� � �

+
=

+ +
��

2�
�����������8$���
�6�8?�����	���������6������6��
��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@ �

��� �� �� ��
� �

A B
A �B � �

�� � � �
� �

� � � � �
= + + + +

+ + +
��

��	��6�	����������%�����������

�
�� ��

�

� �
A B

A �B A �B ��
�

�
� � � �

� �=
=

 + = = =   + + 
/�

������#���

�
�� ��

�

�

� � �

�

�
A B

A �B A �B

� A �B^�A �BA �B A �B _ ��

A �B A �B ^A �B A �B_ &

�
�

�

� � �
� � � �

�� �� � �

� � � �

� � � �

=
=

=

 + = = =   + + 

 + + + + +
= − = − + + + + 

�

)��
��������7�/��

�
�� ��

�

�
A �B A B �

A �B�
�

�
� � � �

� �=−
=−

 + = + = =   + 
/�

�
�

�� � � ��
�

� A �B^� A �B _
A �B A B �

A �B ^ A �B_�
�

� � � � �
� � � �

�� � � � �=−
=−

 + + +
 = + = − =   + + 

/�

����C���
��	��6�	������6�	�

�
� � ��

�

� �
A �B A B

A �B &�
�

�
� � � �

� �=−
=−

 + = + = =   + 
��

"���	�
����8$������A�B��
�6�8?�����	����6�	����$���

� �

� �� � � �
A B

� & A �B � &A �B
� �

� � � � �
= − + + +

+ + +
��

�
(�-� �����������C�����������5:
�����������E�����

3
���� � ��	�
����8$�� �
� 6�8?��� ��	���� ��
���� ��#�� � �
� 6��
� ��
���6�	�� ��
6��8$���������6��,�	�/�������6��
��#���������������6��
����#���/���
���
���������
���	�����%���
�����
���������������3
��7�
������8?����
���
��������H���������
�����
6��8$�� ��� ����6��,�	�� ����� 	���	���� ��
� 6��
� ��� 6�	��� ��#���$��� 5�7�/� ����� ���
��	�
����%�	��#���������>
�����6��8$���
����	��������1#��������8?���#������	���	��
���
�6��
��H�����#�
���������������6��8?�����#������2������������>�
������>��

3>�
���� &�D� M� ������ � ����6��
�� ��#���� ��� 5��	�/� ��� 	����8?��� ���	���� ����/� ��
6��8$���������6��,�	��
���������7�����)����
������������������������

�

�
A B

A �B �

�
� �

�

+
=

+ +
�

4���8$���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

@��

<��	�������.�������6��8$��%���
��-����A
���$���7��B�=������6��
�����������������
�
� �>�����	��� ����� ����� ��� ����� 	������� A#��� ����6��
��� ��� �� ��� �� 0���� ���B/�
��7�������.�����#�����H�����1#���	���	������
�	�
���8$�������������)��6��/���������
����6��
���6��8$���������6��,�	����
�������������������
���������
�����6��
�

� � �

� � � �
A B

A �B � A �B � A �B �

� �
� �

� � �

+ − +
= = −

+ + + + + +
��

"�����6��
����#����7���%��
����/�����������

� �A B � 	�� � ��� �   − −= − ��

3��� 6��8$�� �������� 	�
�� ����� �� #���� �� O�−�/� �/� �
� #��� .��� �� ����
������ %� �
�
�����9
��������7�����7���A���V�&��V�DB/���
������������� � � = − + A ��� � � = − − A ��

�
�

�
�
� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

(�2� �@���=��
��

�B� 3>�������
�6�8?�����	����������6��
������������

B�
�

�
A B

& �

�
� �

� �

+
=

+ +
�

�B�
�

�
A B

& D

�
� �

� �

+
=

+ +
�

U�����$����������������������������6��8?��Z�

N��������

B�
� �

A B
� @ � �

� �
� �

= +
+ +

�������������$��−����−�`��������%�−���

�B�
� �

A B
�A � B �A � B

� �
� �

= +
+ − + +A A

������������$��−�VA/���−�−A`��������%�−��

�B� 3>�������
�6�8?�����	�����6��8$���

�

�

� �
A B

A �B A �B

� �
� �

� � �

− +
=

− +
�

N��������

�

� � � D
A B

�A �B & A �B & A �B
� �

� � � �
= + + −

− − +
�

�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

-� #��/��$��#��0��	���

-��� 	
�����
���������������
�
��

K��8?����������6��,�	����������
�����;
�	�������
�����������������7�6�	
���������

���� ��� �������� �� ��
�
��� 3����� ��7�
�� ���
���
� 	�
���� 6��8?��� ��� ����6��,�	��
	�
���>������������7���
�����������������7�
��
�����
����/����
��
��������	���
	�����������.�8?������
��������L�H���>����
���#���������7�
��	�
���	������	�����
�����
���������
��	�H����;
�	�%�6����	�������
���������7�
��������	����3>�
��������
���7�
���������������$����:����4�
����G�����:���>�a��"����������8$��7��6�	�����
�
���	��%�
��������K�7���D��/�������8$��.����������������/������
1����������6��
�����
5��	��A#���#���	�
���>B�%��

A B A B A B" � � � ' �= �� AD��B�

�����H/��6��8$���������6��,�	������
����	�/��A�B/�����������8$�������������6��
��
���5��	��������1�/�"A�B/��������6��
�����5��	���������/�'A�B��)�������6��
/��
�1�� ��� �
� ���	�� %� �7��� �� �������� �� ������ ���� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� .��� �� ���	��
���7�� J�����/� 	������/� .��/� ���� ��6���8$�/� �� ������� �� �1��� ��� �
� ���	�� ��#�
� ����
������ 7�6�	
����� ��� ��
1���� ��� ��
��/� ��� ��H/� �AB� �� �AB�� U����� �� 	����C��� ��� �
�
���	�� A��� ��H/� ��� 6��8$�� ��� ����6��,�	�B� 6��� �
� 	�������/� ����
������ ���$�� ����
	��������������;
�
���
�
��

�
�A�B�

�AB��AB�

�

K�7���D���M�N��������8$������
�6��8$���������6��,�	���A�B�����
���������7�
�������	����

"�� ��78?��� ������ ��� ���	��� �$�� ��	�����
����� ��������/� ����	���� �� 6��>�� ���
��6��
8$�/����� ���8$��������	������6����/�����������6���8$�����.��������%���1����
.��� ����� %� � ������� 5�7�/� ���� �� .��.���� ��78$�� ������ ���	��� ��#�� ���� �������/� 	���
	����������$�����	����7�����6�����.���%����������.���%���1��������	���)���6���8$������
���	���	��	��������
�%
�.���	�����	����#������������
���������
����������
���
������
��1���\��	���	�
�
C�����������������
C��������1����$�����
������������
.������� �����
� 6���
����#���#��� �/� ������ 	��/� � 6��8$����� ����6��,�	��%���������
�

������

"� 7����� #��7�
� ���� ��7�
�� ��� ���	��� %� � 	�
����8$�� ��� #������ ���	��� �/�
�7��
����/����
���6�	8$�����#���������	����
���
������
/���.������
�����������6��8$�����
����6��,�	���������������
��2����������/������>�
���/��	�
����8$�������������	���	�H��
6��8?����������6��,�	���$����A�B�����A�B��
��%���/�	�
��
���������K�7���D��/��������

�A B A B A B" � � � # �= /� AD��B�

�A B A B A B# � � � ' �= /� AD��B�

������������������7�����.�8$�������
���/�������
�����#���#���#A�B/���
����.����

� �A B A B A B A B" � � � � � ' �= /� AD�&B�

���������������.����6��8$���������6��,�	�������������	����
��%����%���������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

� �A B A B A B� � � � � �= /� AD�DB�

�����H/��6��8$���������6��,�	���.��#�����������������	������H�����
��%����%���������
�����������6��8?����������6��,�	���������	����

�
��A�B�

�AB��AB�
��A�B�

�AB�

�AB�
��A�B
��A�B�

�AB�

�

K�7���D���M�2�
���8$�������������	������H�����
��%�����

"����78?������������	�������
���6�����
��C
����.��.����������7�56��/������%/��������
����������� ���� ���� ����� ���� ��������� �
� �
� ���
��� ���	��/� 	�
�� ������� � K�7��� D����
��#�
����/����������#8?�������	
�.�����������
�	���
��������	���.�������	���
�%�
�
��
��

�

��A�B�

�AB�
��A�B��A�B�

�AB�

��A�B�
�

K�7���D���M�)���#8?��������78?������������	����

)����������.���������
�������78?����������������
�����	�
�����������
���������8$��
��������8$�/�����	�������
����	��	�
���6��
�������
�	1�	���/�	��-�	����	�
���
��
�/�
	�
��
���������K�7���D�&��4���AB
���AB��6���
�������	�
���������
���
���/����$���
�1������������������
����������AB�V��AB�������$���AB�−��AB��"���8$����������8$��%�
����	�� �� ���� ��� ��
���/� 	�
��
����� �� K�7���� D�&A�B� �� D�&A�B/� ��� ���$�� ������� ���
��
���/�	�
������	�D�&A�B��

�

�AB�

�AB�

−�

1�

A�B�

�AB�

V�

1� �AB�V
�AB� �AB�−
�AB�
V�1�

A�B�A�B�
�

K�7���D�&�M�\��	����
�������8$��A�B/������8$��A�B��������6��
�������������8$��7��6�	�A�B��

"���#���$��������������
���78$�����������	����7������������������
����	�����7�-��
��������� �� ��7��#�/� ��� ��H� �
� ���	�� 	�H� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� %� �7��� � −�/� 	�
��

���������K�7���D�D��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

� �AB�
−��

−�AB�

�

K�7���D�D�M�I�#���$������
������

Y� ������� 	�
�
� .��� �����
�� �>��
� �
� ����������5:
� 
� �����/� 6��
���� ���
�
�
����;�� ���;��� ��� �
� ��� �� J�
� ��
���� ���� 
�-�� ������
� �� ����
���8$�� ���
��������� 	�������/�
������
����� �����������	�
����8$������.�8?������
������/� 	�
��
����� 
������� �����/� �
� �7���� �>�
������ 2����������� � 
�-� 6�	-�� 
������ ��
K�7���D�@A�B/���
���������8?��������
������������	��.�������7�
��
�-��

A B A B A B- � $ � " �= − � AD�@B�

A B A B A B" � � � - �= � AD��B�

3��
������7����������-A�B�A��������=�
�-B�����.�8?����������	��/�	-�7�����

A B A B A B A B A B" � � � $ � � � " �= − /� AD� B�

.�����������������#������"A�B/�����������

A B
A B A B

� A B

� �
" � $ �

� �
=

+
� AD��B�

� �AB�
�A�B�

�AB�

−�

1� )AB�

�



A B

� A B

� �

� �+
�

�AB��AB�

A�B�A�B�
�

K�7���D�@�M�N���
���8$����
���7�
�������	���A�B/������	���.��#������A�B��

J������.���������������������	�.����
�-�6�	-�������������������1�������
����	��
�.��#������	�H�6��8$���������6��,�	��%���������

A B

A B �

" � �

$ � �
=

+
/� AD���B�

	�
�� ����	��� �� K�7��� D�@A�B�� 4�� �� ��
���� ����	���� �
� ��
� ������ �AB� �� �AB� ��
	����������������8$�/����$���6��8$���������6��,�	����������������

A B

A B �

" � �

$ � �
=

−
� AD���B�

3
� �7���� �����
�� � �1���AB� %� ����6��
�� ����� ��� ���� ��	����� ��� �����1�� ��
��6��,�	���AB��3
�7������������6��
8$��%��
���
�����
���8������	�/������H/�����
��� ��� �
� ���	�� 	�
� �
� 7�-�� 	��������� <���� 	����	��/� ���%
/� .��� ����� ���	�� ���
����
���8$���������
�6��8$���������6��,�	��
���	�
���>/�	�
������	��K�7���D����
Q
� ���	���
����� ��
���� =.����� �������� �������
����� ���
���� ������ � 6��8$�� ���
����6��,�	����
�-�6�	-��������	��/������������

A B

A B �

" � �

$ � � �
=

±
/� AD���B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�&�

����� � ��8$�� %� �������� 	��� �� ��
���� ��������� �
� ��6����8� ������ �AB� �� �AB/� �� �
�����8$��%������	���	����������

� �AB�
�A�B�

�AB�

−�

1� )AB�

�


�

�

� �+
�

�AB��AB�

A�B�A�B� �A�B�
�

K�7���D���M�)�7�
�	�
��
�6��8$���������6��,�	����
�-��������
���8$��A�B/������	��
�.��#������A�B��

-�%� $���9���5:
���������������
�
��

)�7�
��������	�������
�������
������
���6�	������������������
�C��	�����	�/�������
.��� ��� 	��-�8� .��� %� � ������ �� .��� %� � �1�� ��� ��7�
�� �� ���	����� ��� ����8$�� %�
�������� ���	������� �� ��6���8?��� ��� ����8?��� �������� ������ ���	��/� ��� 
�����
��
��-����=.���������������8$��D����"�7�
��	��6�7��8?����$��	���������������1��	��
A�	����
� 	�
� 6��.[,�	�� ��
� 7����� �C
���� ��� ��7�
�B/� �� ����� ����� 
��� �6�	�������

������
� �������� ��
���6�	8?������.��#�,�	������.��������������.��#�,�	���	��
��#�� ������
�� N��	������� �� 0���� D��/� �������/� �� ����8?��� 
��� 	�
���� �� ����
�����	��#���.��#�,�	����

"�%
������������������;
�	���6	�����������H������������
�����	�������/������7�
�����
���	��� ����
� �
�%
� ���� ���������� �� �����8$�� �� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� ������
���#��
����� 	�
���>��� <�� ������ � 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �
� �����
�����
�������
��7�
��������	��/�������7�����7�
����7�����
������

•- ��6�������#���#������	�������������	��#������.�8?������	�����
�����������/�
	�
������
���7������	��������������.���1��������6��8���

•- 	������������	���	�
����.�8?���6��	���������	�����
�����
•- 	������������	�����	���������	��	����8$�����	��������������.���1�����
•- 7������.������������������
������
����	����H�����������������������
�
•- 7������.����
����	�����������	�
���1�����������1���������
•- 	�������������7�
�������	���6��������78?��������������
•- ��
���6�	������7�
�����������6��8$���������6��,�	��
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�D�

0����D���M�3.��#�,�	�����������7�
��������	����

��

�

±�

1� �


������

���

±�

1� ��


���
�

�

±�

1� �


���

���

±�

1� ��


���
�

��

�
�A�B�


��� 
���

��

�

�


��� 
���

��
�A�B�

�

��

� �����

±�

1� �


������

�A�B�

�

� ����

±�

1� �



�

���

�A�B�

�A�B�

�

&�

� ����

±�

1� �



����

�A�B�

�

� ����

±�

1�




���

�A�B�

�

A B� �
�

��

�

D�

� �����

���

�A�B�

�

� �����

���

�A�B�

�A�B�
� �

@�

� �����

���

�A�B�

�

� �����

���

�A�B�

�

A B� �
�

�
�

��
�

���

����
���

�

�
������

����

�
�

 �

� ��

±�1�

�

���

���



�

�
���±����

����

�

��

� ��

±�1�

�

��

��



�

� ����

�

�

� �∓
�

�
3>�
����D���M��������6��8$���������6��,�	�����6��������%���	��
���������K�7������������

���������
���6�	8$�������7�
�������	��

4���8$���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�@�

"����
������7����	�
����.��������6��
�������?����������
���������$������%�������$��
������
����	�
�
�������$������/������%������$��������
����	�
�
����$��������"�
�������
�
�%
��	��������	����#%�����$���"���.�8?������
�����������	�	�������6�	
����$���

� �
�

�
A B	' & &

� �
= − �

� �
�

�
A B�' & &

� �
= − /�

��.�����.�������������������$���

� � � �' ' $ &− = �

� � �' $ &= �

J������.����	�������������	�����������H��8?���H��6���	�������������.�8?���	�
/��
���
���������	��������������	�������	16�	������������2�
���	��������&	A�B�������	����
�.�8$�����	�	�����������$�������	�������������#�������� 6��
� ����	����K�7���D� �
A�B��������	������1����������������.�8$����������,�	��$�/�	��6��
��#�������K�7���D� �
A�B��2�
��������������������	������	�������.��������������	�����	��������#��$�����������
	�
���1���	�������� 	�� A��������������	�������B������A���������$�B�������
�����������
����������	�� ��6��������� ���������$�� ��.�����.����� ��7���������������	�����	�	��������/�

����������K�7���D� �A�B���A�B������7�
�������	��������7�������	������1��������������
������	�����������AB���	���	���������������
���������6��
�.�����1������
����	��%��
�����������7�����/������
����������/��%������	������1���"���.[,�	���������	���%����$���
���$�����$�/�
����������K�7���D����"�K�7���D����
���������
���6�	8?�����������������
��7�
��%�������8$����6��8$���������6��,�	�/�.���#���

�
� � � � � � � � � �

A B �
A B

A B A B �
�

	

& �
� �

& � $ $ � � � $� $ � $ � �
= =

+ + + +
�

�
� 		�

−�1�

���



�

�

� �

�

	��

��� 	�




�

�

$

�

A�B�

A�B�A�B�

A�B�

���

−�1�

	��



�

�

$

�

���

	��

−�1�

���



�

�

� �

�

	�

�

K�7���D� �M�\��	�������.�8?������
������������#������>�
����D���

�
		�

−�1�

���



�

�

� �

�

	��

	�




�

�

$

�

−�

1�

	��



�

�

$

�

���

−�1� ���



�

�

� �

�

	�
 �

K�7���D���M�)�7�
�������	�������>�
����D���



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�

−�1�

���



�

�

� �

�

	��

	�




�

�

$

�

1�

	��



�

�

$

�

−�1� ���



�

�

� �

�

	�


		�
−�

1�

� �$ � � 


A�B� �

�



�
� � � � � � � �

�

A B �$ $ � � � $� $ � �+ + +

�

	�
		�

−�
1�

� �$ � � 


A�B�

�

�



�
� � � � � � � � � �

�

A B �$ $ � � � $� $ � $ � �+ + + +

�

	�
		�

A�B� �

K�7���D����M�4�
���6�	8?�����	����#�������7�
�������	�������>�
����D����

3>�
����D���M��������6��8$���������6��,�	����������
�-�������	��
���������K�7���D����
����
���������
���6�	8$�������7�
�������	����"�������%��#�$��*)AB�����1��%��#�$��
*�AB���

����8$���

J������.����#�$������������������;�	��%��7���=�#�$������1��*)AB�
"�
���������
�����?�����	�	��;�	�����������������;�	��������� �/������1���������;�	����������
��������,�	��������� �/����$�����.�8?����������
��������������
�-�������	���$�/�����
	�	��;�	�/������;�	����������,�	�/������	��#
������

�) �+ + �� �− = �

� � �� � & � +− = �

� �� $ += �

������	��� �������������� �.�8?��� ���
������� �$��
����������K�7���D���/���.�����
.��� �� ���	�� ��� �����
� �� ��� ��
���6�	8$�� �$�� 
�������� � K�7��� D����� "� 6��8$�� ���
����6��,�	����������
���������

�

�
A B

�
�

)

+
� �

+ &�� $��
= =

+ +
�

�
� $�

&�

��

*�AB�
� �� � ��

*)AB� �

K�7���D����M�4����
�-�������	������>�
����D����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

� �

� *)�

−�1�

 ��


�

��

�

*��

 ��*�

$



 ��

−�1�

*�



�

& �

�

 �� �

K�7���D����M�\��	�������.�8?������
������������#������>�
����D����

�

*)�

−�1�

 ��


�

��

�

*��

$



A�B�

−�

1�

*�



�

& �

�

 ��

�

� *)�

−�1�


�

��

�

*��A�B�

*�




�

& � $+



�

� *)�

A�B�

*�




�

�

�&� � $� �+ +



�

K�7���D����M�4�
���6�	8?��������7�
�������	�������>�
����D����

�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

-�&� �@���=��
��

�B� 2��������� �� �����
� 
�	;��	�� 	�
������ ���� �
� 
��/� �
� 
��� �� �
�

����	����/� 	�
��
������� �� K�7��� D���)���?����� ��� �
� ������ .��� �����	� �
�>���
�������
��������
����	���������
�.���������AB�A�����B�	�������
�
�����	
�������
�������AB�A�1�B���������6��8$���������6��,�	����������
�����

���������
���6�	8$�������7�
�������	����

�

�




�AB� 
�AB



�



�


�

K�7���D��M�4����
�
�	;��	������>��	1	������

N�������� �

�

A B
A B

A B

" � �� �
� �

' � �� �� �

+
= =

+ +
�

�B� N����#��� �� �����
�
������� �� K�7��� D��� A�>�
���� ��DB� ����
���� ��� ��7�
����
���	����"������������������
�%������$��)	AB�����1��%������$��)�AB��

�

�
�$�


�$�


����

����

�)	
 �)�


�A�B�
�

K�7���D���M�2��	�������%���	����6����������>��	1	������

N��������� �

�
� � � � � � � �

�
� � � � � � � � � �

A B A B �
A B

A B A B �
�

	

- � $ $ � � � $� $ � �
� �

- � $ $ � � � $� $ � $� �

+ + +
= =

+ + + +
�

�B� 4�
���6�	�������7�
��������	���
����������K�7���D�	�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 ��

� ��

−�1�

 ��

 �� 
�

A�B�

−�
1�



A �B�

� �

�  � +

�
 �� 
�


 �� � 
�

��

�

� ��

−�1�

A�B�
V�1�



�

A �B� � +

�

��



� �

�

�

�

+
+


�

�

�� +

�

�

�


�2�

A�B�

����

−�1� −�1�

V�

1�

�3� 
�4� 
�5�


�6�


�7�


�8�
�

K�7���D�	�M�)�7�
��������	�������>��	1	������

�
N��������� �

B� � �
�

� � � �

A B
A B

A B A �B�

� � � �" �
� �

$ �  � � � � � � � � � �
= =

+ + +
/����B�

� �

A B �
A B

A B & D �

" � �
� �

$ � � � �

+
= =

+ + +
/��

	B� � � � &

� � � & � � & @ � � D

A B
A B

A B �

�� � �" �
� �

$ � �� � � � � � � � � �
= =

+ − +
�

&B� N����#����������
�
���������K�7���D�������
���������7�
�������	����"�������
�����������
�%��6��8��AB�����1��%��������	
������AB��

�

���

�AB�


�AB



�4


�


���


�3



�2

�

K�7���D���M�4����
�
�	;��	������>��	1	���&��

N���������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 ��

[ ]{ }
� �

� �
� � � � � � � � � � � � � � � � �

A B
A B A B A B A B

� � �
� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

+
=

+ + − + + − + + −
�





ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 ��

2� ��3�����#�� ������� ��#�������� ���

K��.[����
�������������
�����;
�	������
��������8?�����6��
�����	������8?�����
�
	����� �����#��� ��� ��
��/� �� ������� ��� 
��,
� 	��������� ���� ���7��� ���1������ ��
	�
����
��������;
�	��������������
��.�������H����������8?������������#�������������
������	��#����6����������	�
���
����������	�
����
�������
�	��������1���/� ��7�������
���	8$����8$�/�����	�
����
�����������7�����1���/�.�����������;
�	�������������#���
A��� �$�/� ����������� ��� �����
B� ��� ��������#�� �� 	�
����
����� ��� 	����� ���1���� %�
	��-�	����	�
�����9
�����������L���/�����������������9
���������
����
�������������������
	�
����
����� ���� �� �������	�
����� ��� 	����8?��� �������� %� 	��-�	���� ���9
���� ���
�������9������������

2���  ���������������9
����

4����
�����;
�	������������>���
�	�
����
���������������������6��������6��8?������
�>	��8$�� ��� ��6��,�	�� ��� ������� �� ��7�
�� ���
������ ����� ���� ��	�������� ��� ������	�/�
��.����� .��� �� ���������� ����� ���� 
����	���� ��� �$��� Y� 	��#�������/� �������/� ��6����� ��
	��	�����������
����������9���������/����)� /� 	�
�����������6����8�������� ��6��,�	��
�AB��������������������
��AB�.���������
������������6�������

[ ]��
 A B A B� 


) �  � 
→∞

= − �� A@��B�

3�����������6������	�	�������������
���7���������
�������>	��8$���������������
���#��������7�
�����
����������������������������������
���������������������
������
����6��
�����5��	�/������H��

[ ]A B A B A B A B � A B- � $ � � � $ � � �= − = − /� A@��B�

�������������7�
�������	��/�	�
��
���������K�7���@���

� ��AB� −�

1�

)AB�


�

�AB�
�A�B�

�

K�7���@���M�)�7�
�������	�������������������
�	�
����8$��=��������

�� �����
� ��� #���� 6���� A�����������!� �� 4�8$�� ���B� ���
���� 	��	����� .��� �� ����� �
�
��7�
�����
����������������7��
�����������������������

[ ]
� �

��
 A B ��
 A B A B� 
� �

) �- � � $ � � �
→ →

= = − �� A@��B�

"�%�7��� 6���#�������	�
����
��������;
�	������ �����
��	�
����������6��8$�����
����6��,�	��� J$�� 6��� ������/� ���%
/� �� �6����� �� 6��8$�� ��� �>	��8$�� A�����/� ���
��
6��8���� ��� ��6��,�	�B� ������ 	�
����
������ :����� �
���� ����� ���
�� ����� ���
���
.��.���� #���/� �� 	�
����
����� ���;
�	�� ��� �
� �����
� ����� ���� 	�	��������
���#��
����� ��
� ���� 6��� ���
���� .��� ���� ������ ����� ���� ��	��-��� ������� ��� �
�
��.����� �C
���� ��� 6��8?��� ���#�
����� ��6������� Q
� #��� .��� �����
�� ���;
�	��� �$��
	�
�
����� ���
������� � 6��8?��� ���	���1���/� %� 	��#�������� �������� ������ � ��������
	�
��������6��8?���H��	��-�	����	�
���6��8$����7�����������/��
������������������
���
3����6��8?��/���
��/�������
�����6��
������5��	��	��-�	��������
������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 &�

2����������� ���� � ���7�� .��� �>����� ������ ��� �����
�� 
�	;��	��/� ��%���	��� ��
-�������	���A���
�%
��%�
�	��B/����������������7������������������.����������
������/�
�
�#���.������� �����
�� ����7�����	�
����
��������;
�	��%� ��,���	���:��-������/� �
��������������������������6����������	�
�������6��8$���������6��,�	�����������
��
���
	�
���/� ��� ���
���� �� ��7���� ������/� ��� ��H/� ���� .���� �� 7��� ��� �����9
��� ���
����
������%��7����������/���
��������	��������������
�%�
�	;��	�������%���	���4����
��
���7���
�������.�����������
�	�
����
��������;
�	��.���������>�
/���
���������
�����/���������
�������7��������
������������$����	�����
��������������

2�%� �����������9��������
����

4����
��������
��������
�������
�6��8$���������6��,�	����6��
�

A B �
A B

A B �

� �
� �

$ � � �
= =

+
/� A@�&B�

����� �A�B� %� � ����6��
�� ��� 5��	�� �� �1�� �� $A�B� %� � ����6��
�� �� ������
A��6��,�	�B����%��
�	�������/�	��-�	���	�
���
�������������9
��4����������/�7��/�
��	�
����
��������;
�	�������6��8$���
�������8?�������������������������������$A�B��
��7�����������/��
������������������
���

@����� N���������������
�������
��������
�����7������������

4�������
��6��8����������������������
�6����
���7�������������AB�O��AB/����������
��������
����A�B�6�	��

( )
�

A B
���� �

� � �
=

+
/� A@�DB�

����������6��
�������7������������%������)�	�
���������A�B��
�6�8?�����	���/���
����

� �
A B

����� �
� � �

= −
+

/� A@�@B�

	�H�����6��
����#�������5��	��#���

A B � �


�
��� 

−
= − /� A@��B�

��	�H��7��6�	��%�
���������K�7���@����"��������������������A�B�O��������>�
�������#����
���������A�����#������7��B/�	��6��
��#�8�����
����2������/����������H
������7�����
����������#�������3�����7��@�/�b��������#����
�>�
��.������O��/���������A�B�O���−��

−��
≅� �/@����3���� %���
���#�������.����� %� 	��-�	���� 	�
��	����������� ��
������ �����
����
�����
����������
�������
�����.�����
�����6�����#��������/��
�#���.����#���	�����
����������������7�
/������������#��������AB�#���

�

A B ���



�� 

� �=

= �� A@� B�

U����� � O� &�/� �� ����� ��� �������� A����� %/� � ��6����8� ������ � ������ �� � �������� ���
�����
B� %�
����� .��� �b�� "�
������/� ��� 6���� �����	��/� .��� ��� � �������� 6�	�� 	��6����
�����������
����������b��������
����7������������9�����������"��	��������/�����������
�
�����$�����������������6�	�����/����$��������	�������������������������L��
����������������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 D�

J$�� 6�� �������� ��6����� �� ��7�
�� ���
������ 	�
� ���� �
� �
� ����� ����/� �
� #��� .���
�����	
������������
���#��
���
�����6������������7�����#��������������

�

�

� � � �� � &


�/@��

 @/Db
�Db � /�b

�

K�7���@���M�N�����������
������
�������
��������
�����7������������

@����� N���������������
�������
��������
����
���������������

4���6��8$��6��8����������������������
�6����
��
����������������AB�O�δAB/����$���
��������������������

�
A B

�	�� �
� �

=
+

/� A@��B�

	�H�����6��
���#�������5��	��%�

�
A B �



�
	�� 

�

−
= �� A@���B�

J������.����6��8$�����������%���������!��/��/��������/������������������
�������
��������.�����������������6�����/�	��6��
��#�����������K�7���@����

@����� N���������������
�������
��������
�=��
��

J��	����������� ������� ����� 6��8$�� �
�/�����AB�O� /� � � ����������������
���A�B�%�
��/�������6��
�����5��	�/�����

( )�

�
A B

��� �
� � �

=
+

/� A@���B�

.���������/�.������>��������
�6�8?�����	�����

�

�

�
A B

��

� �
� �

� � � �
= − +

+
�� A@���B�

"��������������
1���������
���6�	�

A B �


�
��   � �

−
= − + /� A@���B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 @�

	�H��	�
����
�����%�#�������K�7���@�&��3����������/�	������/���6������������������������
�����
��$��	����7������7������6��,�	��.��������������6�������)��6��/�����������>�����
�
���
����������9�����������7���=�	�������������
�������

��

�

K�7���@���M�N�����������
������
�������
��������
����
���������������

�
A�B



�

K�7���@�&�M�N�����������
������
�������
��������
�=��
��

J������.���� ����������� �����
�������
��������
�=������� �
�������������7������
����������7�
�����
�������

��
 � �


�
� 


) � �

−

→∞

 
= − = 

 
�� A@��&B�

�������

( )� �� �

� �
��
 ��


� �� 
� �

�
) � �

� � �� ��→ →

   = − = =   + +   
�� A@��DB�

L�� �
� �
�������� 	��	���$�� � ��������� �� �������� ��� �����
�� �������� =�� 6��8?���

�������.���A��7�����������/��
������������������
�B��)��6��/����	�������.������������
��������
����
���������������%��7���=�����#����������������7��/������������������%�
�7���=�����#������������=��
�/������H��

�

�
A B A B A B	� �� �

� �
�  �  � 

� �
= = � A@��@B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 ��

3��� 	��	���$�� %� #����� .��.���� .��� ��H� �� �����
/� �� �$�� ����� ��� �����
�� ���
���
���� ����
�� 3���� ��������� ���
���� ������ � �������� �� ��7��� ��������� �� �� �
������
��������������������������=��
���

2�&� ������������������
�����

4����
�������7��������
�������
��������
�������
������9
��������7�����7�����
#���#���	�
���>��/���6��
�

�

A B
A B

A B

� � /
� �

$ � 9� �� /
= =

+ +
���� A@���B�

J������ .��� ���� 6��8$�� %� ������� ��
��-���� � �
� �����
� 
�	;��	�� 
���
���

����	����/�����
������
���%���	����������	�	�������������/�	�
�9���������������
��/�
���%�	�/�������;�	�����������;�	�`��
�����������
����	����/�������������������,�	��6����`�
/� %� � 	�������� ��� 
��/� 	�	����� ��� 	�	��;�	�� 6������ )�#������� �� ��
������ �� ��
����
����������9������������������9
�����������1���/���
����

� �
A B

� � � �

/ 9
� �

� � / � � /
� �

9 9 9 9 9 9

=
         + + − + − −   
         

���� A@�� B�

K�����7����
�����6��
8$�����#���#�������.���

�
�

/

9
ω = /� A@���B�

��

�

�

9/
ζ = /� A@���B�

�����ω��A�,����9
�7����B�%�	��-�	���	�
�����DGE��������������:
���
������/���ζ�A�,����
���� M� #��� "�,���	�� "��B� %� � ��>:
� �� ��
���������
�� "�%
� �����/� ��� 9/= � %� ��

��
���������
���=���
��4������������������#�������
��A�B���
����

�

� �
A B

�
�

� �

� �
� �

ω
=

+ ζω +ω
�/�� A@���B�

��/��
����
�������1���/�

( ) ( )
�

� �
A B

� �

�

� �

� �

� �

ω
=

   +ω ζ + ζ − +ω ζ − ζ −      

���� A@���B�

)���������� ���� #������ ��� ω�� �� ζ/� �� �1���� ��� �����9
��� A������ �� 6��8$�� ���
����6��,�	�B�����
������

�������1����	�
���>�/��������ζ����/�
���
��������
�������	����������ζ�O��/����
�������1������������ζ�!����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

  �

�
Q
�#���.��������������������
�=��>	��8$����7�����������/��
������
���������������

���$�����	��������������/�	�
��#���������8$���������/�����������������������������
�
��� ��7���� ����
� ����� 	�
� ���8$�� �� ��7��� ���������� "� ����6��
�� ��� 5��	�� ��
����������������
�����7������������%��������

( )
�

� �
A B

�
�

� �

� �
� � �

ω
=

+ ζω +ω
���� A@���B�

3��� 6��8$�� ����� ��	�
����� �
� 6�8?��� ��	���/� 
�� �
� #��� .��� � ����� ���
����6��
�����#�����H����������������8?������6��8?��������7��������
/������8$��
�
�6�8?��������6������6��
��

� ��
� �

A B
� � �

� � ��
� �

� � �

+
= +

+ ζω +ω
���� A@��&B�

J������ .��� �� ��
������ %� �
� �����9
��� ��� ���
����� 7��/� �� �$�� ����� �
� ���
��
	��������� I���� %���	�������/� �
�#���.�����7�����������9
��������
��������#�������
�
��������
��������.�����7����������
�������"� �7��������� 6��8?������
�������������
	��6�	������/�.���������
����O��/
���O�−�/������O�−�ζω�/�����������

� �

��
A B

�
�

� �

�
� �

� � �

+ ζω
= −

+ ζω +ω
���� A@��DB�

4��$���������7�������6���������������#�������#�������ζ��

@����� N���������������
������7��������
��������ζ�����

J����� 	��� � �������� ��� �����
� �������� ����� ������ 	�
���>��� 	��H�7���/� �� %�
	��-�	��� 	�
�� �
7�����
� 
������L��
� ���<��
�����
�� ��� ������ �$�� �����
�����	��#
���������

�
� �� �� = −ζω +ω ζ − �/�� A@��@B�

��

�
� �� �� = −ζω −ω ζ − �/�� A@���B�

J������.���� ����%���7��#/������ζ�%�
��������.������������K���������$��ω�������
���DGE���������������
������/���6���������

��� �ω = ω −ζ �/�� A@�� B�

���$�����1����6�	
�

�

�

� �

� �

�

�

= −ζω + ω

= −ζω − ω

A

A
�� A@���B�

3�������8$�����
������	��#��������������������
���6��
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

 ��

� �

��
A B

A B
�

� �

�
� �

� �

+ ζω
= −

+ ζω +ω
�/�� A@���B�

�����

� � � � � � � � �A B � A� B �� � � � � � �� � � � �+ ζω +ω = + ζω + ζ ω +ω −ζ = + ζω +ω ���� A@���B�

4������� 7��� �� ��
������ �
� ����� ���
��� �� 6��
� �� V� �ζω�� O� �� V�ζω�
V� �ζω�/� �
��������6�	�

� � � �

�
A B

A B A B
� �

� � � �

�
� �

� � �

+ ζω ζω
= − −

+ ζω +ω + ζω +ω
�/�� A@���B�

<������� 7��� �6����� � ����6��
�� ��#���� ��� 5��	�/� ������ � ����� ���
����6��
����"�����������������
������
1���������
����������

A B � � 	�� � ���� � �
� �

�

�   
−ζω −ζωζω

= − ω − ω
ω

/� A@���B�


��	�
�� ��� �ω = ω −ζ �/����$�����������6�	�

�
A B � � 	�� ���

�
�

� ��   
−ζω

 ζ
 = − ω + ω
 − ζ 

�� A@��&B�

"��>�����$��	�
�������7��
����������������6��
�

( )�

�

�
A B � � 	�� ���

�

�

� ��   
−ζω

= − −ζ ω + ζ ω
−ζ

�� A@��DB�

Q
�#���.��/�����-�������/�����ζ����/����$��%�#������	���������.����>������
�;�7����φ����

.��� 	��φ�O� �ζ/� �/� ������ 	��/� � ���� � 	�� �φ = − φ = − ζ ��4����������������� �>�����?�����

����������������
/���
����

( )
�

�
A B � ��� 	�� 	�� ���

�

�

� ��   
−ζω

= − φ ω + φ ω
−ζ

�� A@��@B�

5�
������6���
�����.������AαVβB�O����α�	��β�V�	��α����β/���
����

�

�
A B � ���A B

�

�

��  
−ζω

= − ω + φ
−ζ

/� A@���B�

���������8$��

��
��

−ζ
φ =

ζ
/� A@�� B�

���
������������;�7����φ��"����������
�%
������������	����	�
��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�

�

��
A B � ��� �	��

�

�

��  
−ζω  − ζ

 = − ω +
 ζ− ζ  

/� A@���B�

#�������� �≥��/������H/� �����������
�����������	�������	�
�
��������
����	������
���1��������	��8$��%��π�ω�/�����
����	�
�����%������
����.�����
����6����6��.[,�	��
�������$��
����	���ω�����	�����������
����	�
�����ζ�������������������	�
����8$��=�
������6�	����$����������

�

�

��
A B A B A B ��� �	��

�

�

�)  �  �  
−ζω  − ζ

 = − = ω +
 ζ− ζ  

/� A@�&�B�

��������������7�
�����
������%�����/������.���������
�������������6�����/������������������
������

��
 A B �� 


) ) 
→∞

= = �� A@�&�B�

4�/����%
/��	�����������
����	�
�����6������/������%/�����ζ�O��/����$�����������H���$��
%�
����	��/�
������/����#�/����	��8$�/�	�
����1�����π�ω���5�7�/����ζ�O������������
#���

A B � 	�� ��  = − ω �� A@�&�B�

2�
������� �������� 
����	��� ���$��
����	��� 6�	�
��� 6�	��� ���������� ��$������
��
������ω����ω���J������.����6��.[,�	��������
����	��/�ω�/�%���
����
��������.����
6��.[,�	�� ������ �$�� 
����	��/� ω��� 2������/� 	��6��
�� � 	�������� ��� 
����	�
�����
���>�
��������/�������������������$����	���������
���
����	��/�	�
��#��������7�����

@����� N���������������
������7��������
����ζ�O���

U�����ζ�O����������
������������������������
�����
/���������
���������
���=���
��
4�����������������#������	�����������
����	�
�������6��8$���������6��,�	�/��������.����

( )

�

�
A B �

�

� �
�

ω
=

+ω
�/�� A@�&�B�

	�H�������������7�����������������
1������#���#���	�
���>�%��

( )

�

�
A B �

�

� �
� �

ω
=

+ω
���� A@�&&B�

)�	�
��������>�����$��	�
��
�6�8?�����	���/���
����

( )�
� �

A B �

� �

� �
� � �

ω
= − −

+ω +ω
�� A@�&DB�

N�	�������� =� ����� ��� ����6��
�� ��� 5��	�� A�� �� �B/� �������� �6����� 7��� �
����6��
����#����

A B � � � � � A� B� � �  

� ��   
−ω −ω −ω= − −ω = − +ω /� A@�&@B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

.������������
�����������7�
�����
��������������

[ ]��
 A B A B ��
� A� B ��

� �
 

) �  �  
−ω

→∞ →∞
= − = +ω = /� A@�&�B�

�����H/���������
���7�
�����
������%�������)�#�����������
�%
����,�	�������	��8$��
������������������
/�.���%����
������
��>�����	�����������	�A
����	��B��

@����� N���������������
������7��������
����ζ�!���

U����� � 	�������� ��� 
����	�
����� %� 
���� ��� .��� �/� ��
���� �
� �����
� �
���<
��
�����
������9����
�����
��"�6��8$���������6��,�	����������7�������������������
�����������/��������/����������

( )�
� ��� = ω −ζ + ζ − �/��� ( )�

� ��� = ω −ζ− ζ − �� A@�& B�

"�����������������
�=�8$����7������������6�	��������

( )( )
�

� �
A B

� �

�

� � � �

� �
� � �

ω
=

+ ζω −ω ζ − + ζω +ω ζ −
�� A@�&�B�

4������� �
� 6�8?��� ��	���� �� ���	���� � ����6��
�� ��#���/� � �������� ��� ��
���
6�	�

( )

( )
( )

( )
� �� �

� � � �

� �
A B �

� � � � � �

� � 

� 

− ζ+ ζ − ω − ζ− ζ − ω

= + −
ζ − ζ + ζ − ζ − ζ − ζ −

/� A@�D�B�

	�
��������������>�����	���/�	�
���	�
��������6�������/��
�#���.�������>���������$��
�����������3����>�����$�������������	������6��
�
���	�
�	��

� �

�
� �

� �
A B �

� �

�  � 

�� 
� �

− − ω
= + − 

ζ −  
�� A@�D�B�

<��	������/� �7��
����/� .��� �� ����� �
� ��7�
�� ���
������ %� ����/� ����� ��� ���� ��� �
�
��
���������>�����	������	���	�����/��
�#���.�����������.���������$��������#����

[ ]
� �

�
� �

� �
��
 A B A B ��
 �

� �

�  � 

�
� 

 
) �  � 

� �

− −

→∞ →∞

 ω
= − = − = 

ζ −  
�� A@�D�B�

"� K�7��� @�D� ������� �� 	�
����
����� ��� �
� �����
� ��� ��7���� ����
� �
� 6��8$�� ��
	�������� ��� 
����	�
����� ζ� �� ��� ;�7���� ω�
 /� ��� �>	��8$�� �� 6��
� ��� �
� ��7���
���������� <���� ����
������� .��� ��� � 	�������� ��� 
����	�
����� ����#��� ��
���� ������ ���

�>���
��� � � � �< ζ < /�A
�#�
�������	������������
����	���B/����$���������������������
�
�C��	����	�/������%/��������������#������������
�#��/�������������>�
�����������
�
���������� 	��� ��>�� ������ #���� A#��� � 	��#� ��6������� �ζ� O� �/�D� ��K�7���@�DB��J������
�
�%
� .��� ����� �� 	��#�� �������
� ����� ��� ��7�
�� ���
������ ����� A�����
� ��� �B�
�>	�����������������
�	�����������
����	�
��������/�.���%���	��������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

� � & @  �� �� �& �@
���

��D

���

��D

���

�

K�7���@�D�M�N�����������
������
������7��������
�����7�����������/������6��������#��������
���������	�����������
����	�
�����ζ��

2�(� ��������������9��;
��
�������������9
���������������

3
�7�������������������
���-��������	�	���1���	������
������
�%��������	�
�
���� �� �������� ������ �����
� � �
� �>	��8$�� .��.����� 2�
�� �� ��7��� ��������� ���
����
��6����	��� ��
� �� 	�
����
����� ���;
�	�� ���� ��#������ �����
�/� ���� %� ���
�
�����
��	��-���� 	�
�� � �>	��8$�� ��� ��6��,�	�/� �
���� �� �
������ ��������� ����� �7��
�����
����
���-�������������2�
��#����/��������������
������
��������
�
��������7������
�$�����7��� ��6��,�	�� �
����
����/�
�����������
�����������
����	�����%����7�����
��7�
�����	��������A������
�����B����	�
����
�������������
����������������������/�%�
	���/� ��� 	����8?��� ���	����� 2������/� ��� ��
���6�	�� � ������/� %� 	�
�
� ��������
	����8?��� ���	���� ������ "���
/� � �������� ������� �����
�� ������� �� 	�
����
����� �1��	��

���������K�7���@�@/�	�
��
�������������8$���2�
�����������	�
����
����/���������
��6������7�
��#���#����	�
�������������������7�������������"��
����
����������$���

����
���������������������/���
����
�����������/
��
���������������	��������
�>�
��������/
 �
��
�>�
������������/
: �
����
�����������
����/
��

�

���

��D

���

�

K�7���@�@�M�2�	�����8$����������������
������
����;
�	��

�� ���9
��������
������9
���/� �/�%��� �����#������.����������
����7���������
����
#���D�b��������#���� 6���� A���	�������B�������9
��������/
 �/�%��� ��
���.����������
�

�ζ�O���

��/�D�

��/D�

��/�D�

�ζ�O���

���

��
 � 
��
 ��


�: 




ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

��#������������������b��������#����6���/�������$�����Db���Db/�������������b��
��b��J�K�7���@�@�����
�������������������������������������#���������b�������9
���
9��
� ��� ��������� �� 9��
� ��� ��������� �� ��@���� ���9
���/
  /� %� �� �����#��� ��� ��
���
��	�������� �%� .��� �� �����
� ���H� ���� ���
����� �
���<������ A�����	
�����B���� �
���<������
��@��
/
 : /� %� � ��6����8� ������ � �������� ��� �������� ��� ��	�� �� �� #���� �� �������� �
�
��7�
�� ���
������� <���� ���� 
������� .��� �� ����������� 
�>�
�� ���	������� 	�
� �
�������������������
���� ���9
��������������
/
 �/� %��� �����#���.����������
� ��#��%�
.��� � �������� 	�� ������� ��� �
� 6�>� ��� #������ 	������ ��� #���� 6���� ��� ��7�
��
���
�������3���6�>�%�7���
�������	��-����������b��Db/������������������H���#������
���H������� ��
�����������
�����%�
�������.������������������� �����#������6�������.����
"�
������/����6���������	��/�.�����������
�����������
������������
����-����7������
��7�
�����
�������3
������
��������
����	��������������������	�����������������
�>�
��
�$���$����6��������

3>�
����@���M�2����6�	���������
���������6��8$���������6��,�	����>��.�����=�6��
�
���
����	�
����/�����
��>	��8$����7����"����������
�7��6�	���
�6��8$�������
����

�

A B D
A B

A B � �

� � �
� �

$ � � �

+
= =

+ +
�

4���8$���

�����������6��8$���������6��,�	���$�����������

� &  
�

�
�

− ± −
= = − ± A �

��� ��H/� ��
���� ����� ������ 	�
���>��� 	��H�7���� �� �� �����
� %/� �������/� ��	�������� ����

����	�����

4��$A�B�6����
��>	��8$����7��/����$�������������������
�6�	��

�

� @
A B

� �

�
� �

� � �

+
=

+ +
/��

.��������������	�
������
�6�8?�����	���/�����������

�

� � D
A B

� �

�
� �

� � �

+
= −

+ +
��

<�������7����������6��.[,�	���������$��
����	������	�����������
����	�
����/�
����������	��#
����������

��ω = /�

� � �ζ = ��

<������#��/��6��.[,�	��������
����	���#���

�� �� �ω = ω −ζ = /�

����������/�������
�6��8$�������6��.[,�	�/��������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�&�

� � �

� � D � � � � �
A B � �

A �B � A �B � A �B �

� �
� �

� � � � �

+ +
= − = − −

+ + + + + +
��

N�	��������7���=� �������� ����6��
������5��	�/�� ���������
�6��8$����� ��
���
6�	�

A B � �� 	�� �� ��� �   − −= − − /�

	�H��7��6�	��%�������������K�7���@���

��#����6����%��7���=����������
���7�
�����
�����/������H��

��
 A� �� 	�� �� ��� B � 

� 


�  − −

→∞
= − − = ��

����
��������������%����$��	�	����������

A B � ��>�A B	�� ��>�A B���A B� � � � ��     = − − − − /�

.��/�������6���8$�/���#�������7����D�b����#����6���/������H/��/D��2��������6��8$���AB��$��
�
���� ��#���/� �� ���
� �� #���� ��� ��
��� ��� �������� ����� ���� ��
����� ������� ����
�����
7��6�	���������$������
%��������
%��	���������	�����1���/�������������O��/ &������

)��6��
�����7�	�	����������
���������������������b����#����6���/
��O��/�D ���/���
�������� ��� ��	��  � O� �/�&&�� �� A	�	����� ���� 
���� �� ���� �� ����#�B/� �� �� �����������

�>�
��: �O��A B�O��/��&��−���O��/��&���K���
����/�����
�����������
���������b�%���
O� &/�&D� ��� <�� �� 	��	���� ������ C���
�� %� ��	�������� 	��������� �
� �7����
��.��� #���6�.�����
���������
�.������������6�	�����
�����	��6������������#����������/�&����/�@��

�

� � & @  ��
�

�

�

�

&

�

K�7���@���M�N������������
1���������
�������>�
����@���

�
�
�
�
�

�0�
����A�B�

�N
��
��

��
�
�A
B
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�D�

1� 	�� �����	�3���	��#����� �$����

��	����������������
��#�������7���
������
�������������������
�	�
����
�����
������ ���� ��7��� ��%��������	���/� 
������� 8?��� ���������� ���� � 	������8$�� ���
	����������� )�� �������� ���
���	��� ��� ����#��/� ������� ���� ��H������� �����9��	��� ���
	�
����1#��� �
� 
������/� �%� 
��
�� ���� ��������
%���	��� �� ��%������ ���6�	���/� �� 
�����
	��-�	��-�H��
��-�����������������	����������������
���L�/�	������/���C
����6��
�����
����6����������	�������/���
����������6�7�
�������������������.��/�	�
�/������>�
���/�
	�������� ���� ��7�	� �������/� 	�������� ���� ������ ������/� 	�������� ����	����	�/� 	�������� �$��
�����/� ��� ��� 
��	����� �7�
��� J����� 	�1����� ����� ���������� �� 	��	����� 	�����	�� ���
	�������/�������������
���8$����������/��
�
�-�6�	-���

1��� #�����56���

Q
� 	���������� ��� �
� �����
� %� �
� ���������#�� �����9��	�/� ����
���	�/� -�������	�� ���

�	;��	��.���	�
��������8$�������������A��������������/����������������8$�/�
#���	����/� ����$�/� ��	�B� .��� ��� .���� 	�������/� �����
��� � ��7���� �� ���#��� ��� ����� 	�
�
���8$����
���6��,�	��6����	�������������
���������	�����������������.��/��������#��/�
��#��������
�����������������������������"�K�7�������
������
���.��
���
���6�	������
�
� 	����������� J�
� �����
� 	��������� ����� -#��� �
� 	��H����� ��� ����
���� .���
����6��

�����������	������������
�8$���>��	���������/����
�	��H������������
���/�
.���
���
������������������	����	���
�����
����������	�����������<��	���������
K�7��� ���� .��� �� 	���������� ��6���� �
����;�� ���;��/� ����� %/� ���� #��� � ��8$�� ���

���6�	�� �� ������ �� ����� � ������ ��� ������ ����� 3
���� ��� 	������������ �
� 
�-�
6�	-�� ��H
� 
��� 	�
���/� �>����
� 	���� ��� 	������������ �
����;�� ������/� .��� �$��
��	�����
�	��-�	�������������������

�
��6��,�	��

−�1�
2���������� "������ <����

4������

	�����������
���	��

�

K�7�������M�3�.��
���
���6�	������	������������
������

"� ������ ��#��#����� � 6��
� 	�
�� �� 	���������� ����6��
� �� ����� A��� ���$�� ��
��6��
8?������������������6��,�	����
���������	��������%��������#������$����C
�����
������������	��������������6��������A�∞/��������/��$�������/������#�/���	�����/�6���E����
��7�	��������/������/���	�B��<��%
/��������	��������������	�����������������������C����/���
.���������
�6	��
�����������
�����������$���

B� 2����������������66/������������8?��/������7���7�
�B� 2������������������	������A<B�
	B� 2����������������7����AIB�
�B� 2������������������	����������7����A<IB�
�B� 2������������������	����������#��#���A<)B�
6B� 2������������������	����������7��������#��#���A<I)B�

�
"�6��8$�����������%�����6��
������������	���������/������>����,�	�/���
���������

6��8����������,�	�/���6�	���������
���6�	������������������������������������
������
���
����� ����6��

�� �1��������� A�����B�.����������������8$�/������$�/�#���7�
/�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�@�

��	�/��
��������������������.�����H�	�
��1#���	�
��6��
��������������	���������3
�7����
��������
�����	����������	�����
�����
������
������>�������������7�����������
��������
J���	���������������������$��-��������	����������

1�%� 	
���
��
�������
<
9���
��

J��� 	������������ ������������ � ����7�� ��	������� ��� � ����8$�� %� ������� ���
�����������
�����	����������J�
���
����%�����1#���������H�����
�	���������������������
����
������
�.��.�����Q
��>�
������������������	����������%��
���7��������������$�/�

������� �� K�7��� ����� J����� ����� ��� ��7�����/� �
� #��#��� 	����� ���� �
� ��6�7
�
H����������$������1��	�
������������$�������6��,�	�������H������������8$���U������
�����$�����1��	����>�����#�����������8$�/�����6�7
����	��6��8��������������
#��#���� U����� � �����$�� ��� �1�� �
���� � #��#��� %� ����7�� � 6�	-��� 3���� ����� ���
��7������%���	��������
�
�.���������
���	����-�������	�/��
������
�����	�����������
�����$�� �� �7�� �
� ���61	���� �� ���� R�	���S� A��.���� ��� 
��7��-�B/� �� �
�%
� ����
��7���������������H?������7���P5<�A7�����.��6����������������B���
%���	����

�
H������������8$��

�1��������

��6��,�	����6�7
�

�

K�7�������M�Q
���7���������
���	����������$��������������

1�&� 	
���
���
�<
���

J�
� �����
� ��� 	�������� ��7������7� �� ���
����� ��� ��8$�� ����� ���
��� ����� �����
������/������������8?��`��
�7������7����������7�����Q
�#��8$�����	����������7������7�
%���	����������7���7/����.���-���
����	��������������������7��/������7��������#��������
J���	��������������7������7����8$��%��������
�6��8$�����������������/������>�
�����

�

�

/ ���� A B �
A B

/ ���� A B �

� ) 
� 

� ) 

>
= 

≤
/�� A���B�

	�H��7��6�	��%�
���������K�7�������A�B��������

/ ���� A B �

A B �/ ���� A B �

/ ���� A B �

' ) 

�  ) 

' ) 

>


= =
− <

/�� A���B�

3>�
����� ������� 	������������ �$�� #��#���� ����
���	�� ������� ���� �����������
��%���	��/� #��#����-�������	�/� 	-#�����%���	�/���	��2��������/������>�
���/��
������
����
	�������� ��� �1#��� 	�
�� ����	��� �� K�7��� ��&�� U����� �� �1#��� ��� ��.��� %� ��>�� � ����
���#�	� �� 6�	-
����� ��� ������������ ��%���	�/� 	������ � ������� �� #��#��� ������ �����
���������/� �� ��������� ���
� � ������ ��� �1.������ 4�� �� 6����	�
����� ��� �7�� A#�$�� ���
�����B�6���
�������.�����������A#�$������1�B/����$������������1.����������.�������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�������U����� 6��� ���7���� �� �1#��� ��� ����8$�/� � ���� ����� �� ���� � 	-#�/� �� .��� 6�	-� ��
6����	�
���������7���Q
�������
��������	�
�
��
�	����������������������7������7�%�
�� ������� 	-#�
����� .��� �	����� .����� �� ����� ����� ���>�
�� ��� ����/� ��� ��H/� .����� ��
�����
������������������������������������8$���J���� ����8$�/���.�����������	
������
6��
� 	�
� .��� �� ������ A#��#��B� ��7��� �� �����7��� �
� �����#���� 	������ ��� ��
��/� �� .���
���#�	��
����7���������������������<���#���������	-#�
�����������/��������������
�
>
����
��������
� ����������������������������������8$�/� 6������	�
�.�����	��������
6�.��� �����7��� ��
���� .��� �� ������ ����#��� ���>�
�� A�� �$�� ����� �7��B� ��� ������ ���
����8$�����	������������������������$��������

� �

� �

/ ���� A B
A B

/ ���� A B

� ) 
� 

� ) 

> ε
= 

> ε
� A���B�

�����ε����ε���$��	�����������	��-����	�
�������6��.[,�	������H�����	-#�
������3
�
7����ε��%�������#��ε��%���7��#���J������.�����	���������$��%���6����������7�$��������/�������
���#���������ε����ε���J�#�����/��������������
������	��������
��%
����	�
���
��
��
������.������#��������
����/��/��������/������������������������1#���������.������������
2�
������	��K�7�������A�B/��������������
������	�����������	��#�����H����������	��
���������/���.�����
����
�	��#����-���������
7�%��	��"�����������8?����
���7�
�
������	������	��������������7������7���
���	�
�����
�����$��
���������K�7�����D�A�B�
��A�B/������	��#
�������

�

���

���
)AB�

�AB�

�

�

���

��� )AB�

�AB�

ε�� ε�� �

K�7�������M�2����������7������7�A�B�����7������7�	�
�����
����A�B��

�

#��#���

����

	-#��
(


�

K�7�����&�M�2������������1#�����
���.�������������7������7��

�
��

−�1� ���

���)� ��

A�B
�

�
��

−�1�

)� ��

���

���

A�B
�

K�7�����D�M�)�7�
�������	�������
�	��������������������7������7�A�B/�����7������7�	�
��
������
����A�B��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

� �

J�
������
�	�
�	������������7������7�	�
�����
���/����������6�	���	������������
���#������
1��
����
�>�
��������
���/�������������>���
����������
���7��������������
���;
�	/� �
� #��� .��� �$�� -�� ��8$�� ������� �� ���� 
����� "� K�7��� ��@� 
����� ��
	�
����
������1��	������
������
���H�������
�	����������7������7�	�
�����
�����J��
�>�
���� ��� 	���������� ��� �1#��/� ���!�� 6��� � ����� � ���� 	�������/� �� 	�������� 	�
� ����

�����������6��
����7�����!���!��−�ε/��������7�����!�!�!��V�ε��J�������
�%
�.��/���#����
�� 6��� ��� 	�������� ��7������7� ���� �$�� �����/� �$�� -�� 	�
�������� �
� ����8$�� 6�	-�� ���
������
/������H/��$���>������
�6��8$�� �AB�.������	��#���	�
����
�������������
����
��
��/� H��.�������%����	���1�����<����������	��������6��.[����
��������
��8?�����
%��	��
����������������������	���������

�

!��V�ε�

�

!��−�ε�

�

K�7�����@�M�2�
����
��������;
�	������
������
�	�
�	������������7������7�	�
�����
�����

1�(� 	
���
��
����9�
9
���
�����M�N�

J�
�	����������	�
�8$��������	��������	�������/����8$��%�������	���������������
����� )AB/� ��� ��H/� .����� 
���� �� ����/� 
���� ����� � ��8$��� 4�� �� ����� ��� 	�������� 6���
�����������������AB/����$����
�	��������������	�������
�����

A B A B �  / ) = � A��&B�

��/����	���������6��
�����5��	���

A B A B ' � / - �= /� A��DB�

�����/ � %� �
� 	�������� 	��-�	��� 	�
�����;
�9�
9
���
�����"� K�7��� ���� ���������� ��
��7�
� ��� ���	�� ��� �
� 	���������� ������	������ Q
� �����
� 	��������� ���� �
�
	����������������	�������	�H�6��8$���������6��,�	��%���������A�B���������
���7�
�
������	�����
��-������
���������K�7����� ��"�6��8$��������������������
�	���������
6�	����$��

A BA B

A B � A B
 

 

/ � �� �

$ � / � �
=

+
�� A��@B�

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�
/ 


�AB� �

K�7�������M�)�7�
�������	�������
�	��������������	�����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

���

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�
/ 


�AB�
�A�B


�

K�7����� �M�)�7�
�������	�������
������
�	�
�	��������������	�����

"����� ��� ������ ��� ��
��� ������ ��� 	�����������/� %� 	��#�������� ��#����7�� ��
	�
����
��������������
����H��������	��������������	������J��	�1�����@�6��
�#���������
	�
����
��������������
�����;
�	���	�
��������6��8?����������6��,�	���Q
�#���.���
�
� �����
� 	��������� ������� �
�%
� �
� 6��8$�� ��� ����6��,�	�/� � ������� �������
�������
�����������������	��.����3����������%���������������>�
��������7���/������
	��������������	������

3>�
��������M�2������������
�
��������������������
������61	��/�	�
�	��6�	���������
�������/� 	�
�� ����	�����K�7��������)���?���������
�������	���������	���
�6��8�
#���#��� �AB� �� 
������ )���H���� 	�������� � ����8$�� ����� 
��� ��� 6��
� � 
��,���
���>�
�������7�
/��
���O��/����������������
�	����������������	�����7�������6��8����
U���%���������
���7�
�����
�������������	���������������
�����������6��,�	����������
��7�����������Z��

4���8$���

���.���1��������6��8��7������������
����
�?��.���

A B� � �  � �= −ɺɺ ɺ /�

�����
��6��8$���������6��,�	����������
�
�	;��	�/�	�
���������
������������������
A
����	����B���6�	��

�

A B �

A B

# �

� � �� � �
=

+
��

"� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� �
�
�-� 6�	-�� ��� 	���������� ������	����� %� ���$�� ���
�����

�

A B

A B
 

 

/# �

$ � � � � � /
=

+ +
/�

������������������7�
�������	�����������
�
���������K�7���������Q
�#���.����������
��� ����	���
����� �� 
��� %� 	�	����� ���� )AB� O� �AB
 −
 �AB/� ���$�� �6���������� �
����6��
�����5��	��������������#��������������$A�B�	-�7������

�

�

A B A B
�

A B A B  

- � # � �� � �

$ � $ � � � � � /

+
= − =

+ +
/�


��	�
�����6��,�	��$A�B�%��
���7�����������/��������6�	�

�

�
A B

A B 

�� � �
- �

� � � � � /

+
=

+ +
/�

�������������7���.�����������
���7�
�����
������%���������������
����#����6���/������H�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

�

�� �
��
 A B ��
 �� 
� �

 

�� � �
) � - �

� � � � /→ →

+
= = =

+ +
/�

�����H/��������%�����������7�
�����
�������I������7��6�	�.�����	����������������6���#
�����
	���������������8$����
��/�������.������6��,�	����H�����������7���A�������������$�B��
I�6����
����� ���� ������� �$�� %� #����� ��� ������� ������ ��� ����� ��� ��6��,�	�/� �� 	�� 	���
��#������������������
������

J������.�������������
�%������7��������
/�	�
�	�����������
����	�
������$�����/���
�������� �������� �
� �������� 	�
� ��	��8$�� 
����	��� A#��� ��8$�� @����B�� ��

����	�
������������������
����	�������������
����	���/�	��6��
����������K�7�������/�
��������������	���������61��	���/��������#�������7�-��������	�����/ ���

�

�



�AB�


�AB



�

�

K�7�������M�4����
�	�
������	
�����	�������������6��8��AB��

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�
/ 


�AB�



�

�

�� ��+



�

K�7��������M�)�7�
�������	������	����������������	���������>�
���������

�

K�7��������M�2�
����
��������;
�	����������
�����>�
���������

3>�
��������M�2�����������7���.����
�������>�
���������������������
��������������
�����61	����U���%���	�
����
�������
����
���7�
�����
������	�
������������������
��������6��8$���������6��,�	����������
Z��

4���8$���

J�#
����� �������� �� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� �� ����/� 	�
����� ���	
����� ����

����/�H��.����������%��6��8�����1��%��������	
��������

�

A B �

A B

# �

� � ��
= /�

.������������������������������7���������������7�
�������	��������������
�H�����	�
���
	����������%�������������K�7�������/�	�H�6��8$���������6��,�	��	�
�����%��






)AB�

�����
����	����

������
����	����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

�

A B

A B
 

 

/# �

$ � � � /
=

+
��

3��� ���8$�� �������� ����� ������ 	�
���>��� 	��H�7���� 	�
� ����� ���� �����

� � � / �= A � �� � � � / �= − A �� 4�����/� ������ 	��� A#��� ��8$�� @����/� 	�
� 	�������� ���


����	�
��������B/�.��������������������
�%���	�������A	��������8$�����	�����H��$��
���B/� �� �������� �� �����
� ���	� ���7�� �� �.���1����� �� ���	� 6�	� ���	������ �� ���7�
/�
	�
��
����� � K�7��� ������Q
� #��� .��� ��� ����H�
����� �
��� �� ���7�
/� ���$�� �����
	�����������$��%��6�	���������	�
������������H���#���

�
�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�
/ 


�AB�



�

�

��



�

K�7��������M�)�7�
�������	������	����������������	���������>�
���������

�

K�7��������M�2�
����
��������;
�	����������
�����>�
���������

2��	������/� 	�
� ���� ���� ����� �>�
����� ���������/� .��� �� 	�������� �>	����#
�����
������	����� %� ��	�
����#��� ��
����� .����� �� �����
� %� 
����	���� �����
����� A�������
	�����������
����	�
������$�����B��4����
���$��
����	�������$����	��������6����
�����
���� � 8$�� ��� �
� 	�������� �>	����#
����� ������	������ J����� 	��� ��#����� �
���7�� ��
	������������#��#�/�#��������7�����

1�-� 	
���
��
��9�
9
���
���<���7���7
�M�#N�

"�8$�����	������������#��#��%�������	�����=�#��8$���������/������%/�.�����
����6����
�>����#��8$���������/�����#���	�����	�
�.����������#��/�
����������8$������#��#��
��	��������<)�7������	��������������	����/���	��������	������������#��#�/���6��
��

A B
A B A B �

�) 
�  / )  /

�
= + �� A���B�

�����;
����7���7
/�/�/� ����� ���� ������ �
� 6��8$�� ��� 7�-��������	����� �� ��� ���9
�
���7���7
/����O��/�
;
/ ��"�����6��
�����5��	�����	����������<)�%��������

( )A B
�

A B  �

' �
/ � �

- �
= + /� A�� B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

�� ��7�
� ��� ���	��� 
������� �� K�7��� ���&� ���������� �
� 	���������� <)� ��� �
�
����� 	�
� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����A�B�� "� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����
�
	�
������%�

A� B A BA B

A B � A� B A B
 �

 �

/ � � � �� �

$ � / � � � �

+
=

+ +
�� A���B�

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�

��
�


�AB�
�A�B
/ 


V�1�

�

K�7������&�M�)�7�
�������	�������
������
�	�
�	��������������	���������#��#���

3>�
��������M�"��������������
���7�
�����
��������������
�����>�
�������/���
������/�
	�
� �
� 	���������� <)� A������	���������#��#�B/� ��H����� � �
� ��7��� ��������� �� ������
�AB���

4���8$���

"�K�7������D�������������7�
�������	����������>�
���/�	�H�6��8$���������6��,�	��
�
�
�-�6�	-��%���������

�

A� BA B

A B
 �

 �  

/ � �# �

$ � � � / � � /

+
=

+ +
��

�����/ � %� �� 7�-�� ������	����� ����� %� �� ��
��� ����#��#��� �� ����� ��� ����	���
����� ��

��������������#
�����	�	����/������������

�

�

A B A B
�

A B A B  �  

- � # � ��

$ � $ � � � / � � /
= − =

+ +
/�

U������������%��
���7�����������/���������
���7�
�����
������6�	�

�

�� �

�
��
 A B ��
 �� 
� �

 �  

��
) � - � �

� � / � � / �→ →
= = =

+ +
/�

����#
�����������������7�
�����
������%�����/������H/���	��������%�����#�������#��������
�
=� ����8$�� ��� �.���1����� �� O� ��� "� ������� ���� ������ ���
���� 	��	����� .��� �� 	�
����
�����
���;
�	�� ��� 	�������� ����� 
����	����� "H������� �� #���� ��� ��� �� /�/� �������� ������ �
�
	�
����
���������
����	�������������
����	������

�
�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�

 A� B �/ � �+ 


�AB�



�

�

��



�

K�7������D�M�)�7�
�������	������	����������<)�����>�
���������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

�������
���������������
���%�	������A
��B�	�
��
�	����������<)�%���
��-�����
�
� �����
� ��� ��7���� ����
� 	�
� 	�������� ��� 
����	�
����� �$�� ���/� �������� %�
�.��#��������
������
������
�����
����	����	�
�	����������<�����	������������#��#��
������������������
�
����	�
��������	�
����
��������;
�	����������
��

Y�	�
�
���	��������������
��.�����6��
��������8?��������;
�	��3�����������8?���
����
� ���� ������	�/� ���;
�	�� ��� ��������� Q
� �������8$�� ������	� �>��	�� �
� 8$��
	�������/���.�����.�����������8$�����;
�	�#��������
������6��
����#��1#����<������
#��/� �
� �������8$�� ������� %� �
���#��1#��� �� ���
��-���� � �
� ��1��� 7����� ������ ��
�����
�� �� �>�
���� � ��7���� ������� �� 	�
����
����� ��� 	���������� .����� -��#��� �
�
�������8$��7�������������
��

3>�
������&�M�4���� ��������7���.����
�������>�
������������H� ���
�����=�8$�����
�
�6��8���������������������������AB���6��
�����
���7�����������/�����	����������%�
�����������	������L���������������
������ �����61	����"���������������������
�	�
�
���8$��=�6��8������������A	���������	�
������������������7�����������B��

4���8$���

3���� ������
� ����� ���� #����� 	�
�� �� 	�������� ��� �
� 
��� ��
� �
�� ��	����/�
	��6��
�� ������� � K�7��� ���@���� ����/� ���H����� �� ����8$�� ���
�#�
����/� 	��� � 6��8��
�AB��J�� �������� �O��/��
��/��������
���������/�%����>�������8$�����	�������������
������ �� 	�������� ��#���� ���$�� 	�
������ � 8$�� ��� ����� �� �������� � ����8$�� ���	��� ��

����"���6��,�	�/��AB/�������	���%���������.���1��������6��8����
�����#��

A B A B�  �  � � � �+ = +ɺɺ ɺ �

"���	���������6��
�����5��	��������.�8$�/�����
������.��������6��
�����
�AB�%�<A�B/���
����

�A B A B A B A B< � � � � � # � � � # �+ = + �

����7�
�������	���������������
�%�
���������K�7�������/�����������������>������
�1��#A�B��
�6��8$�����������

�

A B A B
A B  - � / < �

# �
�� � �

+
=

+
�

J������ .��/� ��#���� =� ������8� �� �������8$�� �AB/� �$�� ��� ����� ���	�� � 6��
��8$��
���	���������8$��D�������������6��8$���������6��,�	���
�
�-�6�	-���"��	��������/�
��#��������	������6���8?������	�
����8$�������7�
��������	����

Q
�#���.���-A�B�O�$A�B�−�#A�B/���	�
��$A�B�O��/����$����������#A�B����������������������
#��������6��8$���������6��,�	����
����

� �

A B A B
A B  - � / < �

- �
�� � � � � � �

− = +
+ +

�

.��������������������
���6�	�

�

A B �

A B  

- �

< � �� � � /
= −

+ +
��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��&�

K���
����/�����������.���<A�B�%��
���7�����������/���������
���7�
�����
�����������
���������

�� �

� � �
��
 A B ��
� 
� �

  

) � - � �
� � � � / � /→ →

−
= = = −

+ +
��

I���� ��7��6�	� .��/� �
���� � ��6��,�	�� ��� �� 	�������� ��H� ���� A$A�B� O� �B/� �� 	��������
������	������$��	����7����������������
���7�
�����
�������������������������
���1���
����� �
����� ��� #���� ���/ /� 
�� ����� 6�� 	�
� .��� �
����
� �
�%
� �� ��	��8?��� ���
��7�
��������������

� 

�AB� 
�AB


�




��



�AB�



��

�

K�7������@�M�2��������������8$������
�
�����
��
����	�����	�
��������

�

�AB�

−�1�

)AB� �AB�



 / 

�AB�



�

�

�� � �+



V�

1�

�AB�

�

K�7�������M�)�7�
�������	������	����������������	���������>�
������&��

2��	������/�	�
��������C���
���>�
���/�.����
�	����������������	�������
������
�
�����
����� 
����	���/� ��� �
� 	����������<)���
������
�.��.���/� �� ��H����� =� 8$�����
6��8�������������/��$��	����7����������������
���7�
�����
�������

"��
��/� ��� � 6��8� �AB� 6��� �
� ��7��� ��� ����������� ��/� ���$�� �� ����� �
� ��7�
��
���
����������>�
��������������������7����

�
� 

 

�
)

/
= − � A����B�

���
���������������8$���� �O�−)� �O�−���/ ��5�7�/�.�����
����6����6��8�����������/�

����������������������8$����
����

3
�����
�/�	������������<����<)�����
��$�����
�������������������������������
�
	�
� ���8$�� =� ��6��,�	�� .����� ��� �����
�� �$�� ������������ <�� ���
���� ����� ����� �����
��	���������������������	��������������7��/�#����������>�
���8$���

1�2� 	
���
��
��������������M�N�

"�8$������
�	��������������7���
������6��
�������	�������������������/������H�

A B
A B	

�� 
/ ) 

�
= � A����B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��D�

	�H�����6��
�����5��	��#����

A B A B	�' � / - �= /� A����B�

�����/	� %� �
�%
� 	�������/� 	��-�	���� 	�
�����;
� ���������� 3
� ���
��� ��� ��7�
� ���
���	��/� �� 	���������� ����7��/� ��
� �����
� 	�
� 6��8$�� ��� ����6��,�	���A�B/� 6�	� 	�
��

���������K�7������ ��"�6��8$���������6��,�	����������
�	���������6�	��

A BA B

A B A B
	

	

/ � �� �

$ � � / � �
=

+
�� A����B�

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�



	/

�



�AB�
�A�B


�

K�7������ �M�)�7�
�������	�������
������
�	�
�	������������7����

3>�
������D�M�2����������
�#�1	����
�#����������
������	�
�#���	������/�	�
���������
�K�7���������"�#���	�������#������	�������������
�6��8��AB�������	�����=�����7������
�������#���	������"��������	�
����
��������������
���7�
�����
������	�����������
�
���6��,�	����6��
�����
���7�������������

4���8$���

"�6��8$���������6��,�	�����#�1	�������
��������
���������6��
�����
�6��8��AB/�
%���������

A B �

A B

( �

' � � � �
=

+
/�

�/� 	�
��� 6��8� %�������	����� =� ����7��� ��#���	����/� ���$��� 6��8$����� ����6��,�	�����
�����
/�	��6��
��
������K�7�������/��������������

�

A B

A B
	

	

/( �

$ � � � � � /
=

+ +
�

<�������7����������6��8$���������6��,�	���������/�	�
����8$��������������6��,�	�/�
.�����������

�

�

A B A B A B

A B A B 	

- � $ � ( � � � � �

$ � $ � � � � � /

− +
= =

+ +
�

�� 	�
�� � ��6��,�	�� �AB� %� �
� ��7��� ��������/� ���$�� ������ �� �����
� ��� #���� 6���� ���
����
����������
���7�
�����
�����/������H��

�

�� �

A B
��
 A B ��
 �

A B� 
� �

	

� � � � �
) � - �

� � � � � /→ →

+
= = =

+ +
/�

�����������	��	����.�����	������������7���	����7������
�����������������������#���	�����
���#�1	�����



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��@�

�

�



�AB�


�AB



�

�

K�7��������M�+�1	����
�#��������	�
�#���	���������
�������

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�



	/

�



�AB��

�� �+



�

K�7��������M�)�7�
�������	�������
������
�	�
�	������������7����

3
���� �� 	�������� ����7��� ��H� 
��
����� ��������/� ���� ��
����� %� �
���7���
�����
������������	����
���#��������%�.�������8$�����������������/���.�����#����
����
��� �������� �� �����
�����
����� ���7��� A#��� 4�8$�� @�&B/� �%
� ��� 	���� ������������ ����

����	������4����
�������
�����
����	���������
�����	����������	�
��
�	�����������
�����<I/�#��������7�����

1�1� 	
���
��
��9�
9
���
���<���������M��N�

<������� 7������� 	��������������	����� H����� 	�
��� ����7��� �
��
�C��	��	�����������
3����	��������%�����
��������������	���������7��� A<IB������8$��%����
������8?���
������	�����������7��/������H�

A B A B A B 	�  / )  / )  �= + ∫ �� A���&B�

Y�	��#���������>���������7�-������7���/	��
����
���������9
���������/��	/���������
���8$��������/ ��
/	��J�����	�����	��������6�	�

A B A B A B 

 

	

/
�  / )  )  �

�
= + ∫ �� A���DB�

"���	���������6��
�����5��	�/���
����

A B �
�

A B  

	

' �
/

- � � �

 
= + 

 
/� A���@B�

����7�
�������	�������
�	��������������	���������7�������
������	�H�6��8$�����
����6��,�	�� #��� �A�B� %� ���������� �� K�7��� ����AB�� "� K�7��� ����A�B� 
����� �
�
��
���6�	8$�� ��� 	�������� ��� ��7�
� ��������� "� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����
�
	���������6�	�

A� B A BA B

A B A� B A B
 	

	  	

/ � � � �� �

$ � � � / � � � �

+
=

+ +
�� A����B�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�


�

	� �



�AB�
�A�B
/ 


V�1�

A�B� �

�
�AB�

−�1�

)AB�



A� B 	

	

/ � �

� �

+



�AB�
�A�B


�AB�

A�B� �

K�7��������M�)�7�
�������	�������
������
�	�
�	��������������	���������7���A�B����
���������7�
���
���6�	���A�B��

3>�
���� ��@� M� "���	�� �
� 	���������� <I� �� ������
� ��� �>�
���� ���/� 	��������� .��� �

�������H����
�����=�8$������
�6��8������������A��7��B���������������������#���
�
	�������������������
�����������61	����"����������������������������	��������<I�	�
�
���8$��=�6��8�������������

4���8$���

3���� ������
� %� ��
��-���� �� �������/� ���%
� ������� �
� 	���������� <I� �� ��#%�� ���
	����������������	����������7�
�������	�����������
�	�
���	�������������������#�����
��K�7���������"��1���������������������
/��
�6��8$����������-A�B�%�

�

� �
A B A B A B	

 

	

� �
# � - � / < �

� � �� � �

 +
= +  + 

�

K��������#
�����$A�B�O��/���
����.���-A�B�O�−#A�B/�����������

� �
A B A B	

 

	

� �
- � �� � � / < �

� �

 +
+ + = − 

 
�

���������������.���

� �

A B

A B
	

	 	  	  

� �- �

< � �� � �� � / � � /
= −

+ + +
�

4�� �AB� %� �
� ��7��� ��� ����������� �� ��������/� ��� ��H/�<A�B� O� ���/� �� ����� �
� ��7�
��
���
���������������������	����������������

� �� �
��
 A B ��
 �

�� 
� �

  	

� �
) � - �

� � � � / � / � �→ →

−
= = =

+ + +
��

�
�

�AB�

−�1�

)AB� �AB�



� 	
 

	

� �
/

� �

+



�AB�



�

�

�� � �+



V�

1�

�AB�

�

K�7��������M�)�7�
�������	������	����������������	���������7�������>�
������@��



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

�� �

I���� 
����� .��� �� 	���������� <I� 	����7��� ���
���� �� ����� ��� ��7�
�� ���
������ �
�
�����
�� ��H������ � �
� �������8$�/� �� .��� �� 	���������� ������	����� �$�� 	����7���� ��

���#��������%�.�����	��������������	��������	����7���7�����
�8$������������6�����6�������
��� ����/� ����� � 8$�� %� ������	����� �� ������ 4�� �� �����
� ����#��� ���
������ � �
� ��6��8��
�>�����/� �� 	�������� ������	����� ���>� �
� ����� �������� ��� .��� ��� �������� 	����7�
	�������8������6��8��"���������������	����������<I/�	������/���	��������������7���6���
����8$��	�
��������/����>���������	��������������	��������������
��8$�����������
J������.�����	������������7�������������$�������
��
��.������������H�����/��
�#���.���
����%������7���A��
����B����������������������4�
����.��������������������
�����,�	��
��
��������8$�/���	������������7���������
�8$���

1�4� 	
���
��
��9�
9
���
���<��������<���7���7
�M��#N�

��	����������<I)�%���
������7���������	������������������	�����/����.�����7����
��8?���������	����/�����7���������#��#��"�8$�����<I)�%��������

A B
A B A B A B 

  �

	

/ �) 
�  / )  )  � / �

� �
= + +∫ /� A��� B�

	�H�����6��
�����5��	��6�	�

� �A B �
�

A B
� 	 	

 �  

	 	

� � � � �' �
/ � � /

- � � � � �

  + +
= + + = 

 
/� A����B�

J�6��
������7�
�������	�����	��������<I)�%�
���������K�7�������/�	�H�6��8$�����
����6��,�	����������
�	���������6�	��������

�

�

A �B A BA B

A B � A �B A B
 � 	 	

 � 	 	

/ � � � � � � �� �

$ � / � � � � � � �

+ +
=

+ + +
�� A����B�

Q
����#��7��������	������������<I)�%�.��������	������
��%������
�������
�����
�����#���/�	�
�����,��������#������/�
�������������>�
���>�
�����

�
�AB�

−�1�

)AB� �AB�� �� 	 	
 

	

� � � � �
/

� �

+ +



�AB�
�A�B


�

K�7��������M�)�7�
�������	�������
������
�	�
�	��������������	���������7�������#��#���

3>�
�������M�"���	���
�	����������<I)���������
��,��������#������/�	������������
�

�	����
������/�
�����O���G7���	�
���
�������-������O���
��"������	����8$����
7�#�������O����
�����2������������7�-������	���������� �7�����/ �O�D�/����O������/���
��������8?����������
�������7�����	�O��������	�O��������"������������������	������������
�8$������
���7�����������������������8?��������
�������7����

4���8$���

�� 	�
����
����� ��� �,������ ��#������/� 
������� �� K�7��� ���&/� H�� 6��� ������� ��
4�8$�������"�6��8$���������6��,�	������,��������#�������
�����.���������������
���������
������#/��/��������/��������
�%������#����4�����,������6�������������
����������>�
��=�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

#����	�/� ���� ���� ��� 6���� �� #����	�� �>�����	��
����/� �%� ��#�������"� �.�8$�� ��6����	���
�������������,��������#�������6����	��

�A B�  �� � � �= θ− θɺɺ /�

�������%��	����8$����7�#������"���	���������6��
�����5��	�/���������6��8$�����
����6��,�	���

� �

A B �
A B

A B

�
� �

' � �� � � � �

Θ
= =

−
/�

	�H����������$�� � � � �= ��� � � � �= − ��2�
���
�����������%�������#��A���������������

����������#B/��������
�����������%������#����

2�����������7���.����������
�����������	��������������
�<I)/����$���6��8$�����
����6��,�	���
�
�-�6�	-��6�	��

� �

� � �

A �B A B A �BA B

A B � A �B A B A B
 � 	 	  � 	 	

 � 	 	  � 	  	  

/ � � � � � � � / � � � � ��

$ � / � � � � � � � �� / � � � / � � / � � �

+ + + +Θ
= =

+ + + + + + −
��

<�� .��� �� �����
� 	��������� ��H� ����#��/� ��#����� 7������ .��� ���� ��������� ��� ������
	�
������������7��#��"��������������������%���������

�
N�A B

�A B
 	

 � 	

/ �
 

�� / � �
= −

+
/�

.���%���7��#/�����������/ �.������	�������$��������#����<������/���
�#�
����������#������
�,������ ���������� ����#��� ���� � 8$�� ��� �
� 	�������� <I)�� <������/� 7��/� 	�
���� ��
�����9
��� 	�	���1���	�� ��� �,������ 	�
� �� ����
������ �� 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �
�
�����
������7�����7��/���.�������6����	������#��������6��.[,�	������������	�����������

����	�
����/������H�

�

 

�

 � 	

/ � � �

�� / � �

−
ω =

+
�

( )( )�

�

�
 	

 � 	  

/ �

�� / � � / � � �
ζ =

+ −
��

U������	�O��������#������	�
�������
��ω��O�&���ζ�O���&��<���	�O�������
����ω��≈�
D��@&���ζ�≈���������<������/�	�
���������#��������	�����������
����	�
����/��������
�
%� ����
����	���� �
� 
���� ��� 	����� <��%
/� .������	� O� ���� �� �,������ �������� �����

�
���	��8$�������ζ�O����D�!� � � � ��"�����������������
���
��>	��8$����7�������	�O�
����6�	�A#�����8$��@����B��

�& � �
A B � ��� � �	��

��



�  
−  

= − +  
 

/�

	�H��7��6�	��%�������������K�7������D/�H�����	�
��������������	�O������



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

�

θ�
�


�



�AB�

�

K�7������&�M�<,��������#�����������>�
������@��

2������������ �>	����#
����� ����7���� AIB/� �$�� ������ �
� �����
�� ��� ���
���� ����
/�
.��� �$�� �������
� ��	��8?��/� 	�
�/� ���� �>�
���/� �� 	�������� ��� �1#��� ��� �1.����� ��
�
��.�����

2������������ <I)/� ���� ��� #��/� �$�� ���������� �
� �����
�� ��H������ � �������8?���
A	�������� ����7��B/� ���$�������
�����
����	��������	�
�
����	�
����� ����6�	���������
�����������������	�������� A	������������#��#�B��3>�
�������������
��.���������
�	��������
<I)� �$�� �#���/� ����#��/� 
1������ �� ��%������� �� 	�������� <I)� %� �
�%
� �>�����#
�����
��������������C����/����	��������������	������A
�	;��	��/��%�
�	��/�-�������	��/���%���	�����
�����9��	��B��

� � � �
���

��D

���

��D

�

K�7������D�M�N����������	����������<I)�����,��������#�����������>�
��������

�A�B�


�	�O�����


�	�O�����
�AB�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

1�.� �@���=��
��

�B� Q������
�	����������������	���������7���#������6�������	�����������#���	�����
����
�
�������%���	��	�H�6��8$���������6��,�	���
�
�-������#����

A B �
A B

A B & �

�
� �

& � �

6
= =

+
�

��.���6A�B�%������6��
�����5��	����#���	������7����ωAB����
�������&A�B�%�
� ����6��
�� �� 	�������� ��� �
���� 	AB�� 3���� 
����� ����� 	��������� ���� �
�
	�������� <I� 	�
� 7�-�� ������	����� / � �� ��
��� ����7��� �	�� ������ � 6��8$�� ���
����6��,�	���
�
�-�6�	-����������
�����������
���7�
�����
�����/�.�����/ �
O������	�O�����

N��������� �

�

A B & &
A B

A B & D &�&

� �
� �

$ � � �

6 +
= =

+ +
/�

�

& �
A B A B �̂ A B_

& D &�&

�
- � $ � � �

� �

+
= − =

+ +
/��

�
��
 A B �� 
�

) � - �
→

= = �

�B� ��
���������;
�	������
�6��������������������������7������6��8$���������6��,�	���

A B �
A B

A B �

� �
� �

+ � �
= =

+
/�

������A�B�%������6��
�����5��	������
����������6�������+A�B�%��.��������
���	������H��������������������
����)���H�������������
�	��������<I����������
.�����������	�������6��
��	�����������
�������������6������<��������

B� "�6��8$���������6��,�	���
�
�-�6�	-����������
/������%/���&A�B�O��A�B�$A�B/�
�
�6��8$�����/ ����	��

�B� )��	����� �� 	�
����
����� �� ��
������/� 	�
� ���� ��� 	��	���� ���� ������ ���
�����
��
�
�-�6�	-�/�.�����/ �O�������	�O��/���

	B� )��	����� �� 	�
����
����� �� ��
������/� 	�
� ���� ��� 	��	���� ���� ������ ���
�����
��
�
�-�6�	-�/�.�����/ �O�������	�O����

�
N��������� �

B�
�

A B
A B

A B A �B
 	  

�&

	 	   

/ � � /� �
� �

$ � � � � / � /

+
= =

+ + +
�

�B� <��/ �O�������	�O��/�� ��
���������������	�
���>���	��H�7����� � @   = − + A ���

� @   = − − A ��5�7�/��������
�%�����#��/���������������������
������������7��#�

���������
�%���	��������
����	�����
	B� <��/ � O� ��� �� �	� O� �� ��
���� ����� ������ ����� � ��/� = − /� �� � �/� = − �� 2�
��


�����$����7��#��/��������
�%�����#���A��������	
����B/��$����	���������
�



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

�B� �� ��7�
� ��� ���	��� ��� �
� �����
� ��� ��7���� ����
� 	��������� ��
� 
�-�
6�	-�������
�	��������<)�%�
���������K�7��������

�

�AB�

−�1�

)AB� �AB�

 A� B �/ � �+ 


�AB�

�AB�
1�

1�



�

�

� �� �+ +



�

K�7������M�2��������<)���6����������>��	1	������

B� �������6��8$���������6��,�	�����	��������	�
����8$��������������6��,�	�/������
%/��$A�B�O�"A�B���$A�B/���������.�����������8$���AB���H������

�B� ������� 6��8$����� ����6��,�	�����	��������	�
����8$�������������������8$�/�
�����%/��<A�B�O�"A�B���<A�B/�.��������6��,�	���AB�6��������

	B� �������������������$A�B��
�<A�B/�.�����6���
�����������O�����7/���/ �O��/D��

�B� 4����������
��
���#��������������/ /���������������
���7�
�����
���������
�����
� .����� � ��6��,�	�� �AB� 6��� �
� ��7��� ��������� �� � �������8$���AB� 6���
�����

�B� 2�������������#
��������
��
���#���������������/ /���������������
���7�
��
���
��������������
�.��������6��,�	��6���������-��#����
��������8$����
6��
�����
���7�������������

6B� 4�����O�����7/�	�	�����������#������#���������/ �A����.���/ �!��B/����6��
��
7������.����������
���������������������	�
���>���	��H�7�����

N���������

B�
�

� �A B
A B

A B �A �B � �
 �  

$

 �  

/ � � /" �
� �

$ � � / � � /

+
= =

+ + + +
�

�B�
�

A B �
A B

A B �A �B � �<

 	  

" �
� �

< � � / � � /
= =

+ + + +
�

	B� �

� �

� �
 = − + A /�� � �

� �

� �
 = − − A �

�B�
�

�
A B

� &$

�
� �

� �

+
=

+ +
� )AB�O��AB�−��AB�

�

&� ) = �

�B�
�

�
A B

� &<� �
� �

=
+ +

� )AB�O�−��AB� �
�

&� ) = − �

6B� � � /− < < /�
��	�
��/ �!��/����$��

7B� � � /< < �



ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

&B� 2������ �����
�� ���;
�	��� �$�� �����#���/� 	�
�� ���� �>�
���/� �
� �,������ ��#��������
"#�?��� 
�������� ��� ���� ����
���-�� �$�� �
�%
� �����#���� ��� ������ ��� #����
������;
�	��� <�� ���������� ���� �����
�� ����� ���� ��������� �
� 	���������� <)�
	�
��
������������7�
�������	�����K�7��������<������������
����������

B� ������ ��� ������ ��� �����
� �
� 
�-� ����� A�A�B� O� #A�B��A�BB� �� ���	����� ���
�����������	�
�������������������

�B� ������ � 6��8$�� ��� ����6��,�	�� ��� �����
� �
�
�-� 6�	-�/� ����� %/���<A�B� O�
#A�B�$A�B/��
�6��8$�����/ �������

	B� 2�	���� ��� #������ ���/ � ����� ��� ��� 6��
� .��� ��� ������ ��� �����
� 	���������
��H
�−����−����������
�	������������������#��Z�

�
�AB�

−�1�

)AB�

 A� B �/ � �+ 


�AB�



�

�

&� −



�AB�

�

K�7�������M�)�7�
�������	���	�
���	������������6����������>��	1	���&��

N���������

�B� ����������$������−���2�
���
�����������%�������#�/����$���������
�%������#����

6B�
�

A B
A B

A B &
 �  

�<

 �  

/ � � /# �
� �

$ � � / � � /

+
= =

+ + −
�

7B� Q
� �����
� 	�
� ������−�� ��−�� ��
� 	�
�� �����9
��� ��� ����
������ � 6��
��
� & �� �+ + �� 2�
������ ���� �>�����$�� 	�
�.���� ��� �����
� 	��������/� ��
�

�� & � / − = /������H�/ �O����"�%
������/� & �/ � = /������������O�&����

�





ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

��D�

0�0���/��!���	���"� �#��

\�50�J/�c�������;��������
���
����4$��<�����:G����\��G�����\�����3������5���/�
���D��

2L3J/�2��0�������
��O���������
���
��������������P�����6���6��	����/��������	�/����
�7����	�
��-�����4�������2����7��<�����-��7/�������AI4\J��������&�����B��

)"dd�/�T��T�`�L�Q<I4/�2��L������������9�
A��
���������������
���
�������������N������
T�������P�����)���/��� &��

)�3\35IJ/�3������	
���
��������������	�������������7���T�-��c���E/��� D��AI4\J�����
�� ��&���  �D B��

)�NK/�N��2�`�\I4L�</�N��L��������������
���
����
���
��� ����8$���N������T�������
5�#����0%	��	�����2����16�	���3�����/���� ��AI4\J� D���@���&���B��

KN"Je5IJ/�P��K�`�<�c355�T��)�`�3:":I�J"3IJI/�"��!�����Q��
���
��
���������
���������&�-����������Q�����4�����N�#����<�����	��L��/�������AI4\J�������������&B��

L�Q<I4�2��L�`�5":�J0�P��\���#��������
���
���������/�:	P�F�L���/��� D��AI4\J��� �
������D���B��

eQ�/�\��2��������������
���
������
�����
��N������T�������<�����	��L������\����/��� D��

ec"e3NJ""e/�L�`�4I+"J/�N���������
9�������
���
�����������T�-��c���E�f�4���/�
������AI4\J���&���D����g�B��

:"N0IJ4�)3�2"N+"5L�/�T��5��������������
���
������
�����
/�N������T�������5�#����
0%	��	�����2����16�	���3�����/�������

�P"0"/�e�
�����;��������
���
����
����/��h����8$���N������T�������P�����
e��7�/�������

�P"0"/�e���������9�������������
��	
���
������������3�7��F����2��66���<�����	��L��/�
��@���

<LI55I<4/�2��5�`�L"N\�N/�N��)��������������
���
���������������5:
/�:G���/����@��

0"e"L"4LI/�i�`�N"\IJ4/�:��T�`�"Q45"J)3N/�)��:��	
���
���������������������
N����7��"�������c����E/�������

�
�

�





ANÁLISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara����

�

����

��,�#�	����

�<���������
�/���
�

����1
�����/���
���������C�	�����������7��7���$���������������0����"����

0����"���M�41
������7��7���

41
�����

�C�	����

41
�����

��C�	����

J�
�� <���C�	�� 3.��#������
������

Α� α� "�6� �6� �

Β� β� \��� ���� ��

Χ� χ� 2-�� .��� 	�

�� δ� )���� ����� ��

Ε� ε� 3������� %������� ��

Φ� φ����ϕ� <-�� 6�� 6�

Γ� γ� P
� 7
� 7�

Η� η� 3�� %�� ,�

Ι� ι� I��� ���� ��

Κ� κ� e�� 	�� G�

Λ� λ� 5
��� �;
���� ��

Μ� O� :�� 
�� 
�

Ν� ν� J�� ��� ��

Ο� ο� �
�	���� 9
�	��
� ��

Π� π� <�� ��� ��

Θ� θ� 0��� �%�� �>�

Ρ� ρ� N-�� �9� ��

Σ� σ����ς� 4�7
� ��7
� ��

Τ� τ� 0�� ��� ��

Υ� υ� Q������� C������� ��

6� ω����ϖ� �
�7� 9
�7� 9�

Ξ� ξ� a�� >�� >�

Ψ� ψ� <��� ���� ���

Ζ� ζ� d��� ���� ��
�
�
�


	CAPA
	VERSO
	FOLHA DE ROSTO
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS
	1.1 Noções básicas de sistemas
	1.2 Linearizações de sistemas não lineares
	1.3 Números complexos
	1.4 Séries de funções com infinitos termos
	1.5 Funções descontínuas no tempo
	1.6 Equações diferenciais ordinárias a coeficientes constantes.
	1.7 Movimento harmônico amortecido.
	1.8 Exercícios

	2 TRANSFORMADA DE LAPLACE
	2.1 Definição de transformada de Laplace
	2.2 Propriedades da transformada de Laplace
	2.3 Transformadas de Laplace de funções simples
	2.4 Função de transferência
	2.5 Polinômio característico

	3 SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES
	3.1 Elementos de sistemas dinâmicos
	3.2 Mecânico translacional
	3.3 Mecânico rotacional
	3.4 Elétrico
	3.5 Hidráulico
	3.6 Elementos de entrada – fontes
	3.7 Modelagem de sistemas dinâmicos pela transformada de Laplace
	3.8 Elementos transformadores e transdutores
	3.8.1 Elementos transformadores
	3.8.2 Elementos transdutores

	3.9 Exercícios

	4 TRANSFORMADAS INVERSAS DE FUNÇÕES DETRANSFERÊNCIA
	4.1 Transformada inversa de Laplace para sistemas lineares
	4.2 Decomposição em frações parciais para m < n.
	4.3 Decomposição em frações parciais quando m ≥ n.
	4.4 Decomposição em frações quando G(s) possui pólos múltiplos.
	4.5 Análise algébrica da função de transferência
	4.6 Exercícios

	5 DIAGRAMA DE BLOCOS
	5.1 Conceito de diagrama de blocos
	5.2 Manipulação de diagrama de blocos
	5.3 Exercícios

	6 ANÁLISE DO TRANSIENTE DE RESPOSTA
	6.1 Transiente de resposta
	6.2 Sistemas de primeira ordem
	6.2.1 Resposta do sistema de primeira ordem ao degrau unitário
	6.2.2 Resposta do sistema de primeira ordem ao impulso unitário
	6.2.3 Resposta do sistema de primeira ordem à rampa

	6.3 Sistemas de segunda ordem
	6.3.1 Resposta do sistema de segunda ordem para 0 < ζ < 1
	6.3.2 Resposta do sistema de segunda ordem para ζ = 1
	6.3.3 Resposta do sistema de segunda ordem para ζ > 1

	6.4 Análise de desempenho com base na resposta transiente

	7 CONTROLE CLÁSSICO DE SISTEMAS
	7.1 Definições
	7.2 Controladores auto-operados
	7.3 Controle on-off
	7.4 Controladores proporcionais (P)
	7.5 Controlador proporcional-derivativo (PD)
	7.6 Controladores integrais (I)
	7.7 Controlador proporcional-integral (PI)
	7.8 Controlador proporcional-integral-derivativo (PID)
	7.9 Exercícios

	BIBLIOGRAFIA CONSULTADA
	APÊNDICE A
	A-1 Alfabeto Grego


