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Nas aulas anteriores, apresentamos a transformada de
Laplace e vimos como ela pode ser usada para resolver um
problema de valor inicial com coeficientes constantes.

Em todos os exemplos que apresentamos, consideramos
funcdes de entrada (termo do lado direito da EDO) continuas.

Uma das grandes vantagens da transformada de Laplace é
que ela também pode ser usada quando a funcao de entrada é
descontinua ou impulsiva.

Na aula de hoje, veremos como a transformada de Laplace é
aplicada nesse contexto.



Funcao Degrau

Um tipo importante de descontinuidade que surge, por exemplo
na analise de um circuitos elétrico, € o de primeira espécie, ou
seja, quando a fungao é continua exceto por um namero finito
de “saltos”.
|
Podemos operar de forma eficiente com esse tipo de
descontinuidade usando a fungéo:

Definicdo 1 (Funcao Degrau Unitéario)

A funcao degrau unitario, denotada por u., é definida por:

0, t<ec,
Uc(t) = {

1, t>c

Em particular, escrevemos u = up.



Transformada da Funcao Degrau

A transformada de Laplace de uc, para ¢ > 0, é:

e cs

ZL{uc(t)} = . s> 0.

|
Considere agora uma fungao g dada por

g(t)_{o, t<ec,

f(t—c),t>rc,

em que f € uma funcao continua definida para todo t > 0.

Note que g possui um “salto” em t = c.
|
A fungéo g pode ser interpretada como a translagéo de f.



Em termos da func¢édo degrau, podemos escrever:

g(t) = uc(t)f(t —c).
Desse modo, temos o resultado:

Teorema 2 (Translacdo em t)

Se F(s) = Z{f} existe paras > a> 0 e sec > 0, entdo
Lluc(Hf(t—c)} = e CL2{f(t)} = e ¥F(s), s> a.
Inversamente, se f(t) = <~ 1{F(s)}, entéo

Ue(t)f(t—c) = 2 ' {e *F(s)}.



Exemplo 3

Determine a transformada de Laplace da funcéo f dada por

f(t) = {Sen(t)’ (t)f

< /4,

t
sen(t) + cos(t — w/4), /4.



Exemplo 3

Determine a transformada de Laplace da fungao f dada por

(t) = {sen(t), (t)

sen(t) + cos(t — w/4),

<t<m/4,
> /4.
Resposta: A funcao f pode ser escrita como:

f(t) = sen(t) + ur4(t) cos(t).

Usando linearidade da transformada de Laplace, concluimos
que

1 a5 S 1+semM

U0y =7+ 2+1 s2+1




Exemplo 4

Determine a transformada inversa de

1—e28

Sabe-se que



Exemplo 4

Determine a transformada inversa de

1—e 28
=——

F(s)

Observagao:

Sabe-se que

2t — é

Resposta: Pela linearidade da transformada inversa, temos

<2

)

t, 0
t

<t
2, t>2.

ft) =t—w(t)(t—2) = {



Exemplo 5

Determine a solugéo do problema de valor inicial
X" +4x=g(t), x(0)=0 e x'(0)=0,

em que g € a fungao dada por

(=}

, <5,
t <10,
t.

0
gty=<3 52 5
1, 5
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Exemplo 5

Determine a solugao do problema de valor inicial
x"+4x=g(t), x(0)=0 e x'(0)=0,

em que g € a funcao dada por

Resposta: Note que

9(t) = 5 (us(0)(t —5) — (Bt~ 10)),

6753 _ e1 0s

219t} =



Assim,
6753 o e10s 1

T 5s2(s2+4) 5
Dessa forma, temos

h(t) = 2 {H(s)} =

X(s) [e—5SH(s) . e—1°SH(s)] .

sen(2t),

B~

e, consequentemente,

x(t) = Sus(h(t—5) — Luro(t)h(t —10),

cujo grafico é:




Funcao Impulso

Em muitas situacdes, a funcao de entrada possui um grande
valor que atua em um curto intervalo de tempo. Em termos
matematicos, o termo do lado direito da equagéo diferencial
tem seguinte forma:

Definigdo 6 (Fungéo Impulso Unitario)

A “fungao” impulso unitario, também chamada delta de
Dirac e denotada por §(f), € uma distribuicao que satisfaz

Q0
J S(tH)ydt=1 e §(t)=0, paratodot 0.
—Q0



Observacao:

A funcéo delta de Dirac pode ser definida pelo limite

217, —T<t<rT,

o(t) = lim d-(t), em que d,(t) = .
(1) 7—0 () g () {O caso contrario.

Usando o teorema do valor médio para integrais, podemos
mostrar que

fw 5t — to)f(1)alt — F(ty).

|
Em vista disso, para qualquer t; > 0, definimos

ZL{5(t—1ty)} = e~ 50,
Em particular, definimos

215} = 1.



Exemplo 7

Determine a solugao do problema de valor inicial

X" +4x =84(t—2n), x(0)=3 e x'(0)=0.



Exemplo 7

Determine a solug&o do problema de valor inicial

X" +4x =84(t—2n), x(0)=3 e x'(0)=0.

Resposta: Aplicando a transformada de Laplace, obtemos

3s + 8¢ 27S
X&) ="erg

cuja inversa é

x(t) = 3cos(2t) + 4uo, sen(2t).



Grafico da funcao

= 3cos(2t) + 4uo, sen(2t).
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Exemplo 8

Determine a solugao do problema de valor inicial

2y" +y +2y=4(t-5), y(0)=0 e y'(0)=0.



Exemplo 8

Determine a solugao do problema de valor inicial

2y" +y' +2y=46(t—-5), y(0)=0 e y(0)=0.

Resposta: Aplicando a transformada de Laplace, obtemos

y 6753
(8) = 22 +s+2’

cuja inversa é

y(t) = \/%us(z‘)e‘“‘f’)/“ sen (X/F(z‘ 5)) .



Grafico da funcao




