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Prefacio

Este livro busca abordar os topicos de um curso moderno de transformadas
de Laplace oferecido a estudantes de matematica, fisica, engenharias e outros. A
énfase é colocada na formulagao e resolucdo de problemas e interpretacao de re-
sultados. Estudam-se a propriedades da transformada de Laplace e seu uso na
resolucao de equacoes diferenciais. Evita-se sempre que possivel o uso de conheci-
mentos de variavel compleza. Pressupoe-se que o estudante domine conhecimentos
e habilidades tipicas desenvolvidas em cursos de graduagao de célculo, algebra li-
near e equagoes diferenciais.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem de muitos problemas encontrados na fisica, quimica e engenha-
rias tais como massa-mola, ou circuitos em série, envolve funcoes descontinuas.
Um exemplo disso é uma fun¢ao do tipo chave liga/desliga, que é zero o inicio
do fenémeno, depois sobe instantaneamente a um valor constante durante algum
tempo e, finalmente, zero novamente. Métodos analiticos para resolver equagoes
diferenciais, como fator integrante, separacao de variaveis, coeficientes a deter-
minar e variacdo de parametros, funcionam bem quando as fungoes e envolvidas
sdo continuas. O método que vamos introduzir aqui, chamado de transformada
de Laplace, resolve esse tipo de problema. Essencialmente, a transformada de
Laplace é uma transformacao similar a derivagdo ou integracao, pois leva funcao
em outra funcdo. Alem disso, essa transformacao leva a derivada de uma funcao
em produtos da funcao original. Isso significa que essa transformacao leva uma
equacao diferencial a uma nova equacao em termos da funcao transformada que é
algébrica e pode ser resolvida facilmente. Uma vez que a transformada de Laplace
é conhecida, temos que calcular a transformada inversa para obter a solucao do
problema ( [2] and [1]).

Para cursar essas disciplina o estudante deve conhecer técnicas basicas estu-
dadas em disciplinas como Calculo Diferencial e Integral e Equacoes Diferenciais.
Nesse sentido, propomos alguns exercicios revisando algumas técnicas tteis.

Exercicios

z+67 T_e—x ezz_i_eflz

E 1.0.1. Use as expressoes coshx = £ ~ senh z = ¢ cosSx =
2 2 2

ir_ ,—iT . . .
e sen r = “—~— para calcular as seguintes integrais:
a) Joosen (t)etdt

b) [o* cos(wt)etdt



Calculo Numérico

E 1.0.2. Calcule o valor da integral

/OOO sen (wt)e *'dt (1.1)

como uma func¢ao de w e s sabendo que s e w sdo constantes reais positivas.

E 1.0.3. Calcule o valor da integral

/a e~ dt (1.2)
0

como uma func¢ao de a e s sabendo que a e s sdo constantes reais positivas.
E 1.0.4. Mostre que se |z| < 1 entao
0o k_ _1

b) Sl ket = 555

E 1.0.5. Use o resultado anterior para resolver os seguintes somatorios
a) Yplge
b) YiZo(—1)te~**
c) S50, ke sk
onde s é uma constante real positiva.

E 1.0.6. Use a técnica de integragao por partes para realizar as seguintes
integrais:

a) Joote tdt

b) [5°t2etdt
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E 1.0.7. Calcule a integral
I :/ |sen (t)| e "dt
0

escrevendo-o como o somatorio

© k+1

I= Z(—l)k/ sen (t)e 'dt.

k=0 k
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Capitulo 2

Transformada de Laplace

2.1 Definicao de transformada de Laplace

Definigao 2.1.1. Seja f(t) uma fung¢ao definida nos reais nao negativos. Quando
a integral

L0 = [ f@etar (2.)
for convergente, ela serd chamada de transformada de Laplace da fungdo f(t).

A transformada de Laplace £L{f(¢)} de uma funcao f(¢) é uma fungao da varia-
vel s. A notacao usual neste contexto é letra mindscula para a funcao e letra maius-
cula para a transformada: L{f(t)} = F(s), L{g(t)} = G(s), L{h(t)} = H(s). Nos
proximos exemplos, vamos aplicar a definicdo para calcular a transformadas de
Laplace de algumas fungoes.

Exemplo 2.1.1. Vamos calcular a transformada de Laplace da funcao f(t) = 1:

{1}y = /Ooo 1. eotdt

= lim | e *'dt

a— 00 0
1 _ e*Sa
= lim
a— 00 S

—sa

O limite lim

sO existe se s > 0. Portanto,
a—r o0 S

1
87

L{1} = s> 0.
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Exemplo 2.1.2. A transformada de Laplace da fungao f(t) = ¢ é calculada fa-
zendo integracao por partes:

L{t} = / te "' dt
—st 00 —st
- /O (—68 )dt.

o0 1 0o
+ - / e stdt.
0 s Jo

te

—st a

onde a notagao —

S —st
.. . €
indica lim [ —

0 a—r o0 S 0

meira parcela do lado direito é zero e a segunda é %E{l}, isto é,

iy = éﬁ{l}zs—i, 5> 0.

). Observe que, se s > 0, a pri-

onde usamos o resultado do exemplo 2.1.1.

Exemplo 2.1.3. Para calcular a transformada de Laplace da funcao f(t) = t"
usamos a ideia introduzida no exemplo 2.1.2 e escrevemos-a em termos da trans-
formada de t"~!. Observe primeiro a transformada de ¢* e ¢

L{t*} = / tre stdt
0
2 ,—st | 0o —st
t _ / <—2t6 )dt.
0 0 S

e
2 [ 2 21 2

— - t _Stdt: —E th=—— = — >O
5/0 ¢ 5 {t} ss2  §3 iy

S

L{t’}y = /OOO tlestdt

()
0

3!
= §/ e *tdt = —/:{t2}_§_: : 5> 0
0

b
s st

t3efst

S

Agora ja podemos intuir qual seria a expressao para a transformada de ¢":

L{t"} = s (2.2)

n+1’

Essa expressao pode ser formalmente demonstrada pelo método de indugao mate-
matica (ver exercicio 2.1.5).
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6 Calculo Numérico

Exemplo 2.1.4. A transformada de Laplace da fungao f(t) = e~ pode ser obtida
por integragao direta:

E{e*“t} = /OO e Yestdqt
0

_ [
0

e~ (s+a)t o0

s+a

1
= , s+a>0
0 S+ a

Exemplo 2.1.5. A transformada de Laplace da fungao f(t) = sen (wt) pode ser
obtida integrando por partes duas vezes:

L{sen (wt)} = /OOO sen (wt)e *'dt

1 /OOO (w cos(wt)) (—e_St) dt

S

sen (wt)e |~

5 0
[e.e]
= g/ cos(wt)e *dt
s Jo
w

_ <_M T 1/0°° (—wsen (wt)) (—e~*) dt>

s s 0 S
1 o0
- Y <— v sen (wt)e‘“dt)
s \s sJo
2
woow
= a2 Eﬁ{sen (wt)}.

Observe que obtemos uma equagao para L{sen (wt)}:

2

woow

L{sen (wt)} = = Eﬁ{sen (wt)}. (2.3)
Resolvemos essa equagao e obtemos

w? w
L{sen (wt)} (1 + ?> == (2.4)
isto é,
w
L{sen (wt)} = poawl s> 0. (2.5)

Exemplo 2.1.6. Vamos agora calcular a transformada de Laplace £{ f(¢)} de uma
funcao f(t) descontinua definida por partes:

0, 0<t<4
f(t) = (2.6)
5, t>4.

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

2.1. DEFINICAO DE TRANSFORMADA DE LAPLACE 7

Aqui usamos a seguinte propriedade de integral: [ f(t)dt = [* f(t)dt + [P f(t)dt.
Portanto,
LWy = [ rwed
4 00
= / f(t)e’“dt—i—/ f(t)e*dt
0 4
4 o)
= / O-G_Stdt+/ Se *tdt
0 4

5e—st S 56—45

S

4 S

Exercicios

E 2.1.1. Calcule a transforma de Laplace da fungao f(t) = cos(wt) usando a
definicao.

E 2.1.2. Calcule a transforma de Laplace da fungao f(t) definida por partes:

0, 0<t<
fiH)=19 1, 3<t<5, (2.7)
0, t>5.

E 2.1.3. Use a definicao de transformada de Laplace para calcular as trans-
formadas das fun¢oes dadas nos graficos abaixo:
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E 2.1.4. Use a definicao de transformada de Laplace para calcular as trans-
formadas das fun¢oes dadas a seguir:

a) f(t)=at
0, 0<t<?2
b) ft)=1¢ 2, 2<t<3
0, t>3

d) f(t) = cos(wt)
e) f(t) = cosh(at)
f) f(t) =te*

g) f(t)=e "

E 2.1.5. (Principio da Inducao) Mostre que L{t"} =
guintes passos:

n! 1
et Seguindo os se-
a) Mostre que a férmula é véalida paran =0, 1,2 e 3.1

(n—1)!

Sn

Sn—f—l

b) Mostre que L{t" '} = é vélida, entao L{t"} = também o é.

!De fato, bastaria mostrar para n = 0.

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.2. CONDICAO DE EXISTENCIA DA TRANSFORMADA DE

LAPLACE 9
2.2 Condicao de existéncia da transformada de
Laplace

A integral que define a transformada de Laplace nem sempre converge e, nesse
caso, dizemos que a funcdo nao possui transformada de Laplace. As funcgoes
ft) = e e f(t) = % sao alguns exemplo de funcoées que nao possuem trans-
formada de Laplace. Nessa se¢do, vamos introduzir uma familia de fungoes que
possuem transformada de Laplace. Neste contexto, vamos considerar as fungoes
que sao continuas por partes, ou seja, aquelas que possui um nimero finito de

descontinuidade.

Definigao 2.2.1. Dizemos que uma fungdio f(t) é de ordem exponencial ¢ se exis-
tem constantes ¢, M >0 e T > 0 tal que |f(t)] < Me® para todo t > T.

Exemplo 2.2.1. As fungdes f(t) = t?, g(t) = sen (t), h(t) = ¢! sdo de ordem
exponencial, pois

it* <e',  t>0, (2.8)
|5 cos(t)] < €, t>2, (2.9)
le”| <€, t>0. (2.10)

A figura 2.1 ilustra o crescimento de f, g e h

N W

|
B

!

T

Figura 2.1:

Teorema 2.2.1. Se f(t) é integrdvel em cada intervalo [a,b] C [0,00) e de ordem
exponencial ¢, entdo a transformada de Laplace de f(t) existe para s > c.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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10 Calculo Numérico

Demonstragio. Como a funcao f(t) é de ordem exponencial ¢, entao existem cons-
tantes ¢, M > 0 e T > 0 tal que |f(t)| < Me para todo t > T. Assim, se T é
maior ou igual a T, a transformada de Laplace pode ser escrita como a seguinte
soma:

LLF()) = /0 T rtetdt = /0 " Fetdt + /T T F(t)etdt. (2.11)

A primeira parcela do lado direito é a integral do produto de duas funcoes inte-
graveis no intervalo [0, 7], logo, estd bem definido. Agora, como T' > T, podemos
estimar

/fx’ f(t)e—stdt} < /f”| F(O)] et < /wMeCte_Stdt
T T T
M —(s—c)T

= M/OO eIt = —M e~ (st
T

= ——oct , s> c.

c—s 7 s—c
Como limy , S—Afce_(S_C)T =0, a integral [;* f(t)e*'dt converge para todo s > c,
ou seja, a transformada de Laplace existe neste dominio. O

Observacao 2.2.1. O teorema 2.2.1 apresenta condigoes suficientes para existén-
cia da transformada de Laplace, estas condi¢oes nao sdo, no entanto, necessarias.
Por exemplo, a fungdo f(¢) = In(¢) ndo é continua na origem, sequer é limitada
quando ¢t — 0+, mas admite uma Transformada de Laplace.

Teorema 2.2.2. (Comportamento no infinito) Se a transformada de Laplace de
uma fungao limitada f(t) existe, F\(s) = L{f(t)}, entao

Sliglo F(s)=0. (2.12)
Demonstracao. Por definicao,
F(s) = / F(t)e*tdt. (2.13)
0

Fazendo u = st, temos:

F(s) = 1/OOO f (3) e~du. (2.14)

S S

Usando o fato que f ¢ limitada, existe M tal que |f(t)| < M e, assim,

M oo M
IF(s)| < —/ e~tdu = = (2.15)
s Jo s
Portanto, |F(s)| — 0 quando s — oo, 0 que implica
lim F(s) =0. (2.16)

5—00
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2.3. A TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 11

Exercicios

E 2.2.1. Identifique quais fungoes sao integraveis por partes em [0,00) e de
ordem exponencial, isto é, se enquadram nas hipoteses do teorema 2.2.1.

a) f(t) = e,

b) f(t) = e cos(t).

¢) f(t) = 1.

d) f(t) = In().

e) f(t) =z

f) f(t)=6"+1.

g) f(t)=e".

h) f(t) ="
0, 0<t<3

B ft)=9 1, 3<t<5,
0, t>5.

2.3 A transformada inversa de Laplace

Se F(s) = L{f(t)} é a transformada de Laplace de f(t), entdao dizemos que
f(t) = L7YHF(s)} é a transformada inversa de Laplace da funcio F(s). Essa
definicao s6 faz sentido se a transformacao definida no conjunto de fungoes que
possuem transformada de Laplace for "bijetora", ou seja, cada fungao f(t) esta
relacionada a uma tnica transformada F(s). E facil observar que duas funcoes
iguais a partir de ¢ = 0 possuem a mesma transformada de Laplace. Porém, se
duas transformadas sdo iguais para s > sg, por exemplo, F'(s) = G(s), entao

/0 T F(t)estdt = /0 O (2.17)

ou seja,

| = geneat =0 (2.18)

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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12 Calculo Numérico

para cada s > sg. Mas, o fato dessa integral ser nula, nao significa que a funcao
f(t) — g(t) é nula. Tome como exemplo a fungao

0, 0<t<3,
h(t)=4¢ 1, t=3, (2.19)
0, t>3,
que nao ¢é nula, mas a integral
/ h(t)e™tdt =0 Vs > so. (2.20)
0

No entanto, a funcdo f(t) — g(¢) ndo pode ser diferente de zero em um conjunto
muito grande. Basta tomar como exemplo uma fungdo que nao se anula em um
intervalo pequeno:
1, 0<t<e,
h(t) = (2.21)
0, t>e€

para 0 < € << 1. Por menor que seja €, a integral (2.20) nao se anula para s > 0.
Existe um conceito que diz que duas fungoes hq(t) e ho(t) sdo iguais quase-sempre
em [a,b] se

/b 1 (t) — ha(t)]dt = 0, (2.22)

Observe que o modulo no conceito é importante, pois podemos tomar uma fungao
diferente de zero em intervalos grandes e com integral zero, por exemplo,

1, 0<t<l,
hs(t) =4 —1, 1<t<?2, . (2.23)
0, t>2,

Observe que a integral (2.20) deverd ser zero para todo s > sg, 0 que compensa
a falta do médulo. Por exemplo, a integral (2.20) aplicada a funcao (2.23) nao é

ZET0:
o] € 2e
/ hs(t)e ®dt = / e Stdt — / e tdt
0 0 €

2e

efst efst
- 0 - €
1 e~ 5¢ eS¢ 67236
= -+ #0,  s>0.
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2.3. A TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 13

Usando esse conceito, se duas transformadas de Laplace sao iguais, as respectivas
inversas sao iguais quase-sempre. Nesse sentido, uma fungdo que possui trans-
formada de Laplace esta contida numa classe de func¢oes que possuem a mesma
transformada de Laplace. Se olharmos cada classe de func¢oes como um elemento
de um conjunto, entao a transformada de Laplace é "bijetora". Isso significa que
a transformada inversa estd bem definida, mesmo que nao escrevemos uma forma
integral fechada para ela. Uma forma integral fechada para a transformada inversa
de Laplace aparecera naturalmente na teoria de transformada de Fourier. Aqui
temos a tabela 2.1 das transformadas de Laplace que calculamos na secao 2.1 e
suas respectivas inversas. Observe que cada funcao da segunda coluna representa
uma classe de funcoes iguais quase-sempre. As tabelas A.1 e A.2 do apéndice A.1
estdo mais completas. As tabelas de transformadas sdo tteis quando estamos re-
solvendo uma equacao diferencial, pois na pratica, consultamos uma tabela para
calcular a inversa.

Exemplo 2.3.1. Para calcular a transformada inversa da funcio F(s) = —2

100+s2>
fixamos a = 10 na quarta linha da tabela 2.1 e obtemos
10
= 10t 2.24
£ {100+32} sen (107) (2.24)

Exemplo 2.3.2. Da mesma forma, para calcular a transformada inversa da funcao
F(s) = S%, fixamos n = 30 na terceira linha da tabela 2.1 e obtemos

1 t29
-1 .
c {_530} = o1 (2.25)
Exercicios

E 2.3.1. Use a tabela A.1 para calcular a transformada Inversa de Laplace
das fungoes:

) ) T os2+4
b) F(s) = 5
c) F(s) = =
d) F(s)= _s2+;s+1 - 32—{—;5-1—1
¢) F(s) = mrmnem
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F(s) = L{f(t)} f(&)=L7HF(s)}
1
; 1
? t
tnfl
—, (n=1,2,3,..) 1)
wQL—i—sQ sen (wt)
1 —at
s+a ¢

Tabela 2.1:
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Capitulo 3

A propriedade de linearidade e a
transformada da derivada

3.1 Linearidade da transformada de Laplace

Teorema 3.1.1. (Propriedade da linearidade) A transformada de Laplace é uma
transformacao linear, isto €,

LA{af(t)+Bg(t); = aL{f{)} + BL{g([)} (3.1)
sempre que cada uma das transformadas existirem.

Demonstracao. Isso vem direto da propriedade de linearidade da integral:
L{af () +89(0)} = [ (af(t) +Bg(t) et
= [Taf@ear+ [T Bg(tear

— a [T et + 5 / et
= aL{f(O)} +BL{g()
O
Exemplo 3.1.1. A transformada de Laplace da fungdo f(t) = sen (wt) ja foi
calculada no exemplo 2.1.5. Agora vamos calcular novamente usando o resultado
do exemplo 2.1.4 e a linearidade da transformada de Laplace. Primeiro recordamos

a férmula de Euler para escrever exponenciais complexas em termos de senos e
COSSeNos:

e™ = cos(wt) + isen (wt)
ou

e = cos(wt) — isen (wt).

15
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As duas expressoes podem ser resolvidas em termos do seno e do cosseno para
obter

wt _ ,—iwt
sen (wt) = % (3.2)
i
1wt —twt
cos(wt) = % (3.3)

Agora podemos calcular a transformada de Laplace do seno usando a expressao

(3.2).

L{sen (wt)} =

D
——

eiwt _ e—iwt
21 }
() - e e
1 1
s—iw s+ iw)

s +iw — (s—iw))
(s —iw)(s + iw)

)

&
S

W= R~ R =R~
ST [
[N}

+

g

[\o}

CD[\’)
+
g[\’)

Exemplo 3.1.2. A transformada de Laplace da fungao f(t) = senh (wt) pode
ser calculada usando o resultado do exemplo 2.1.4 e as expressoes em termos de
exponenciais:

at _ ,—at

senh (at) = % (3.4)
at —at

cosh(at) = %. (3.5)
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Aplicamos a propriedade 3.1.1 a expressao (3.4) e temos:

L{senh (at)} = E{%}

= e} - gefe)
1 1 1

- é(s—a_s+a)
l(s+a—(s—a)

- §<<s2a><s+a>>

- 5(52—a2)

Exemplo 3.1.3. Vamos calcular a tranformada de Laplace da funcao f(t) =
wt — sen (wt) usando propriedade de linearidade 3.1.1 e o exemplo 3.1.1:
L{wt —sen (wt)} = wL{t} — L {sen(wt)}

w w
i
w(s® + w?) —ws

s2(s% 4+ w?)
w(s? + w?) — ws? w?

s2(s2 +w?)  s2(s? +w?)

2

Observagao 3.1.1. A transformada inversa de Laplace também é uma transfor-
macao linear, isto é,

L7 {aF(s) + BG(s)} = af(t) + By(t). (3.6)

Esse resultado é consequéncia da propriedade de linearidade 3.1.1:

L7 aF(s)+ BG(s)} = L H{aLl{f(t)}+ BL{g(t)}}
= L7 LA{af(t)+By(t)}}
= af(t)+ Bg(t).

Exemplo 3.1.4. Vamos calcular a tranformada inversa de Laplace da fungao

F(s) = % + ;% — - usando propriedade de linearidade 3.6 e a tabela 2.1:

S—

2 4 1 1 1 1
1 fe 4 _ 1t il A
£ {s+32 3—1} 2L {s}+4£ {52} £ {3—1}

= 244t —¢
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Exercicios

E 3.1.1. Use a propriedade de linearidade 3.1.1 para calcular a transformada
de Laplace das seguintesfunc¢oes

a) f(t) = —8t + 2sen (5t)

b) f(t) = —3t*(t — 2)
¢) f(t) = (2t - 3)°

d) f(t) = cos(t)?

f) f(t) = sen (t)’

g) f(t) = cosh(t)’

h) f(t) = cos(wt).

i) f(t) = e — €.

J) f(t) = cosh(at).

k) f(t)=1— cos(wt).

E 3.1.2. Use a linearidade da transformada inversa para calcular a transfor-
mada inversa de Laplace das seguintes fungoes

a) F(s) = 35

b) F(s) = 2s (25 + s

E 3.1.3. Resolva os seguintes itens

a) Use a defini¢do para mostrar que L{e*'} = —, 2z € C.

b) Use a féormula do item a) para concluir que
s—a-+1b

a+1ib o
¢) Use a férmula de Euler e o item b) para concluir que
. 5—a
C{G tCOS(bt)} = m (38)
‘ b
C{Gat sen (bt)} = m (39)
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3.2 A transformada de Laplace da derivada de
uma funcao

Teorema 3.2.1. (Propriedade da transformada da derivada) Se f(t) € continua e
de ordem exponencial e f'(t) é continua por partes para t > 0, entao

L{f(0)} = sLLf (@)} — £(0). (3.10)

Demonstragao. Primeiro considere f(t) e f'(f) continuas nos reais nao negativos.
Usando integracao por partes na definicao de transformada de Laplace, temos

Lirwy = [ty
= @)y - [ (s (e

= —f(0)+ S/OOO e S f(t)dt
= —f(0)+sL{f (D)}

Se f'(t) for continua por partes, entdo separamos as integrais em somas de tal
forma que f’(t) seja continua em cada parcela. Aplicamos integragdo por partes
em cada parcela e obtemos o resultado desejado. O

Considere f(t) e f'(t) continuas e f”(t) continua por partes. Entao podemos
aplicar a expressao 3.10 duas vezes e obter:

L{" 0} = sL{f@)} - 1(0)
s (sL{f()} = f(0)) = £(0)

= SL{f()} = sf(0) — £(0). (3.11)

Analogamente, se f(t), f'(t),---, f™D(t) sdo continuas e f™(t) é continua por
partes, entao

LLF()} = s"L{f ()} = "1 f(0) = 8" 2f/(0) — - = fU7V(0). (3.12)

Vamos usar a propriedade 3.2.1 da transformada da derivada para calcular trans-
formadas de Laplace.

Exemplo 3.2.1. Vamos calcular a transformada de f(¢) = cos(t) usando a pro-
priedade 3.2.1. Observe as derivadas:

f(t)=cos(t), fl(t)=—sen(t) e  f'(t)=—cos(t). (3.13)

Logo,
fi(t) == f(t). (3.14)
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Aplicamos a transformada de Laplace e usamos a propriedade 3.2.1:
s*F(s) — sf(0) — f'(0) = —F(s). (3.15)
Usamos o fato que f(0) = cos(0) =1 e f/(0) = —sen (0) = 0 e obtemos
s*F(s) — s = —F(s), (3.16)

ou seja,

F(s) = , (3.17)

que confere com o item 14 da tabela A.1.

Exemplo 3.2.2. Agora, vamos calcular a transformada de g(t) = t cos(t) usando
a propriedade 3.2.1 da transformada da derivada . Observe as derivadas:

g'(t) = —tsen (t) + cos(t) (3.18)
g"(t) = —tcos(t) —sen (t) — sen (t), (3.19)

ou seja,
g"(t) = —g(t) — 2sen (t). (3.20)

Aplicamos a transformada de Laplace e usamos a propriedade 3.2.1:
s*G(s) — s5g(0) — ¢'(0) = —G(s) — 2L{sen (¢)}. (3.21)

Usamos o fato que ¢g(0) = 0 - cos(0) = 0, ¢'(0) = —0-sen(0) + cos(0) = 1 e
L{sen (1)} = Z45 e obtemos

2
SQG(S) — 1 = —G(S) — m, (322)
isto é,
s2—1
= 2
G<S) (82 + 1)27 (3 3)
Exercicios

E 3.2.1. Dado f(t) = cosh(at), sabemos que f”(t) = f(t), f(0) = cosh(0) =1
e f'(0) = asenh (0) = 0. Use essas informacoes e a propriedade da transformada
da derivada para calcular L{f(¢)}.
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E 3.2.2. Use a propriedade da transformada da derivada para calcular a
transformada das seguintes funcgoes:
a) b)

3.3 Aplicacao da transformada de Laplace para
resolver problemas de valor inicial

A propriedade da transformada da derivada 3.2.1, juntamente com a proprie-
dade da linearidade 3.1.1, sao importantes para resolver problemas de valor inicial.
A ideia é aplicar a transformada de Laplace a equacao diferencial e, usando as con-
digoes iniciais escrevemos uma equacgao algébrica para transformada de Laplace
da solucao, que é chamada de equagao subsidiaria. Em seguida, resolvemos a
equacao algébrica e calculamos a transformada inversa para obter a solucao do
problema. Por exemplo, considere o problema de valor inicial de segunda ordem

y'(t) +ay'(t) +by(t) = f(t)
y(O) = Yo
y'(0) = w

com a, b, yo e y{ constantes. A aplicacdo da transformada de Laplace nos da

L{y" ()} + aL{y' ()} + bL{y (1)} = L{f (1)} (3.24)

Usando a propriedade 3.2.1, obtemos a seguinte equagao subsidiaria

s*L{y(t)} — sy(0) — y'(0) + asL{y(t)} — ay(0) + bL{y(t)} = L{f (1)} ~ (3.25)
ou seja, F(8) + 53 + 41+ a3
(s> +as+0b)
onde L{y(t)} =Y (s) e L{f(t)} = F(s). A solucao do problema de valor inicial é

y(t) = L7HY(s)}.

Y(s) = (3.26)
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Exemplo 3.3.1. Vamos resolver o problema de valor inicial

Y0 +y) = 2

y(0) = 2
y'(0)
Primeiro aplicamos a transformada de Laplace na equacao diferencial:
Fy"(0)} + Fly(t)} = F{2t} (3.27)
Em seguida, usamos a equacao 3.11 para obter
s*LLy(t)} — sy(0) — y'(0) + Fly(t)} = 2F{t}. (3.28)
Agora, usamos a notagao L{y(t)} = Y (s) e o fato que F{t} = % para escrever
2
sY (s) — sy(0) —¢/(0) + Y (s) = = (3.29)

Obtemos a equagao subsididria quando substituimos y(0) = 2 e y'(0) = 1:

Y (s) =25 — 1+ Y(s) = % (3.30)

O préximo passo é resolver a equacao algébrica para Y(s)
Y(s)(s2+1) = % + 25+ 1, (3.31)
isto é,
2 2s 1
s?(s2+1) i (s2+1) i (s24+1)
A solugao do problema de valor inicial pode ser escrita como

0= ) ) ) e

Obtemos as transformadas inversas olhando a tabela A.1 do apéndice A.1, itens
20, 14 e 13:

Y(s) =

(3.32)

1
L1 {m} =t —sen (1), w =1 no item 20 da tabela A.1,  (3.34)
£ {(32 i 1)} = cos(t), w =1 no item 14 da tabela A.1 (3.35)
1
L1 { Er 1)} = sen (1), w =1 no item 13 da tabela A.1 (3.36)
Combinando a propriedade da linearidade 3.1.1, temos:
y(t) = 2t — 2sen (t) + 2 cos(t) + sen (t) = 2t + 2 cos(t) — sen (t) (3.37)
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E 3.3.1. Resolva o seguinte problema de valor inicial

y"(t) +2y'(t) + y(1)

Exercicios

E 3.3.2. Resolva os seguintes problemas de valor inicial

y

y'+2y =1,
y(0) =3

y +3y=e¢,
y(0) =2

y" 45y 4+ 6y =0,
y(0) =1,
y'(0) =0

v+ ty=e,
y(0)=1

y" +y = 2cos(t),
y(0) =3,
y'(0) =4

Y+ Ty + 12y = 21,
y(0) = 3.5,
y(0) = ~10
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3.4 Meétodo das fragoes parciais para calcular trans-
formadas inversas

Suponha que P(z) e Q(z) sdo polindmios tais que o grau de P é menor que
o grau de Q. O polindémio Q(x) pode ser fatorado em polindémios de graus um e

dois:

Q(7) = (ax+b)" - - - (apz+b,) " (12’ +diz+e)P' - - (cna® +dmr+en, )™, (3.38)

Com isso, podemos encontrar constantes Ajq1,...,An 1. 0,, Bi1,- - Bmpiop, €
Cia, ..y Copyop, tais que:
P T -1 A ln—1
) = > = g Tt Z
Q(x) =0 (a1 + by) — (ap,x + b Yin—
i Pl Bl,kx + Cl,k 4t pgl m kT + Cm k
= (ciz® + dix + 61)1’1*11‘C (emx® + dpx + e )Pk’

Esse método é usado para calcular integrais de fungoes racionais e transformadas
inversas de Laplace.

Exemplo 3.4.1. Para calcular a transformada inversa de Laplace da funcao racio-

1 7’ ~ . . .
nal F(s) = T2 =35 —5) Usamos o método de fragoes parciais, ou seja, encontramos

A, B e C que satisfazem

1 A B+ Cs
F(S):(s—l)(52+1) - 5—1+ s+ 1
A(s*+ 1)+ (B+Cs)(s—1)
(s —1)(s2+1)
s*(A+C)+s(B-C)+A-B
EESCESY |

Obtemos o sistema

A+C = 0
B-C =
A-B

que tem solucdo B=C =—-1e A= % Logo,

=3 ()
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Escrevendo em uma forma conveniente, temos

1/ 1 s 1
F(s) = = _ _ .
(5) 2(3—1 2+ 1 32+1)

A transformada inversa é

(et — cos(t) — sen (t)) .

E 3.4.1. Calcule a transformada inversa de Laplace da funcao

32 —2s—1

Fo) = @+

Exercicios

(3.40)

(3.41)

(3.42)

E 3.4.2. Realize a expansao em fragoes parciais das seguintes funcoes racio-
nais F'(s) e calcule as respectivas transformadas inversas f(t) = L~{F(s)}.

a) F(S): 52 —6s5+4

$3—-35242s

82 S—
b) F(s) = iy

c) F(s) =

GH)P

s2—15s—
) Fls) = G3057

82— S—
¢) F(s) = 25A

- s24254+3
f) F<S> - (s2+28+J2r)(sJ2r+25+5)

g) F(S):Wl,@
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Capitulo 4

As propriedades de translacao e
da transformada da integral

4.1 Propriedade de translacao no eixo s

Nessa se¢do vamos calcular a transformada inversa do deslocamento F(s — a)
sabendo a transformada inversa de F(s).

Teorema 4.1.1. (Propriedade da translaciao no eizo s) Se F(s) é a transformada
de Laplace de f(t) definida para s > sq, entdo e™ f(t) € a transformada inversa de
F(s—a), isto é

E{e“tf(t)}:F(s—a), s> S+ a (4.1)

LHF(s—a)} =e™f(t), s> sg + a. (4.2)

Demonstragio. E direto da aplicacdo da definicio da transformada de Laplace
F(s —a):

F(s—a) = /O'OO F(t)e =Dty
= /O'OO f(t)e e *dt
= c{e"f(t)}
]

Agora vamos calcular algumas transformadas de Laplace usando a propriedade
4.1.1.

26



4.1. PROPRIEDADE DE TRANSLACAO NO EIXO S 27

Exemplo 4.1.1. Para calcular a transformada de Laplace de f(t) = te™, que é o
item 8 da tabela A.1, usamos o item 2 da mesma tabela,

1
Lit) = 5 = F(s). (43)
e a propriedade de translacao 4.1.1 com f(t) = t:
a 1
E{e tt} =F(s—a)= G s>a (4.4)

Exemplo 4.1.2. Vamos provar o item 25 da tabela A.2,
1

c {%(Sen (at) cosh(at) — cos(at) senh (at))} st dat

a3
usando os itens 13 e 14 da tabela A.1:

L {é sen (at)} - (4.6)

s2 + a?’
© s
t) = ——. 4.7
L {cos(at)} PR (4.7)
De fato,

L {i (sen (at) cosh(at) — cos(at) senh (at))} =

4a3
=L {8% (e“t (sen (at) — cos(at)) + e~ (sen (at) + cos(at)))}

Vs { (eat (sen (at) — cos(at))} +L {e_at (sen (at) + cos(at))) H

!

a s—a a s+a
8a3 [ (s —a)2+a® (s—a)?+a? * (s +a)?+a? * (s—|—a)2—|—a2]
1] 8a*
8a3 | ((s —a)®> +a?) ((s + a)? + a?)
!
" s+ dat
Exemplo 4.1.3. Vamos calcular a transformada de Laplace de f(t) = e~* cosh(2t)

usando a propriedade 4.1.1 e a tabela A.1. Primeiro observe o item 16 da tabela
com a = 2:

s
L{cosh(2t)} = e F(s). (4.8)
Agora use a propriedade da translagao no eixo s
_t - _ s+1 _
L {e cosh(2t)} =F(s+1)= EES s s> —1 (4.9)
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Exemplo 4.1.4.

a) Agora vamos usar a propriedade 4.1.1 e o item 15 da tabela A.1 para calcular a
transformadas inversa de Laplace da funcao F(s) = @ Primeiro escrevemos
F(s) numa forma conveniente:

1 1 1

F<8):52—25—3:(5—1)2—1—3:(5—1)2—4'

(4.10)

1 1
Observe no item 16 da tabela que £ {5 senh (2t)} =51
S p—

pela propriedade da translacdo no eixo s dada na equagao (4.2)

= G(s) e, também,

£1{F@ﬂ::£]{G@—J)}:%ésmm(%) (4.11)

Exercicios

E 4.1.1. Use a propriedade 4.1.1 e as tabelas A.1 e A.2 para calcular as
seguintes transformadas de Laplace

1
a) L et (usando o item 3 da tabela)
(n—1)!

1
b) L {— sen (wt)e“t} (usando o item 13 da tabela)
w

E 4.1.2. Use a propriedade 4.1.1 e as tabelas A.1 e A.2 para calcular as
seguintes transformadas de Laplace

a) L {senh (2t) cos(t)}
b) L{(4+1)e'}

E 4.1.3. Encontre f(t) dado que F(s) usando as tabelas e as propriedades

a) F(s) = ooy
b) F(s) = (52_25+5sz312—25+10)

E 4.1.4. Use a propriedade 4.1.1 e propriedade 4.4.1 para calcular a transfor-
mada inversa de Laplace
e (s —1)

F = — -
() s2—2s+5

(4.12)
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E 4.1.5. Utilize a propriedade do deslocamento no eixo s para encontrar a
transformada de Laplace de:

a) t2€3t
b) e * sen 4t
c) et cosh(5t)

d) e % (3cos(6t) — Hsen (6))

4.2 Aplicacao: Oscilador Harmoénico

Uma mola elastica com uma extremidade fixada prende um corpo de massa m
na outra extremidade (veja figura (4.1)). Conside que o corpo esteja sujeito a uma
forca de atrito proporcional a velocidade com constante de amortecimento v e a
que mola obedega a lei de Hooke com constante k. Seja y(t) o deslocamento do

Figura 4.1:

corpo da sua posicao de equilibrio estatico em funcao do tempo t. A equagao do
movimento é obtida a partir da segunda lei de Newton:

ma = Z i, (4.13)

onde a = y"(t) é a aceleragao e Y, f; representa a soma de todas as forgas. No
caso tratado aqui, existem apenas trés forcas, a saber:

i) a forca da mola, que é proporcional ao descocamento (lei de Hooke), com
constante de proporcionalidade k, f1 = —ky(t),
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ii) a forga de atrito, que é proporcional a velocidade, com constante de amor-
tecimento 7y, fo = —yy/(t), e

iii) a forca externa, f3(t) = f(¢)

Logo,
my"(t) = fr + fa+ fs = —ky(t) —vy'(t) + f(t), (4.14)
ou seja, a equagao para o deslocamento y(t) é dada por
my"(t) +7y'(t) + ky(t) = f(1). (4.15)

O modelo fica completo quando impomos as condigoes iniciais y(0) = yo e y'(0) =
Yo. Agora, vamos usar o método da transformada de Laplace para resolver a
equagao. Aplicamos a transformada de Laplace na equagao (4.15) e obtemos:

mL{y"(t)} +vL{y' ()} + kL{y (1)} = L{f(1)}. (4.16)
Aplicamos a propriedade 3.2.1 e obtemos
ms*L{y(t)} —msy(0) —my'(0) +ysL{y(t)} —yy(0)+kL{y()} = L{f(1)}. (4.17)
Impomos as condigoes iniciais para obter a seguinte equagao subsidiaria:
ms?Y (s) — msyo — myh +vsY (s) — yyo + kY (s) = F(s), (4.18)
onde F(s) = L{f(t)} e Y(s) = L{y(t)}. Resolvemos a equacao para Y (s):
F(s) +msyo + myy + Yo
ms2 + s+ k '

A solugdo do problema pode ser representado por y(t) = L7{Y(s)}. O sistema
massa mola pode ser classificado das seguintes formas:

Y(s) = (4.19)

i) Oscilador harmonico forgado: quando a forga externa nao é nula.

ii) Oscilador harménico livre: quando nao ha forga externa, ou seja, f(t) = 0,
o que implica em F(s) = 0. Nesse caso

_ msyo + My + VYo

Y
() ms? + s+ k

(4.20)

iii) Oscilador harménico subamortecido: quando 72 < 4mk. No caso F(s) = 0,
temos:
msyo + myo + Yo msyo + myg + VYo

Y(s) = ,
(5) ms? +ys + k m(s—i—%)Z—gj’i—i-k

(4.21)

onde —% + k> 0. Olhando os itens 13 e 14 da tabela de transformada A.1
e combinando com a propriedade 4.1.1, concluimos que as solugoes sao sao
senos e cossenos multiplicados por exponenciais.
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iv) Oscilador harménico superamortecido: quando * > 4mk. No caso F(s) = 0,
temos:
msyo + myy + Yo _ Msyo + myy + 1Yo

Y(s) = = ’
(s) ms? + vys + k m<$+2l)2—;/—2~|»k:

(4.22)

onde —;:f% + k < 0. Olhando os itens 15 e 16 da tabela de transformada A.1
e combinando com a propriedade 4.1.1, concluimos que as solugoes sao sao
senos e cossenos hiperbolicos multiplicados por exponenciais, ou seja, somas
de exponenciais puras (lembre-se que 2senh (at) = ¢ — e~ e 2 cosh(at) =
eat + e—at)'

v) Oscilador harmoénico criticamente amortecido: quando v* = 4mk. No caso
F(s) =0, temos:

msyo + my, +vyo  MsYo + myy + Yyo
= 0 = e (4.23)

ms? + s+ k m(s+ﬁ)

Y (s)

Olhando para o item 3 da tabela de transformada A.1 e combinando com a
propriedade 4.1.1, concluimos que as solugoes sao polindomios multiplicados
por exponenciais.

vi) Oscilador harménico ndo amortecido: quando v = 0. No caso F(s) = 0,

temos:

_msyo +my,  syo+ Y
V()= = e (4.24)

Olhando os items 13 e 14 da tabela de transformada A.1 concluimos que as
solugdes SA0 Senos e cossenos puros.

Para ilustrar, tomemos um caso subamortecido, por exemplo, v = 2, m = 1 e

k = 5, sujeitos as condigoes iniciais yp = 1 e y, = —2. A funcdo Y'(s) toma a
forma: s
Y($)=5—FF——. 4.25

A transformada inversa nos leva a solucdo do problema:

y(t) = £ {L} . (4.26)

s2+2s+5

Para calcular a inversa olhamos os itens 13 e 14 da tabela A.1l e escrevemos SQJFST%
numa forma conveniente

s B s B s+1 1
s24+25+5  (s+1)24+4  (s+1)2+4 (s+1)2+4

(4.27)
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Usamos a propriedade 3.1.1 para concluir o resultado

o s+1 1 2
i) = £ {(s+1)2+22} o~ {(5+1)2+22
= e 'cos(2t) — %e‘t sen (2t).

Para identificar a amplitude e a fase, escrevemos a expressao em termos de expo-
nencial vezes cosseno:

e’ <Cos(2t) - %sen (2t)) = Ae " cos(2t+6) = Ae " (cos(2t) cos(d) — sen (2t) sen (9)).
(4.28)

Isso é verdade se
Acos(0) =
Asen (§) =

b1 V5

e 0 é uma fase no primeiro quadrante onde

cos(d) = 2 2—\/5, (4.30)

N

o que implica em § ~ 0,463648 rad ~ 26,57". Portanto,

N —

ou seja,

ot

5
y(t) = get cos(2t + 0,463648). (4.31)

A figura 4.2 ilustra o gréfico de y(t).

Exercicios

E 4.2.1. Considere um oscilador harménico modelado pelo problema de se-
gunda ordem abaixo.

my"(t) +vy'(t) + ky(t) = 0

y(0) = wo
y'(0) =
onde m = 3Kg, v = 4Kg/s, yo = —1m, y, = 2m/s e k é uma constante

positiva. Encontre a faixa onde k£ pode assumir valores para que o sistema fique
superamortecido.
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Figura 4.2:

E 4.2.2. Use a transformada de Laplace para resolver os seguintes problemas
de valor inicial

y" + 5y’ + 6y = 12¢,
a) y y(0) =1,
y(0)=—1

y" + 5y + 6y = 6u(t — 3),
b) § y(0) =1,
y'(0)=~-1

E 4.2.3. (Ressonancia) Considere o oscilador harménico nao amortecido com
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termo forcante descrito pelo problema de valor inicial dado por:
my"(t) + ky(t) = F(t)
y(0) =0 , (4.32)
y'(0)=0

onde F(t) = Fysen (@t) Use o método de transformada de Laplace para
calcular a solucao, observando que a frequéncia de oscilagdo natural do sistema
coincide com a frequéncia do termo forcante.

E 4.2.4. Considere o oscilador harmoénico amortecido com termo forcante
F(t) =2(u(t — 1) — u(t — 2)) descrito pelo problema de valor inicial

y"(t) + 3y'(t) + 2y(t) = F(1)
y(0)=0 : (4.33)
y'(0)=0

Use o método de transformada de Laplace para calcular a solucgao.

E 4.2.5. Considere o seguinte problema de segunda ordem que modela um
sistema massa-mola-amortecedor

my"(t) + ay'(t) + sy(t) = f(1)

Onde f(t) é a forca externa e a condigoes iniciais y(0) e ¢'(0) sdo nulas. Supondo
m =4 e k = 1, responda as alternativas a seguir:

a) Encontre o conjunto de valores o para que o sistema seja amortecido.
b) Encontre o conjunto de valores v para que o sistema seja sub-amortecido.

¢) Encontre o conjunto de valores a para que o sistema seja criticamente amor-
tecido.

d) Encontre o conjunto de valores a para que o sistema seja superamortecido.

e) Encontre a resposta y(t) do sistema criticamente amortecido quando f(t) =

5(t—1).
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4.3 A funcao de Heaviside

A funcao de Heaviside ou funcao degrau unitario é nula para argumento
negativo e vale 1 para argumento positivo. Quando o argumento é zero a fun-
¢ao nao precisa estar definida (ou pode-se definir qualquer valor, dependendo do
contexto, por exemplo 1/2). Observe que esta é uma func¢ao continua por partes:

0, t<0
u(t) = (4.34)
1, t>0.

A funcao de Heaviside com descontinuidade em ¢ = a é da forma

0, t<a
u(t —a) = (4.35)
1, t>a.

A figura 4.3 apresenta os gréficos de u(t) e u(t — a) para a > 0. Observe que a

u(t) u(t—a)

Figura 4.3:

representacao grafica em t = a nao esta com o rigor matematico para fungoes, pois
deveria estar esbogado bolinhas abertas indicando que em ¢t = a a fungao nao esta
definida. Esse tipo de representacao grafico é usado no contexto de transformada
de Laplace. Quando realmente for necessario definir um transicdo em ¢ = 0, toma-
se uma aproximacao linear e continua para a funcao de Heaviside, chamada de
funcao rampa:

0, t< —e€
ge(t) =4 2t+3, —e<t<e (4.36)
1, t > e,

para € << 1. A figura 4.4 ilustra o grafico de g.(t) para e = 1/2. A funcao de
Heaviside ¢ o limite de g.(t) se t # 0:

limg(t) = u(t), t#0. (4.37)

e—0
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Figura 4.4:

Uma func¢ao importante em aplicacoes é a funcao pulso, definida por:

0, t<a
) =11, a<t<b (4.38)
0, t>b.,

com a < b A figura 4.5 apresenta uma representacao grafica para a fungao pulso. A

u(t)
1

Figura 4.5:

funcao pulso normalmente é representada em termos da diferenca de duas funcao
de Heaviside:

fp(t) =u(t —a) —u(t —0), a <b. (4.39)
A fungao pulso geralmente indica uma chave “liga-desliga”. Por exemplo, o produto
fp(t)f(t) significa que f estava “desligada” para t < a, f foi “ligada” em t = a e

“desligada” em t = b. Analogamente, o produto u(t — a)f(¢) indica que a fungao
foi ligada em ¢ = a. Observe o grafico de u(t — 1) sen (¢) na figura 4.6.

Exemplo 4.3.1. Representar algebricamente em termos da fungdo de Heaviside
a fungao dada no grafico da figura 4.7. Observe que podemos representar f(t) da
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u(t — 1) sen (t)

1
| | | | |

f(t)
2 4
1 4
| | | t
1 2 4 6 7
-1 4
-2 4
-3 4+
Figura 4.7:
seguinte forma:
0, t<l1
2, 1<t<3
1) = (4.40)
-3, 3<t<H
0, t>5.

Para representar em termos da funcao de Heaviside, olhe para o grafico pensando
em dois pulsos: 2(u(t — 1) —u(t — 3)) e =3(u(t —3) —u(t — 5)). A soma deles é a
funcao desejada:

ft)=2(u(t—1) —u(t —3)) —3(u(t — 3) — u(t — 5)). (4.41)

A transformada de Laplace da funcao de Heaviside é obtida direto da definicao.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

38 Calculo Numérico

Primeiro considere a > 0:
Llu(t—a)} = / ult — a)e*tdt
0

= / e stdt

1 oo
= —e
—S

670,8

— (4.42)

a S

—st

Se a < 0, entao
1
o

L{u(t —a)} = £{1} = (4.43)

Exercicios

E 4.3.1. Esboce o gréfico da fungao f(t) = (u(t) — u(t — 27)) sen ().

E 4.3.2. Escreva uma expressao em termos da funcao de Heaviside para a
funcao dada no grafico 4.8.

Figura 4.8:

E 4.3.3. Esboce o grafico das seguintes funcoes:

a) (t— m)ult — )

b tu(t—2)

¢) (sen t)u(t — )

d) f(t) = u(t — 1) + 3u(t — 3) — du(t — 5)

e) F(t) = tu(t) + (£ — hu(t — 1) + (6 — t — 2)u(t — 2) + (t — 6)u(t — 6)
) £(t) = [ult) + u(t — 1))
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g) f(t) =u(t =11 —u(t-2)]

E 4.3.4. Escreva uma expressao para cada funcdo em termos da funcao de
Heaviside.

a)
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J I

4.4 Propriedade do deslocamento no eixo ¢
Teorema 4.4.1. (Propriedade do deslocamento no eizo t) Se F(s) € a transfor-
mada de f(t), entao f(t —a)u(t —a) é a transformada inversa de e **F(s), isto

(&

LAu(t—a)f(t—a)} =e “F(s), a>0 (4.44)

ou

e F(s)} =ult —a)f(t—a), a>0. (4.45)

Demonstracao. Aplicamos a definicdo da transformada de Laplace e obtemos:

L{u(t—a)f(t—a)} = /0°° ult — a) f(t — a)e=*tdt
- /Oau(t —a)f(t—a)e dt + /aoo u(t —a)f(t —a)e *'dt
= /aoo f(t—a)e *dt,

pois u(t — a) é zero no intervalo [0,a) e um no intervalo (a,00). Depois usamos a
mudanca de variavel v =t — a na tultima integral:

| ra—aeta = [T et an = e [T e,

0

Logo,
LAu(t —a)f(t—a)} =e " “L{f(t)} =e “F(s). (4.46)
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Observe que tomando f(¢) = 1 na propriedade 4.4.1, temos:

670,8

LAu(t—a)} = - a>0 (4.47)

que coincide com a férmula calculada na equagao (4.42). Quando a = 0 na equagao
(4.47), recaimos no item 1 da tabela A.1.

Exemplo 4.4.1. Aplicando diretamente a propriedade 4.4.1 e usando que L{t*} =

S%, calculamos a transformada inversa de Laplace de 6’338%:

1 352
£ {e 3 g} — u(t—3)(t —3)2. (4.48)
Exemplo 4.4.2. Vamos calcular a transformada inversa de Laplace da funcao

1

F(s) = e_sm.

(4.49)

1

Primeiro calculamos a transformada de T

usando a propriedade 4.1.1

1
L7 ————— 1 =esenh (). 4.50
Depois usamos a propriedade 4.4.1 para concluir

c {em} —u(t—1)L! {m} — u(t—1)e D senh (t—1).
(4.51)

Exercicios

E 4.4.1. Use a propriedade 4.4.1, calcule a transformada inversa de Laplace
e esboce um grafico para cada item:

a) G(s) = e 22

s2+4

b) G(s) = e 5L —3e 3L

52 52

E 4.4.2. Calcule a transformada de Laplace para cada item do exercicio 4.3.3.

E 4.4.3. Calcule a transformada de Laplace para cada item do exercicio 4.3.4.
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E 4.4.4. Use os itens c) e d) do exercicio 4.3.4 e a propriedade da translagao
no eixo t para calcular a transformada de Laplace das seguintes fungoes:

a)

f(t)
1
t
|
1 2 3 4 ) 6
b)
f(t)
4 .
3 .
2 . 4,
1 —+
t
| ——

E 4.4.5. Use as propriedades de translacao e a tabela de transformadas para
calcular as transformadas inversa de Laplace da funcao F(s):

Q) F)= 5o

b) F(s) = (5 — 25 +258)(_322_ 2s + 10)
) Fls) = 2

d) F(s) :2(5—;:—1)

& Fls) = e
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2s — 2

—3s
(s2 —2s+5)(s%—2s+ 10)6

f) F(s) =

E 4.4.6. Esboce o gréafico e calcule a transformada de Laplace das seguintes
funcoes:

a) f(t) =tu(t—1)
b) f(t) = tPu(t — 1)

E 4.4.7. Mostre que:

2 202
a) L{cosh(at)sen (at)} = %
B a<32 — 2&2)
b) L{senh (at)cos(at)} = YT
2a°s
c) L{senh (at)sen (at)} = st 4gt
A partir destas, mostre que
c {34 n 4a4} = - [cosh(at) sen (at) — senh (at) cos(at)] 452)

E 4.4.8. Encontre a transformada inversa das fungdes F'(s) abaixo:

a)

nm
(s + 2)2 + n2n?

s
(s+3)2+1
6s —4
s2 —4s+ 20
4s + 12
s2+8s+ 16

b)
c)
d)

E 4.4.9. Encontre g(t) e faca um esbogo de seu grafico, sendo L£{g(t)} igual

—2s __ —4s
2e 2e

a)
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8677'('8
s2+4
6—7'('8
$2+ 25+ 2
e s + 6—25 _ 36_38 + 66—65

52

e)

4.5 A propriedade da transformada de Laplace
da integral de uma funcao

Teorema 4.5.1. (Propriedade da transformada da integral) Se F(s) € a trans-
formada de Laplace de uma funcio continua por partes f(t), entdo [y f(T)dT é a
transformada inversa de LF(s), isto é

c { / t f(T)dT} _ EF(S), (4.53)

L {ép(s)} -/ " flr)dr. (4.54)

Demonstragio. Seja g(t) = [J f(7)dr. Entdo ¢'(t) = f(t). Aplicamos a proprie-
dade da transformada da derivada 3.2.1 e temos:

L{g' ()} = sL{g(t)} — 9(0). (4.55)
Usando o fato que g(0) = 0, temos

el [ smir} = cig)

SArI0)

O

Essa propriedade serd 1util na aplicacdo de um circuito RC discutido na secao

4.6.
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Exercicios

E 4.5.1. Use a propriedade da transformada da integral para calcular f(t)
sabendo que L{f} é:

)

s3 — bs
10

s3 — ms?
1

54 4 g2

a)

b)

c)

4.6 Aplicacao: circuito RC a um pulso de ampli-
tude V.

Considere o circuito Resistor/Capacitor representado na figura 4.9 com uma
tensao V (t) aplicada do tipo pulso,

V(t) = Vo (u(t — a) — u(t —b)). (4.56)

ou seja, o circuito estava em repouso até t = a e foi aplicada a tensao Vj entre
t =aet=>b O modelo para a corrente i(t) obedece a lei de Kirchoff:

v

Ri(t) + =q(t) = V (1), (4.57)
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onde ¢(t) é a carga no capacitor, %q(t) ¢ a tensao no capacitor de capacitancia C
e Ri(t) é a tensdo no resistor de resisténcia R. Usando o fato que q(t) = [3i(7)dr
obtemos uma equagao integral para i(¢):

c/ T)dr = Vi (u(t — a) — u(t — b)) . (4.58)

Para resolver esse problema de valor incial, aplicamos a transformada de Laplace
na equacao acima e usamos a propriedade 4.5.1:

: 1 : % —as —bs
LM} + oL {0} =5 (7 —e), (4.59)
ou seja, obtemos a seguinte equagao subsidiaria:
1 Vo s _ s
sl(s)+—==1I(s @ e 4.
(5) + g (5) = o (e = &™), (1.60)

onde I(s) = LA{i(t)}. Logo,

Wl _ b Vo 1 _ b
[ - _ 7= as _ S . as _ S . 4. 1
() RCs+1(e ) R3+R—1C(€ ¢ ) (4.61)
O item 7 da tabela de transformadas A.1 nos d4 £~} {ﬁ} = e® Tome d = —R—lc
e obtemos
1 ¢
5—1{ - } =e RO, (4.62)
s + RC

Agora, usamos a propriedade 4.4.1 do deslocamento no eixo ¢ para calcular a fungao

corrente:
%, 1
. o -1) Y0 —as __ ,—bs
iit) = L {RS—FR—lC(e e )}

[ 1 1
El{ - eas} _El{ - 6bs}‘|
I S+ ge 5+ 7o

Yo
R
= % u(t — a)e’% —u(t — b)e(tRC?)]
E I
R

—u(t — a)e% —u(t— b)e#bc} e RO,
Olhando numa notacao de funcao definida por partes, podemos escrecer

0, t<a
i(t) =1 Ae me, a<t<b, (4.63)
(A—B)e ®e, t>b,
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onde v v
A= Eoe% e B = EOGR_I)C. (4.64)

Observe que A > 0, B > 0 e A < B, ou seja, para t > b a corrente é negativa e
se aproxima exponencialmente de zero. Essa é a chamada corrente de descarga.
A figura 4.10 apresenta um grafico da corrente quando a = 0.5, b = 2, R = 19,
C=1FeVy=3V.

Para obter a carga no capacitor usamos ¢(t) = [i i(7)d7 e obtemos a seguinte
expressao:

0, t<a
q(t) = CVo (1 —e@F), a<t<b, (4.65)
CVy (e*% — e*tc__f%l) , t>0b,
A figura 4.11 apresenta um gréafico da carga quando a = 0.5, b = 2, R = 19,
C =1F eV =3V. Observe a consiténcia com o grafico da figura 4.10.

Figura 4.10:

Exercicios

E 4.6.1. Use as equagoes (4.57) i(t) = d({d—it) para obter uma equacao diferencial
ordindria para a carga ¢(t). Depois resolva-o usando transformada de Laplace e
obtenha a solugao (4.65).
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q(t)
3 4
2 4
1 4
t
L | | | |
I T T T T T
1 2 3 4 5
14
Figura 4.11:
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Capitulo 5

A funcao Delta de Dirac e a
propriedade da convolucao

5.1 A funcao Delta de Dirac

Muitos fendmenos fisicos exigem a representagdo de uma for¢a muito grande

em um intervalo de tempo muito pequeno, por exemplo:

e um circuito elétrico recebe uma forga eletromotriz grande em um curto in-

tervalo de tempo.

e um sistema massa-mola ¢é atingido por uma martelo.

o uma bola de futebol parada recebe um chute, ou seja, uma forga quase ins-

tantanea, que a coloca em movimento.

e um aviao ¢é atingido por um raio.

Para representar essa forga, vamos tomar a funcao pulso unitario em um curto in-
tervalo de tempo [—¢,¢] em torno da origem, isto é, um pulso com integral unitaria:

0, t< —e
5E(t):£(u(t+e)—u(t—€))= >, —e<t<e
0, t>e

Um pulso unitario em torno de t = a ¢é representado por

0, t<a-—e
1
5E(t—a):2—€(u(t—(a—e))—u(t—(a—l—e))): >, a—e<t<a+te
0, t>a+e.

49
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Observe que [ d.(t —a) = 1 para qualquer ¢ > 0. A figura 5.1 apresenta o
gréﬁcodeée(t—a)paraa>0ee:1,62%,62%,62%6621—12. A funcao
que representa uma grande for¢a instantanea é chamada de fungao impulso ou

funcao Delta de Dirac e pode ser definida pelo limite das fung¢oes pulsos:
t—a)= 11_1% de(t — a). (5.3)

Este limite nao pode ser interpretado pontualmente, isto €, como o limite usual de
fungoes reais, mas apenas no contexto de uma integral, como veremos. A figura
5.1 apresenta o grafico de d.(t — a) quando € diminui e uma representagao grafica
para 6(t — a).

d(t—a),a=lee=1 S(t—a),a=lee=10(t—a),a=lee=1
t t t
| | | | |
T T T T T
a a a
b(t—a),a=lee=
Se(t—a),a=lee=4%
0(t—a),a=1
t t t
| | | | |
T 1 T T T
a a a

Figura 5.1:

Observacgao 5.1.1. A fungao delta de Dirac pode ser definida como limite de
outras sequéncias de fung¢des com propriedades andlogas a sequéncia de pulsos.
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5.1. A FUNCAO DELTA DE DIRAC o1

Por exemplo, podemos definir §(¢) como limite das fungdes

12

fi(t) = %— (5.4)

A funcao Impulso é zero em todo ponto, exceto em t = a:

5(ta){ 0, t#a (5.5)

oo, t=ua

/°° 5(t — a)dt = 1 (5.6)

—o
A funcgao Delta de Dirac deve ser sempre compreendida como o limite de fungoes
reais no contexto de uma integragao, isto conduz a chamada propriedade da

filtragem, que define totalmente a Delta da Dirac: Se f(t) for um fungao continua
em torno de t = a, entao

/°° 5(t — a) f(t)dt = f(a). (5.7)

—00

Para chegar a esta concluso, definimos F(t) = [ f(7)dr e calculamos:

/ T St—a)f(t)dt = lim [ 6.(t—a)f(t)dt

—c0 e—0+ J_—

= o [ s

2 )
F(e) — F(—¢)
2e

5.1.1 Delta de Dirac como derivada distribucional da fun-
cao Heaviside

Na equagao (5.2) definimos a funcao Delta de Dirac como

5t — a) = Tim — (u(t — (a— €)) — ult — (a+€))). (5.8)

e—0 2¢€

Por outro lado, usamos a definicao de derivada para escrever

g o (u((t — a) +€)) — ul(t —a) — ©))) = ult —a) (5.9)
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ou seja,
d

it —a)= au(t —a). (5.10)
Observe que as fungoes de Heaviside e de Dirac nao sdo fung¢oes no sentido do cal-
culo diferencial e integral. Naturalmente, a derivada acima também vale somente
num sentido generalizado, mas é coerente quando olhamos a funcao de Heaviside
como limite de fungbes rampas (ver figura 4.4), pois na origem a derivada tende
ao infinito. A transformada de Laplace de funcao Delta de Dirac é obtido pela
propriedade da filtragem dada na equagao (5.7):

L{5(t—a)} = / Tt — a)ettdt = e, (5.11)
0
Exercicios

E 5.1.1. Encontre
a) L{tu(t—1)+£5(t — 1)}

b) L{(cost)(Int)i(t — )}

¢) L{6(t—1)e'}

E 5.1.2. Considere as fungoes f.(t) e ¢g-(t) dadas por

L, 0<t<e
fot) = § B e<t<2e
0, t > 2e
5. 0<t<e
9e(t) = { —%, e<t<2e
0, t > 2¢

onde £ é um parametro positivo.
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5.2. APLICACAO: CIRCUITO RLC 53

a) Esboce sob o mesmo plano cartesiano o grafico da fungao f. para ¢ = 1,
€= % eec= i. Faca o mesmo em outro plano cartesiano para a fungao g.(t).
Lembre de indicar os eixos e pontos notaveis (ex. pontos de zero e maximo)

b) Calcule as transformada de Laplace, F.(s) = L{f-(t)} e G<(s) = L{g:(1)}.
Aqui € é um parametro positivo genérico.

c) Estude o comportamento das fungoes f.(t), g-(t), F-(s) e G.(s) no limite
e — 04. Discuta os resultados obtidos analisando as fun¢do no dominio
tempo e no dominio frequéncia (s). Qual a relagdo que se observa entre f.(t)
e g-(t) e entre suas transformadas de Laplace?

5.2 Aplicacao: circuito RLC

Considere o circuito Resistor /Capacitor /Indutor representado na figura 5.2 com
uma tensao V() aplicada do tipo pulso,

V() = Vo (u(t — a) — u(t — b)). (5.12)

O modelo para a corrente i(t) obedece a lei de Kirchoft:

V

Figura 5.2:

Li'(t) + Ri(t) + éq(t) Vi (u(t — a) — u(t— b)), (5.13)

onde ¢(t) é a carga no capacitor, %q(t) ¢ a tensdo no capacitor de capacitancia
C, Ri(t) é a tensao no resistor de resisténcia R e Li'(t) é a tensao no indutor
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de induténcia L. Considere as condigoes iniciais ¢(0) = 0 e ¢(0) = 0. Dado que

dzl—gf) =i(t), derivamos a equacao (5.13) para obter a seguinte equagao diferencial:

Li"(t) + Ri(t) + é'(t) Vo (5(t—a) — 5(t— D)), (5.14)

onde usamos que a derivada da funcao de Heaviside é a funcao delta de Dirac. As
condigbes iniciais para a equacao (5.14) sao '(0) = 0 e i(0) = 0. Com o objetivo
de resolver a problema de valor inicial, aplicamos a transformada de Laplace para
obter a equacao subsidiaria

Ls*I(s) + RsI(s) + é[(s) =W (e’“s - e’bs) ,
que tem solugao
% (e—as _ e—bs)
Ls? + Rs+ &
l % (e—as _ e—bs)
Flord) - () + 5
% e—as e—bS

L (s+§)2+n_ (s+£)2+n

I(s) =

onde
2

1 R
=——(=—=) . 5.15
N 7e <2L) (5:15)
Vamos exemplificar os casos subamortecido, superamortecido e criticamente amor-
tecido tomando Vo =10V, a=1e b=5:

« Caso subamortecido (7 > 0): escolhemos o caso onde L = 1H, C = L F e

R = 2Q). Nesse caso 0
I(s) =10 [(s+1)2+9 - (s+1)2+9]' (5.16)
Logo,
i(t) = 1—30 (u(t = 1)e " Vsen (3(t — 1)) — u(t — 5)e” "V sen (3(t - 5))).
(5.17)

O gréfico da corrente é apresentado na figura 5.3.
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5.2. APLICACAO: CIRCUITO RLC 95

3 1
2 1
1 4
L N | | 1/4
f T T i __+
-1 1 2\/’: 4 7 8
-1 4
B,
Figura 5.3:

 Caso superamortecido (7 < 0): escolhemos o caso onde L = 1H, C =1F e
R = 49Q). Nesse caso

[(s)le[( N s ] (5.18)

Logo,
o—2(t=1) o—2(t=5)
i(t) = 10 <u(t - 1)Tsenh (VB(t—1)) = u(t - 5) 7 senh (V/3(t — 5)))
_ D V3-2)(t-1 —(V3+2)(t-1
= ﬁu(t—l) (e( )1 _ o~( ) ))—i—
5 V3-2)(t—5 —(V3+2)(t-5
+ ﬁu(t—S)(J )(t=5) _ o= (V3+2)( ))

O gréfico da corrente é apresentado na figura 5.4.

« Caso criticamente amortecido (n = 0): escolhemos o caso onde L = 1 H,
C =1F e R = 20Q. Nesse caso

I(s) =10 [(HUQ - <8+1)2]. (5.19)
Logo,
i(t) =10 (u(t = e (= 1) — u(t = 5)e 2t - 5)). (5.20)

O gréfico da corrente é apresentado na figura 5.5.
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it)
5 .
4 4
3 —+
2 —+
1 —+
t
} w % % % % w w w
-1 1 2 3 4 5 6 7 8
-1 +
Figura 5.4:
i(t)
t
} w % % % % w w %
-1 1 2 3 4 ) 6 7
Figura 5.5:

Exercicios

E 5.2.1. Um capacitor de capacitancia C esta inicialmente carregado de forma
que seu potencial seja V. A partir de ¢t = 0, o capacitor se descarrega através de
um resistor de resisténcia R (veja figura 5.6). Use o método da transformada de
Laplace para encontrar a carga ¢(t) no capacitor.

E 5.2.2. Dado o circuito LC da figura 5.7, encontre a corrente i(t) e faca
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5.2. APLICACAO: CIRCUITO RLC o7

O—
R c____
Figura 5.6:

seu grafico, assumindo L = 1 H, C' = 1 F, corrente inicial nula, carga inicial no
capacitor nula e V(t) = u(t) — u(t — a).

V

Figura 5.7:

E 5.2.3. Dado o circuito RLC da figura 5.8, encontre a corrente i(t), assumindo
que a corrente e a carga iniciais sejam nulase que R=2Q, L=1H,C=1/2F e

1, set e (0,2
V(t) = (0.2) (5.21)
0, set>2

E 5.2.4. Dada a equacao do movimento de um oscilador harmonico simples
(OHS)
—ky(t) =/ (t) + f = my" (1), (5.22)
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Figura 5.8:

calcule a resposta y(t) deste oscilador sujeito a forgas externas f do tipo dado
abaixo. Considere m =1, k=2, v =3, y(0) =0 e ¢ (0) = 0.

2) F(t) = 1, setell2]

0, caso contrario
b) f(t) =0d(t—1)

E 5.2.5. Considere um OHS nao amortecido, isto é, v = 0 na equagao diferen-
cial associada (5.22). Suponha que este oscilador esta sujeito a uma forga externa

dada por f = Fjsen (\/k/mt).

a) Use o método da transformada de Laplace para calcular as oscilagoes for¢adas
y(t), sabendo que y(0) =0 e y/'(0) = 0.

b) Como se comporta o grafico destas oscilagoes? Que fenémeno fisico vocé

identifica?

E 5.2.6. A equagdo do movimento de um OHS nao amortecido sujeito a
oscilagoes forcadas pode ser escrita como

y'(t) +w?y(t) =r(t), onde w= \/g e r(t) = m (5.23)

m

a) Pelo método da transformada de Laplace, encontre Y (s) = L{y(t)}.

b) Com o auxilio do Teorema da Convolugdo, encontre y(t) (em termos de

R=L{r}).
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E 5.2.7. Considere o OHS nao amortecido representado na figura 5.9. Su-
ponha que, em t = 0, a massa m estda em sua posicao de equilibrio. Encontre o
deslocamento x(t) para ¢t > 0, se uma forca Fyd(t) é aplicada.

Figura 5.9:

5.3 Aplicacao: calculo da deflexao em vigas su-
jeitas a cargas concentradas

Considere uma viga elastica horizontal de comprimento L sob a acao de forcas
verticais. Colocamos o eixo horizontal x com origem no extremo a esquerda da
viga e, portanto, x = L é o outro extremo. Supomos que a viga estd sujeita a
uma carga W (zx) que provoca uma deflexdo em cada ponto xz € [0,L]. Entao, para
pequenas deflexdes podemos aproximar a curvatura k(x) pela variagao instantanea
de 0(x), onde O(x) é o dngulo entre o eixo x e a tangente, ou seja,

k(x) = dil(j) (5.24)
Como
dﬁ‘;ﬂ? = tan(6(z)) (5.25)
e, para 0(z) pequeno, tan(f(z)) =~ 6(z), temos:
dy(z) _
T = 0(z), (5.26)

Derivamos a equagao (5.26) e substituimos na equacao (5.24) para obter

d*y(z)

da?

= k(z). (5.27)
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Por outro lado, a lei de Hooke para materiais nos da k(z) = J‘gf), onde F é o

moédulo de Young, I é o momento de inércia da viga e M(z) é o momento fletor.
Assim, substituindo na equagao (5.27),

d*y(zx) _ M(z)

dz? El (5:28)

A variacdo do momento de inércia M (x) é a forca de cisalamento V (z):

iM(x) =V(x) (5.29)

dx N '
e a variacao da forca de cisalamento é a carga:

iV(:z:) =W(x) (5.30)

dx B ' '
Logo,

d2

Derivamos a equagao (5.28) duas vezes e substituimos na equagao (5.31) para obter
a equacao de Euler-Bernoulli:

Loyl = (). (5.32)

Consideraremos aqui uma viga engastada, ou seja:

y(0) =y'(0) =y(L) =y'(L) = 0. (5.33)
A carga esta concentrada na posi¢ao x = % e tem intensidade F,, sendo modelada
pela seguinte expressao:
L
W(z) = Pys <x - §> . (5.34)

Aplicando a transformada de Laplace em (5.32) e usando o fato que £ (5 (:c - %)) =

L
e~ 3%, obtemos

P
s (s) — s°y(0) = s%y'(0) — sy"(0) — y"'(0) = E—(}e_%s (5.35)
Substituimos y(0) = ¥'(0) = 0, ¥"(0) = Cy e y"(0) = Cy onde Cy e Cy sdo
constantes a determinar:
Py L,
3

sV (s) — sCy — Cy = Br¢ (5.36)
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finalmente: :
4 Cy Py e 3%
Y(s)=—+ —+ —
(5) 53 st EI st

e recuperamos a solugdo do dominio z através da transformada inversa de Laplace:

(5.37)

_Co Gy, By (x—LJ3)°

o 1 i 1 u(z — L/3). (5.38)

A expressao para y(z) pode ser escrita como func¢ao definida por partes na forma:
<z

Ci1,..2 C2,.3
R

IN
ot~

(5.39)

IN

0
_ 3
@x2+%x3+%7@ L/3) % <x < L.

2! 3! )

Para calcular o valor das constantes C; e Cy calculamos y(L) e y'(L) usando a
segunda parte da fungao y(z):

Cy .5 Cy 4 4 F 4
=y(L) = —L —L —
0=y(L) s T Y tTREr
Cy 2 Py
=9/(L) = L+ —I?+>—12
0=y(l) = Gl+ L+ 55
Colocando na forma matricial:
L2 L3 4 P,
LI N P e (5.40)
L = Cy —5grL

Invertemos a matriz do sistema para obter as constantes C; e Cs:

L2 L? 4P 73
Goj_120 % % || sek (5.41)
LA L? 2P 72 |’ '
Cs -L 5 el
o que resulta em C) = ‘215%6 e Oy —;gg(}. A figura 5.10 apresenta o grafico da

funcdo y(z) quando L =5e £2 = 1.

Exercicios

E 5.3.1. Para k constante, encontre a solugao de

2y"(t) + 8y(t) = ku(t — a)
y(0) = 10,4'(0) = 0
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Figura 5.10:

2y"(t) + 8y(t) = ko(t)

b)
y(0) =10,4'(0) =0
E 5.3.2. Calcule a solugao dos seguintes problemas de valor inicial:
) y' + 2y + 2y =6(t — )
a
y(0) =1, y(0)=0
b) Y+ 3y +2y =48(t —5) —u(t —10)
y(0)=0, y'(0)=1/2
y'+y=6(t—2m)
c)
y(0)=0, y'(0)=1
y' =2y =1+46(t —2)
d) § y(0)=0
y'(0) =1

5.4 Aplicacao: metabolismo de uma medicacgao

Durante um periodo de consumo de uma medicagao, a concentracao da substan-
cia ingerida na corrente sanguinea evolui segundo um modelo simples da seguinte
forma:

e No caso de auséncia de dosagens, a variagao da concentragdo é proporcional
a concentracao.
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o O organismo metaboliza o medicamento com uma taxa 7.

o As doses de medicamento sao liberadas e entra na corrente sanguinea ins-
tantaneamente e homogeneamente.

O modelo que descreve esse fenémeno é
dt)+ =c(t) ==z(t), t>0 (5.42)

onde ¢(t) é a concentracao e x(t) representa a dosagem ao longo do tempo t.
Em geral, as dosagens nao sao unicas e sao tomadas periodicamente. Seja ¢y a
concentracao administrada instantaneamente a cada periodo 7', entao

z(t)=co(0(t)+0(t —T)+0(t—2T)+0(t—3T)+--+) (5.43)

Supondo que ¢(0) = 0, ou seja, inicialmente ndao havia substancia no organismo,
vamos calcular ¢(t). Comegamos aplicando a transformada de Laplace:

sC(s) + %C(s) = (1 fem T p et 73T 4 .. ) =co Yy (e’ST)n . (5.44)
n=0

e encontramos:

C(s) :< 0 )fj ()" (5.45)

1
$+; n=0

Calculamos a transformada inversa usando a propriedade do deslocamento no eixo
s.

-T 3T

c(t) = ¢ (6_5 + e_tTu(t —-T)+ e_gu(t —27T) + e_t%u(t —37) + - )
= e T (1 + e%u(t -T)+ egu(t —2T) + egu(t —37) + -- )
O grafico da concentragao é apresentado na figura 5.11, usando ¢ = 1, 7 =1 e
T = 1. O salto em cada descontinuidade é exatamente cy, pois os limites laterais
sao

(n=1)T

t T 2T
lim ¢(t) = lim (coe_?(1+e7+67+---+e T ))

t—nT— t—nT—

vy T 27 (n=1T
= <coe T <1+67+67+---+6 T >>

_nT _(n=1T _(n=2)T T
— <C0<€ T 4+e T + e T +---+e€ 7—)>
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1 *\NNN\E

1 2 3 4 5

Figura 5.11:

: : _t T e (n-UT T
lim ¢(t) = lim (coe T<1+67+67 R A +67)>

t—nT+ t—nT+

(n=1)T nT

nT T 2T
= (0067(1—'—6?—'—67_'_..._'_6 ™ +€T)>

_nT o (n=1)T _ (n=2)T T
= (Co(e T+€ T —|—e T —|—..._|_e T+1))’

que possuem diferenga igual a ¢y. Observe que quando calculamos o limite lir(gr c(t)
t—>

obtemos ¢(0") = ¢p, valor diferente da condigdo inicial dada, que é ¢(0) = 0.
Apesar de parecer estranho, nao esta errado. Tudo é consequéncia da presenca do
Dirac em ¢t = 0, que produz uma discontinuidade na origem. Este assunto sera
discutido na secao 5.5.

5.5 Problemas na origem

Para entender melhor esse fen6meno, vamos considerar um problema um pouco
mais simples, dado pelo seguinte problema de valor inicial:

y'(t) +yt) = o)
y(0) = 0
Tomando a Transformada de Laplace, temos:

sY(s) —y(0)+Y(s)=1

1

ou seja, Y (s) = -7,

o que implica
y(t) =e . (5.46)
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Observamos que y(0) = 1 # 0, ou seja, a condigao inicial nao é satisfeita. Para
entendermos o que estd acontecendo, devemos lembrar que a Transformada de
Laplace s6 produz a solugao para t > 0 e interpretar y(t) como

y(t) = u(t)e . (5.47)

Desta forma y(0) simplesmente nao esta definido. De fato, para compreender esse
comportamento, vamos definir um problema auxiliar colocando no lugar da fungao
delta de Dirac uma funcao pulso:

vyt = e

onde € é uma constante positiva pequena. Sabemos que o termo

u(t) —u(t —e)

: (5.48)

converge para 0(t) quando € — 0+. Aplicando a Transformada de Laplace e
resolvendo para Y (s), temos:

1 1—e* 1 1 1—e*
Vi(s) — — (== 5.49
() s(s+1) € <s s+1> e (5.49)
ou seja,
1—et 1 — —(t—e¢)
y(t) = ——u(t) —u(t — e)——. (5.50)
€ €
Esta solucao pode ser escrita como uma funcao continua:
0, t <0,
y(t) =19 ==, 0<t<e, (5.51)
ef—1 eft’ t>¢
€
Para ¢ > 0 pequeno podemos usar a seguinte aproximagcao:
t2 3
et:1+t+§+§+...z1+t (5.52)
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Assim, temos:

0, ¢<0,
yt)=q L 0<t<e, (5.53)
e, t>¢

Ou seja, existe uma pequena regiao de transicao entre 0 e € onde a solucao y(t) sobe
rapidamente. O grafico apresentado na figura 5.12 mostra o comportamento de
y(t) para e = 0.2, ¢ = 0.1 e £ = 0.05 em azul, vermelho e verde, respectivamente,
assim como a solugao limite e *u(t) em preto.

1

Figura 5.12:

Exercicios

E 5.5.1. Considere o seguinte problema de valor inicial:

2" (t) — 32’ (t) + 2z(t) = 4(¢)

z(0) =
Z(0) = 0

a) Calcule a transformada de Laplace X (s) = L{z(t)}. b) Calcule a trans-
formada inversa e escreva x(t).  ¢) Aplique sua solugao do item b) nas condigoes
inciais.
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5.6 Propriedade da convolucao

Dada duas fungoes continuas por partes em [0,00], a convolugao de f e g de-
notada por f x g é definida pela integral

(f % g)(t /f g(t — 7)d (5.54)

Exemplo 5.6.1. Dadas f(t) = €' e g(t) = cos(t), vamos calcular f x g:

t

(f % 9)(t) = / e cos(t — )dr

0
1 t

= —€" (cos(t — 1) —sen(t—1T))
2 0
1

= 3 (et — cos(t) + sen (t)) :

onde usamos que [ e cos(t — 7)dr = 1e7 (cos(t — 7) — sen (¢ — 7)) + constante.

Teorema 5.6.1. (Propriedade da convolugao) Se F(s) = L{f(t)} e G(s) =
L{g(t)}, entao

LL(f = 9)(0)} = F(s)G(s). (5.55)
LTHF(s)G(s)} = (f * 9)(t). (5.56)
Demonstracao. Partimos da definicao das transformadas:
Fls) = L{f0} = [~ s 0eat (5.57)
G(s) = L{g(r)} = /0 " g(r)e . (5.58)
Logo,

F(s)G(s) = /0 T F(t)e*tdt /0 T (e Tdr
_ /0 S /0 ~ g(r)e ) drdt

Mantemos t fixo e fazemos a mudanca de variavel v = t + 7 para obter:

— /OOO f(t) /too g(v —t)e *dvdt
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Agora, vamos mudar a ordem de integragdo na regiao que é a metade inferior do
primeiro quadrante: em vez de variar v em [¢,00] depois t em [0,00], primeiro vamos
variar ¢ em [0,v], depois v em [0,00], ou seja,

F(s)G(s) = / /f (v —t)e *dtdv

:/ (/f v—tdt) e dy
= [Urgea
= L{fx*g}
]

Exemplo 5.6.2. Vamos calcular a transformada inversa de m

observamos que a expressao pode ser escrita como um produto de duas fungoes
tabelas:

Primeiro

s 1 s
(s—1)(s2+1) s—1s2+1'

onde 571{:11} =ece ™ {

volugao, temos

(5.59)

o +1} = cos(t). Usando a propriedade 5.6.1 da con-

£ { ! > } = /Ot e” cos(t — 7)dr. (5.60)

s—1s2+1

A convolucao acima foi calculada no exemplo 5.6.1, logo

£ {3 i 1%} = % (et — cos(t) + sen (t)) : (5.61)

A propriedade 5.6.1 da convolugdo pode ser util para resolver equagoes inte-
grais, como veremos no préximo exemplo.

Exemplo 5.6.3. Vamos resolver a seguinte equacgao integral:
_4+9/ )t —7)d (5.62)

Aplicamos a transformada de Laplace e usamos a propriedade 5.6.1 da convolugao
com f(t) =y(t) e g(t) =t para obter:

Liy(0)} = =+ 9L{y(N}L{1) (5.63)

ou seja,

Y(s) = é 1OV (5)~. (5.64)

S
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Logo,
s? 4 4s
Y(s) = - = ) 5.65
() s2—9s s2-9 (5.65)
Portanto,
y(t) = 4 cosh(3t) (5.66)
Exercicios

E 5.6.1. Encontre por integragao:
a) 1x1
b

) txel
c) 1x Cos(wt)
)

6

E 5.6.2. Justifique as seguintes propriedades da operacao de convolugao:

[Dica: cuidado para nao confundir as varidveis de integra¢io que aparecerdo no

item (b).

E 5.6.3. Resolva a seguinte equacao integral:

=t+ / )sen (t — 7)dr (5.67)

E 5.6.4. Use o Teorema da Convolucao para calcular

£ <(s n 1)152 n 1)) ' (5.68)

E 5.6.5. Use o Teorema da Convolugdo para resolver as seguintes equacoes
integrais:
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c) y(t) = te' — 2¢ /Ot e "y(T) dr

d) y(t) =1—senh t + /Ot(l +7)y(t —7) dr
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Capitulo 6

Funcoes especiais e equacoes com
coeficientes variaveis

6.1 Transformada de Laplace de Funcoes Espe-
ciais

Nesse capitulo discutiremos a transformada de Laplace envolvendo fungoes es-
peciais, tais como funcao de Bessel, funcao Gama e fungoes Seno Integrado. Tam-
bém, desenvolveremos ferramentas capaz de resolver alguns problemas de valor
iniciais com coeficientes nao constantes. Para iniciar as discussoes vamos demons-
trar o item 6 da tabela A.1 no préximo exemplo.

Exemplo 6.1.1. Vamos calcular a transformada de Laplace da funcao t*~!, dada
por:

L{1y = /'OO tF=Temst . (6.1)
0

Fazemos a mudanca de variavel x = st para obter:

{1y = /0

Lo hy
= = " e dx.
sk Jo

o gh=t  dx
¢
- s

sk

A funcao que aparece acima é a multiplicagao de Sik por uma que nao depende de
s, chamada de fungdo Gama e denotada por I'(k). Portanto, demonstramos o item
6 da tabela A.1: Tk

L{tF1} = L(k) k>0, (6.2)

sk’

onde

(k)= /OOO e Tt . (6.3)
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Observe que o item 3 da tabela é

(n—1)!

Sn

L{" 1} = ,  neN. (6.4)

Isso nos indica que, para que os itens 3 e 6 sejam consistentes, I'(n + 1) = n! se
n € N. De fato, primeiro observe que, se k = (n + 1) € N, temos:

I'(n+1) = /OOO e “a"dr = [—e_xx"}ZO—/OOO(—e_x)nx"_ldx = n/ooo e "2" 'dx = nl'(n).

(6.5)
Como - .
(1) :/0 e e =[] =1, (6.6)
temos
r2)=1, TI(B)=2-1=2, TI(4)=313)=3-20=3l--. (6.7)

Logo, I'(n+ 1) =nl se n € N.

Exemplo 6.1.2. Os itens 4 e 5 da tabela sao casos particulares do item 6:

Lit 2} = ﬂ (6.8)

)

Basta calcular os valores de I (%) el (%) para completar a demonstracao. Come-

[NJ[eN]

Litry = a

S

(6.9)

Njw

¢amos com I’ (%)

1 o0 1 0 e 7
r <—) :/ e “r2dx :/ dz. 6.10
2 0 0 Vx (6.10)
Fazendo a mudanca de varidveis = t2, obtemos dz = 2tdt e

r (%) — 2/000 e dt (6.11)

Utilizando a técnica de Liouville, definimos:
I= / e~ dt (6.12)
0

Logo
I? :/ e_”Cde/ eV dy :/ / e~ @) dady (6.13)
0 0 o Jo
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A 1ltima integral é uma integral dupla que pode ser calculada em coordenadas

polares fazendo r? = 22 + y? e dxdy = rdrdo:
s 00 5 77'2 o0
12:/2/ e rdrdd =~ |- © =z (6.14)
o Jo 2 2 ], 4
Assim,
1222;»124 (6.15)
(6.16)

1 0o
r <§> = 2/ e Pdt =21 = /7.
0
Agora, usando a propriedade da fungdo Gama que I'(k 4+ 1) = k['(k), temos:

I _vm

§)-tr() -

2
Portanto, os itens 4 e 5 da tabela sao validos:
1 VT
e JF
1 7
L{tz} = 53" (6.19)

Exemplo 6.1.3. Vamos calcular a transformada de Laplace da fungao In(t) (item
38 da tabela A.2). Com esse objetivo, usamos a transformada de Laplace de t*

dada no item 6 da tabela A.2:
I'k+1
(k+1) (6.20)

kst
/ tedt = —

0 skt

Agora, como o integrando do lado esquerdo é uma fungao continua e tem derivada
parcial com respeito a k continua podemos diferenciar ambos os lados com respeito

ao parametro k usando a regra de Leibniz
L(k+ 1))

d /., . d
S testar) = S (212
dk </0 ‘ > dk ( SR
4
ST (k 4+ 1) — T(k + 1)s* 1 In(s)

o k —st _
/0 t*In(t)e”"dt = 265D

Agora, fazemos k — 0 para obter
o0 (1) —T(1)st1
/ ln(t)e—stdt — S ( ) 2( )S 1’1(8)
0 5

I
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ou seja,

/OOO In(t)e *dt = W’ (622)

ja que I'(1) = 1. Do lado esquerdo aparece a transformada da funcao In(t) e do
lado direito I'V(1). Entao calculamos

(k) = /0 T In(x)e " da (6.23)

(S

I'(1) = / In(z)e “dx = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992. .
0
(6.24)

Essa constante 7 é chamada de constante de Euler - Mascheroni. Finalmente,
concluimos

— In(s)

i)}y =2 (6.25)

S

Exercicios

E 6.1.1. Demonstre o item (32) da tabela usando os itens (4) e (5) e a
propriedade 4.1.1 do deslocamento no eixo s.

E 6.1.2. Use a tabela da transformada de Laplace para mostrar que:

a) E{t1/2+t_1/2} _ ﬁ;ig/j 1)
{W} T Vs t2
cos(2v/1) 1y [T
c) E{it} =e /\/g

b)

[

6.2 Transformada de Laplace de funcoes perié6-
dicas

Nesta secao apresentaremos uma propriedade da transformada de Laplace de
fungoes periddicas e calcularemos algumas delas.

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

6.2. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE FUNCOES PERIODICAS 75

Teorema 6.2.1. (Propriedade da transformada de fungoes periddicas) Seja f(t)
uma funcao continua por partes e periodica de periodo T'. Entdo sua transformada
de Laplace € da forma

L{f(t)} = ﬁ /OT f(t)e *dt. (6.26)

Demonstracao. Aplicamos a definicdo e separamos a integral nos periodos da fun-
¢ao f(t) para obter:

LWy = [T rwea
_ /O F(t)e*dt + /2T Ye St + /4T Jestdt + - -

S / " e,

n=0""1T

Fazemos a mudanca de varidavel 7 =t — nT e obtemos
L{f)Yy = Z / T4 nT)e T gy
- Z e_S”T/ f(r+nT)e *dr.
n=0 0

Usando o fato que a fungao é periédica, ou seja, f(7) = f(7 + nT), temos:

(e 9]

£y = e [ e ar

0

— [ d[i( )]
_ /OT F(r)emdr {ﬁ}

1 T _
= W/O f(r)e™*dr,

onde usamos a soma de uma série geométrica de razao e=*7. O

Exemplo 6.2.1. Observe o calculo da transformada da funcao f(t) = cos(wt)
sabendo que

e % (w sen (wt) — s cos(wt))
s? + w?

/cos(wt)e_“dt = + Constante (6.27)
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e usando a propriedade 6.2.1:

1 v
L{cos(wt)} = PRp—— / cos(wt)e *tdt
—e 5w Jo
2n
B 1 e " (wsen (wt) — s cos(wt))
N 1 — efs%r 52 4+ w? 0
B 1 s —se~%u
n 1 — 6_5211_7; 52+ w?
B s
82 w?

Exemplo 6.2.2. A fungao f(¢) apresentada no grafico da figura 6.1 é chamada de
onda quadrada de periodo 2a. Calculamos a transformada de Laplace usando a

f(t)
1 | | | — —
| | | | | |
| | | | | It
0 i i i i i i
al 2a  3a 4al  Sal  6al
T R S S S T
Figura 6.1:
propriedade 6.2.1 colocando T' = 2a
1 2a fst
L{ft)} = T o2 J, f(t)e *dt

2
o fst —st
= ﬁ( di—| e dt)

_ 1 — 2¢ 98 + 672as
o 1 — e—2sa

T - e*sa><1 +e7) <(1 - E_GS)2>

11— %
s1+esa

. . as ~ ~ .
Multiplicando por ez, podemos escrever a expressao em termos de fung¢oes hiper-
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boélicas:
les —e %
E t - — T as as
U0) = e

Exemplo 6.2.3. A fungao ¢(t) apresentada no gréficoda figura 6.2 é chamada de
onda triangular de perido 2a. Para calcular a transformada de Laplace, observe

Figura 6.2:

que:

a) A funcdo g(t) representada na figura 6.2 tem como derivada uma onda qua-
drada. De fato, no intervalo [0,a], a derivada ¢ £ ¢ no intervalo [a,2a] a
derivada é —%. Esse padrao se repete periodicamente. Logo, a derivada da

onda triangular é a onda quadrada multiplicada por i

b) A propriedade 3.2.1 nos da

1 1
£{o(1)} = LI W) + 9(0) (6.28)
Logo,
_ 1 1 : .
L{onda triangular} = gﬁ{onda quadrada} + g(onda triangular na origem),

e, portanto, usando o fato que a onda triangular vale zero na origem e o resultado
do exemplo 6.2.2; temos

{0} = —2Ltanh (%)
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Exemplo 6.2.4. A funcao h(t) dada por

sen (wt), 0<t<Z
h(t) = v (6.29)
0, I<t<®E,

h (t + 2%) = h(t), é chamada de retificador de meia onda de perfodo 2. A fi-
gura 6.3 apresenta o gréafico da funcao h(t). Calculamos a transformada de Laplace

h(t)

1
/\ /\ /t
0 T o 3 I 5r! or'
w w w w w

B

Figura 6.3:

usando a propriedade 6.2.1 com T = %r

O

1 —e 5w Jo

= % /E sen (wt)e *'dt
1—e%w Jo
B 1 e (sen (wt) 4+ w cos(wt)) W
] — e T [_ s2 + w? 0
B 1 w(l+e W)
C (l—eW)14e W) 82+ uw?
B 1 w
C l—e W 82 w?
Exemplo 6.2.5. A func¢ao p(t) dada por
p(t) = | sen (wt)| (6.30)

™

¢ chamada de retificador de onda completa de periodo 7. A figura 6.4 apre-
senta o gréafico da fungao p(t). Calculamos a transformada de Laplace usando a
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p(t)
1

g1a
N
3
w
IS
S~
3
<
3
>
N

Figura 6.4:

propriedade 6.2.1 com T =

gl

L{p(t)} = ﬁ /ow sen (wt)e *tdt
B 1 e~ (sen (wt) + w cos(wt))
1—e % l_ 52 + w?
1 wl+e W)
1—e % s2+w?
w €ow + € %w

gl

o

52 4+ w? ezs_g — 6_5_:»
52 + w? 2w
Exemplo 6.2.6. A funcao ¢(t) dada por

q(t) =1L, 0<t<a

(6.31)
q(t+a)=q(t),

é chamada de onda dente de serra de periodo T = a. A figura 6.5 apresenta o
grafico da funcdo ¢(t). Calculamos a transformada de Laplace usando a proprie-

T///////t

a 2a 3a 4da 5a 6a

Figura 6.5:
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dade 6.2.1 com T = a:

L{q(t)} = %ﬂ /0 ée“dt
B 1 1 e™t(1+st)]"
T 1—esag [_ 52 ]0
B 1 1—e7(1+as)
1 —esa s2a
B 1 1 —e % — e *as)
1l —esa < s2a )

1 o0

as?  s(l—es2)
Exercicios

E 6.2.1. Faca o grafico de f(¢) e calcule E{f(t)}

3t, sete(0,2)

a) f periédica de periodo p =4 e f(t) =
6, sete(24)
b) f periédica de periodo p = 27 e f(t) = €', para t € (0,27).

b) f(t) = [sen (wt)].

6.3 Séries de poténcias

6.3.1 Transformada de Laplace inversa de fungoes envol-
vendo expansao em séries de poténcias

Em algumas situagoes, é conveniente expandir em séries de poténcia um termo
de uma funcao para calcular sua transformada inversa. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 6.3.1. Vamos calcular a transformada inversa da fungao F'(s) = m,
usando o fato que
1
T =lt+e +e > e ... (6.32)
— e S
E, portanto, temos:
1 —s —2s —3s
F(s)zs+1{1+e +e “+e +} (6.33)
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Como, pelo item 7 da tabela de transformadas £7* {s—f—%} = et Aplicando a
propriedade do deslocamento no eixo ¢, temos:

f@) =et+ult—1De Y 4ut—2)e @D put—3)e 3 4.0 (6.34)
O grafico desta funcao é apresentado na figura 6.6.
f(t)

2

|
t

0 % % % % % %

1 2 3 4 5 6

Figura 6.6:

e—S (17675)2

Exemplo 6.3.2. Vamos calcular a transformada inversa da fungao F'(s) = R s

usando o fato que

1

m = ]_ + 6_38 + 6_68 + 6_98 + LR (635)

52

o(t) = E{M}:E (eru-arren)

—s(1—e—s 2
Agora observamos que se g(t) = L7} {M}, entao:

S S

E—l {es o 26725 + 6735

> }ZU(t—l)(t—1)+u(t—2)(4—2t)+u(t—3)(2t—4)

Desta forma, pela propriedade do deslocamento em ¢, podemos escrever
ft) = g(t)+u(t—3)g(t—3)+u(t—06)g(t—=6)+ut—9)g(t—9)+---

= (0 +gt=3)+g(t—6)+ gt =)+ = D glt = 3h)

o que implica

ft) = ig(t—?)k) = i [u(t—1—3k)(t —1—3k)+u(t —2—3k)(4 — 2t + 6k) + u(t — 3 — 3k)(2t — 4

(6.36)

O gréfico desta funcao é apresentado na figura 6.7.
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£(0)
1
/\ /\ /\ /
O | 1} % T 1 % T 1 % T
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 6.7:

6.3.2 Transformada de Laplace de fun¢oes envolvendo ex-
pansao em séries de poténcias

Nesta se¢ao, vamos calcular a transformada de Laplace usando a série de po-
téncias das fungoes e a linearidade da transformada.

Exemplo 6.3.3. Vamos calcular £{Jy(at)} (item 31 da tabela A.2), onde Jy(at)
é a funcao de Bessel de ordem zero dada por

Aplicando o item 3 da tabela A.1, temos:

ctaa} = - (5) £4e)+ 5w (5) £} - g (5) £4e) o
a\? 2! a\*? 4! a\% 6!
_<§> %*(21!)2 (5 %_(31!)2 <§) %*
1 3
2 2

1(a>4 1 3 5 1(a)6+
21 \ s 2 2 2 3l\s

A série acima esta apresentada no item 10 da tabela A.4, onde usamos m = —% e
2
T = (%) . Logo,

L{Jo(at)} = §(1+(g)2>%

Exemplo 6.3.4. Novamente usamos séries de poténcias para calcular £{Jy(2v/kt)},
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k > 0 (item 34 da tabela A.2). Aplicando o item 3 da tabela A.1, temos:

c{h2Vit)} = 5{1—<2m>2+(1 <2‘/E>4_ ! (2_\/H>6+}

2 212\ 2 302\ 2

k? 2 K 3
= L{1}—kC{t} + (2!)22{75 }- (3!)25{75 b
R R
s s (2123 (3N)2st
1
s

L (RY LRy LR
S 21 \'s 3l \s
_1+ El+l ﬁ2+l 53+
S 21 s 3! S
k

®w | =

A série acima estd apresentada no item 3 da tabela A.4, onde usamos r = —=.
Logo,

L{neVi} = et

S

Exercicios

E 6.3.1. Use o método das séries de poténcia e as propriedades da funcio I

para mostrar que
r cos(2v1) | ﬁe*
Vit VZ

0 |=

(6.38)

E 6.3.2. Use o método das séries de poténcias para mostrar que

\/7_.‘,671/48
E{Sen \/E} = W

3 (2n+ 1)!

Sugestao: Use que

6.4 A derivada da transformada de Laplace

Teorema 6.4.1. (Propriedade da derivada da transformada) Se F(s) = L{f(t)},

entao
d

—F(s) = —L{tf(1)}. (6.41)
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Demonstracao. Usando a defini¢ao de transformada de Laplace, temos
Cpe) = [T et
ds- T ds Jo ‘
o d —st
= /O f(t)£<e ) dt
— / F(6)(=t)e*tdt
0

= - /0 Ootf(t)e*stdt
= —L{tf(t)}.

Exemplo 6.4.1. Para calcular £{t cos(wt)}, usamos a propriedade 6.4.1:

L{tcos(wt)} = —%C{cos(wt)}

_ i(é)
- ds \ s2 4+ w?

82 1 ?
(52 + w?)?
2 — w?

(52 + w2)2

Exercicios

E 6.4.1. Calcule £L{t*sen (wt)} usando a propriedade 6.4.1.
E 6.4.2. Use a propriedade da derivada da transformada para calcular £{t cos(wt)}.
A partir desta, prove que

2w3

L{sen (wt) — wt cos(wt)} = (EEwEIE

(6.42)

E 6.4.3. Usando a derivada da transformada de Laplace, calcule:
a) L{tsenh (at)}
b) L{tcosh(at)}
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6.5 Equacoes diferenciais com coeficientes nao

constantes

A propriedade 6.4.1 da derivada da transformada de Laplace tem uma aplicacao
importante na solucao de equacoes diferenciais com coeficientes varidveis.

Exemplo 6.5.1. Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial

ty"(t) + /(1) + 9ty(t) =

y(0) =5
y'(0) = 0.
Comecamos aplicando a transformada de Laplace na equacao diferencial
L{ty" ()} + L{y'(t)} +9L{ty(t)} = 0. (6.43)
Depois aplicamos a propriedade 6.4.1:
d " / d
— —L{y" ()} + L{y' (1)} = 9——L{y(t)} = 0. (6.44)
ds ds
Em seguida aplicamos a propriedade 3.2.1 para obter a seguinte equacao subsidia-
ria p J
- (s2Y (s) = 5s) +sY(s) = 5 — 9--Y(s) =0, (6.45)

onde usamos que y(0) = 5, ¢¥'(0) = 0 e Y(s) = L{y(t)}. Agora resolvemos as
derivadas e obtemos uma equacao diferencial mais simples para Y (s):

— 8%Y'(s) — 25Y(s) + sY(s) — 9Y(s) = 0, (6.46)
ou seja, ¥i(s)
Y(s) 249 (6.47)
Logo,

1
In(Y(s)) = —5 In(s* +9)+ C, (6.48)
onde C' é uma constante de integracao. Entao

K

Y(s) = K(s*+9)77 = , 6.49
(5) = K( +9)F = s (6.49)
onde K = €“. Pelo item 31 da tabela A.1, temos

y(t) = KJo(3t). (6.50)
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Como Jp(0) = 1, usamos que y(0) = 5 para obter K = 5. Portanto,
y(t) = 5Jp(3t). (6.51)

Observe que a solugao satisfaz 3/(0) = 0, porém essa condigdo nao é necessa-
ria. De fato, existe uma solucao linearmente independente dessa, que nao possui
transformada de Laplace, pode ser encontrada pelo método das séries de poténcia.

Exemplo 6.5.2. Vamos resolver a equacao de Laguerre dada por

ty" () + (1= t)y'(t) + 2y(t) = 0, (6.52)
com as condigoes iniciais y(0) = 1 e y’(0) = —2. Primeiro aplicamos a transfor-
mada de Laplace nessa equacao:

L{ty" ()} + LL' (1)} — L{ty' (1)} + 2L{y ()} = 0. (6.53)
Depois usamos a propriedade 6.4.1:
d d
= SO LY (O + - L{y () + 2L{y(0)} = 0. (6.54)
Continuamos usando a propriedade 3.2.1 para obter:

(¥ (5) — 5y(0) () +5Y (5) ~ 4(0) + < (57 (5) — y(0)) + 2V (5) = 0

(6.55)
onde Y(s) = L{y(t)}. Aplicando as derivadas chegamos na seguinte equagio
diferencial para Y'(s):

— 5%Y'(5) — 25Y () + y(0) + sY'(s) + Y(s) + sY(s) — y(0) +2Y (s) = 0. (6.56)

ou seja,
Y'(s) (=s* +5) + Y(s) (—s+3) = 0. (6.57)
Logo,
Y'(s) 3—s
= — . 6.58
Y (s) s(1—s) (6.58)
Usamos o método de separacao de variaveis para resolver a equacao diferencial,
temos:

(Y (s)) = — / 8(31__58)ds +C (6.59)

onde C' é uma constante de integragdo. A antiderivada do lado direito pode ser

obtida pelo método de fra¢oes parciais:

—3+s 3 2

s(l—s) s 1—s
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Isso nos da

In(Y(s)) = —31In(s) + 2|1 — s| + C = In <(1 ;35)2> +C (6.60)
y(s) = kU ;33)2 = 353 - i—fj + g (6.61)

onde K = ¢“. A transformada inversa fornece uma expressao para y(t):

y(t) = K (g — 2 + 1) . (6.62)

Usando o fato que y(0) = 1, temos K =1 e

t2

Observe que, apesar da condi¢ao para a derivada ser satisfeita, isto é,
y'(0)=0—-2= -2 (6.64)

nao usamos-a para calcular a solucao. De fato, o problema possui um singula-
ridade na origem que nao é percebida pela transformada de Laplace. A solugao
linearmente independente dessa, que nao possui transformada de Laplace, pode
ser encontrada pelo método das séries de poténcia.

Exercicios

E 6.5.1. Usando a derivada da transformada de Laplace, calcule:
a) L{tsenh (at)}

b) L{tcosh(at)}

E 6.5.2. Resolva
ty"(t) +2y'(t) + ty(t) =0
y(0)=1, y(r) =0

Sugestao: Utilize que lim Y(s) = 0.

s§——+00
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6.6 Propriedade da integral da transformada de
Laplace

Teorema 6.6.1. (Propriedade da integral da transformada) Se F(s) é a transfor-
mada de Laplace de f(t) e a fungdo e o limite

.t fln)
lim /t Clar (6.65)
existe, entao
/OO Fo)dv =L {@} . (6.66)

Demonstracao. Usamos a definicdo de transformada de Laplace para escrever

/:O Fv)dv = /SOO (/OOO f(t)e”tdt) dv

= [T < I e_”tdv> dt

. /OOO f(t le_ztrdt
)

)
- me’“dt
0 t

1pi)

PN . . . . 1 s PSIPN
Observe que a existéncia do limite lim; o+ [; @dT ¢ fundamental para a existén-

cia da Transformada de Laplace e para os procedimentos analiticos acima. O

Exemplo 6.6.1. Vamos mostrar o item 29 da tabela A.2:

1 t at
5{2\/@(61)—6 )}:\/s—a—\/s—b. (6.67)

Para isso vamos usar o item 4, a saber,

c {%} _ % (6.68)

Aplicamos a propriedade 4.1.1 da translagdo no eixo s na equagao (6.68) para

obter:
1 1
L ——=e% ) = .
{\/Ee } s—a
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Finalmente, usando a propriedade 6.6.1 da integral da transformada, obtemos:

el ) - el ()

Observe que aqui usamos o seguinte limite no infinito

. ‘ (\/v—b—\/v—a)(\/v—b+\/v—a)

Jim (Vo —b-vo—a) = lim Viisvicd)

L (w=b—(—a)
”_’OO(\/v—bJr\/v—a)

= lim (a—b)
”_’C’O(\/v—b—l—\/v—a)

= 0.

Exemplo 6.6.2. Vamos mostrar o item 39 da tabela A.2:

E{% (ebt—e“t)} :ln(ZiZ) : (6.69)

Para isso vamos usar o item 7, a saber,

1
L’{e“t} =T

Usando a propriedade 6.6.1 da integral da transformada, obtemos:

) = [ ()

(In(v — b) — In(v — a))|>°

S

= (In(s ia) —1In(s — b))
= In (s— b)

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br



https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

90 Calculo Numérico

Na pentltima igualdade usamos o seguinte limite no infinito:

Jim (In(v = b) —In(v —a)) = lim In (v — b)

V—00 v —a
= ln(lim (v—b))
V—00 v —a
= In(1)
= 0.

Observe que a troca do limite com o logaritmo é possivel visto que In(z) é continua
para x > 0.

Exemplo 6.6.3. Vamos mostrar o item 40 da tabela A.2:

92 2 2
L {— (1— Cos(wt))} () (6.70)
t 52
Para isso vamos usamos o fato que
1 5

L (1 —cos(wt)) = — —

s s24w?

Usando a propriedade 6.6.1 da integral da transformada, obtemos:

L {% (1-— cos(wt))} = 2/:0 (% — ﬁ) dv
_ 9 (m@) - %m(v? - w2>)
= (2mn(0) = In(e? + )"

v? >
B Y
(s
1 ol
I PR
<52+w2>
= In
&2

Na pentltima igualdade usamos o seguinte limite no infinito:

. v? . v?
vhﬂlgoln v2 4+ w? = In vlggo v2 + w?

In (1)
0.

[e.9]

s

Observe que a troca do limite com o logaritmo é possivel visto que In(x) é continua
para x > 0.
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Exemplo 6.6.4. Vamos demonstrar o item 42 da tabela A.2:

1
L {; sen (wt)} = arctan (E) . (6.71)
s
Para isso vamos usamos o fato que
w
L )} =———.
frem (w)) =

Usando a propriedade 6.6.1 da integral da transformada, obtemos:
1 o0 w
c{gsentwn} = ["(5is)®
v [e.e]
= arctan <—)
w/ s
. (Y S
= lim arctan (—) — arctan (—)
V—00 w w

™ s
= — — arctan (—)
2 w

Usando o fato que tan (g — 9) = cot (), temos que

L {% sen (wt)} = cot™* (g) :

S

Também, se v = cot™* (%), entao coty = 2. Logo, miw = 2 ¢, portanto, tany =

2. Assim, podemos escrever a transformada de Laplace da seguinte forma:

L {% sen (wt)} = arctan <%>

Exemplo 6.6.5. Vamos agora mostrar o item 43 da tabela A.2:

1
LA{Si(t)} = . cot1(s), (6.72)
onde Si (t) é fungao integral seno dada por:
t
Si () = / sen (@) . (6.73)
o

Primeiro aplicamos a propriedade 4.5.1 para obter

L{Si(t)) =L {/Ot setl (‘”)dg;} _1 {Se“ ®) } . (6.74)

x S t

Em seguida usamos o resultado do exemplo 6.6.4 (ou item 42 da tabela A.2) e

temos:
LA{Si(t)} = éarctan (é) = écot1 (s). (6.75)
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Exercicios

E 6.6.1. Demonstre o item 41 da tabela usando os itens 1 e 16 juntamente
com a propriedade 6.6.1.

E 6.6.2. Utilize a integral da transformada de Laplace para demonstrar que:

o efm) ()
b) E{%(l - cos(wt))} —In (52 :‘2“’2>

2 2

P

6.7 Propriedades do Valor Inicial e Final

Teorema 6.7.1. (Propriedade do Valor Final) Se F(s) é a transformada de La-
place de f(t) e

lim f(t) =L, (6.76)
entao
lim sF(s) = L. (6.77)
s—0t

Demonstracao. Usamos a definicdo de transformada de Laplace para escrever

sF(s) = S/OOO f(t)e *tdt
= s /O ’ f(t)e ®dt + s / h f(t)e *dt.

Observe que a primeira parcela do lado direito tende a zero independentemente
do valor de a. Porém, para a suficientemente grande, f(t) se aproxima de L, pois
lim f(t) = L, ou seja,

t—o00

s/ fte *tdt =~ s/ Le™*dt.
L
S_

—st|® _ —as
e = Le

Q
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Como e~ — 1 quando s — 0, entao

lim sF(s) = L. (6.78)

s—0t

O

Teorema 6.7.2. (Propriedade do Valor Inicial) Se F(s) € a transformada de
Laplace de uma fungao f(t) de ordem exponencial c e

lim £(1)= L, (6.79)
entao
lim sF(s) = L. (6.80)

Demonstracao. Usamos a definicdo de transformada de Laplace para escrever
sF(s) = s/ f(t)e *dt
0
a b 00
= s/ f(t)e*“dt+s/ f(t)e*StdtJrs/ f(t)e *dt.

0 a b
Observe que a segunda parcela do lado direito tende a zero quando s — oo inde-
pendentemente do valor de a e b, pois o fato da funcao ser de ordem exponencial

e continua por partes implica em f(¢) limitada em [a,b], ou seja, |f(t)] < M e,
portanto,

s /b f(t)e“dt‘ < s /b| F(t)|e*tdt

b
< Ms/ e tdt

1 b

< Ms—e™*t
—s

— M<€fsa o efsb>.

a

Também, a terceira parcela tende a zero se b for suficientemente grande, pois
existem c e M > 0 tal que |f(t)| < Me® para t > b e, portanto,

s f(t)e“dt’ < s [Tl ar
b b
< 8/00 Me==9tqq
b
1 o0 Ms

— 7(sfc)b
c— 5 b 5 — c<e )

s—c)t

< Ms e
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Porém, para a suficientemente pequeno, f(t) se aproxima de L, pois %ir% f(t) =1L,
ﬁ-

ou seja,
s/ ft)e*tdt =~ 3/ Le *"dt.
0 0
L —st]? _ —as
~ 3_—5 [e }O—L(l—e )
Como e~* — 0 quando s — oo, entao
lim sF(s) = L. (6.81)

6.8 Exercicios

E 6.8.1. Encontre a transformada inversa das fungoes abaixo utlizando o
método que achar adequado.

b) F(s) = ﬁ
3541

) Fe) = Goh@Er D

¢) F(s) = 552—_31.

f) Fls) = %
352 — 25 —1

B FO) = ey

) F(s) = %
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B 253 4+ 10s% + 8s + 40

s2(s2+9)
252 — 4
k) Fls) = 5+ 1)(s—2)(s—3)
) F(s) = !

(82 4+4)(s2+ 1)
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Capitulo 7

Sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias

7.1 Transformada de Laplace para resolver sis-
temas

O método de transformada de Laplace pode ser aplicado para resolver sistemas
de equacoes diferenciais. Para isso, aplica-se a transformada de Laplace a todas
equagoes envolvidas, levando o sistema de equacgoes diferenciais em um sistema de
equacoes algébricas. Depois de resolver o sistema de equacoes algébricas no espaco
de transformadas, calcula-se as transformadas inversas para obter a solucgao.

Exemplo 7.1.1. Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial:

z(0) =
y(0) =

Aplicamos a transformada de Laplace em cada uma das equacoes:

sY(s) —y(0) = X(s)
sX(s)—x(0) = Y(s),
onde usamos a propriedade 3.2.1 e a notacao X(s) = L{z(t)} e Y(s) = L{y(t)}.

Substituimos as condigbes iniciais para obter o seguinte sistema de equagoes algé-
bricas

— o w 8

—X(s)+sY(s) =1 (7.1)
sX(s)—Y(s) = 0. (7.2)

96
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Multiplicamos a equacio (7.1) por s, —sX(s) + s°Y(s) = s, e somamos com a
equagao (7.2) para obter
(s> = 1)Y(s) = s. (7.3)

Logo

Y(s) = (7.4)

s2—1
Resolvemos X (s) usando a equagao (7.2):

Y 1
_ Y _ (7.5)

S s2—1°

X(s)

As transformadas inversas de X (s) e Y (s) estao tabeladas:

x(t) = senh (t)
y(t) = cosh(t).

Exemplo 7.1.2. Considere o seguinte problema de valor inicial:

d*x  d%y

20T Y p

az

d’x  d?y

v Y _ oy

dt2  dt?
z(0) =
2'(0) =
y(0) = -1
y'(0) = 10.

Aplicamos a transformada de Laplace em cada uma das equacoes:

25%X (s) — 252(0) — 22/(0) + s*Y (s) — sy(0) — ¢/ (0) = %
X () — s2(0) — 2/(0) — 2Y () + sy(0) + '(0) = Si;

onde usamos a propriedade 3.2.1 e a notacao X(s) = L{z(t)} e Y(s) = L{y(t)}.
Substituimos as condigbes iniciais para obter o seguinte sistema de equagoes algé-
bricas

25°X(s) —4s+0+8Y(s) +s5—-10 = —

~ @] o

$?X(s) =25+ 0—5*Y(s) —s+10 = —.

N}
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ou seja,
2
25X (s) +5°Y(s) = — +10+3s (7.6)
s
2 2 4
s°X(s) —sY(s) = — —10+3s. (7.7)
s

A soma das equagoes (7.6) e (7.7) resulta em
2 4
35X (s) = atat 6s. (7.8)

Logo,

Agora, usamos (7.7) para resolver Y (s):

2 4 2 4
2 2 _
s (355 + = + g) —sY(s) == — 10+ 3s. (7.10)

Assim,
2 8 10 1

Vi - 2 5 10 1 7.11
(5) 355 3st + $2 s ( )
As transformadas inversas estido tabeladas:
23
) = —+ 42
x(t) 26 + 3 +
48
t) = —— —+10t—1.

7.2 Aplicacao: circuito de duas malhas

Considere o circuito da figura 7.1, constituido de duas malhas com correntes
i1 € i9, respectivamente. Vamos modelar ¢, e iy considerando i;(0) = i2(0) = 0.
Usamos a lei de Kirchoff para obter

di;—](f) + 50y () + 40i(t) = 110
2di;£t) + 10i5(t) + 40i(t) = 110.
Usando i(t) = i1(t) + i2(t), temos
di;—it) + 450y () + 40i5(t) = 110
2dr‘;it) + 401 (t) 4+ 50ia(t) = 110,
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i 400 110 V
— 0

5Q 1H

W

100 2H
Figura 7.1:
ou simplesmente
WO | 45 () + 0is(t) = 110
di;it) + 204y (t) + 25i5(t) = 55,

Aplicamos a transformada de Laplace e obtemos:

110
811(8) - 11(0) + 45]1(8) + 40]2(8) = T
55
sly(s) —i2(0) + 2011 (s) + 2515(s) = -
ou seja,
110
(s +45) I1(s) +401(s) = —~
55
2011(s) + (s +25) Ix(s) = -
ou, ainda,
110
(s+45) 40 Lis) | | °
20 (s + 25) I(s) o
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A solucgao desse sistema é dada por

110
I,(s) 1 (s+25)  —40 °
IQ(S) (8 + 25)(8 + 45) — 800 —-20 (S + 45) o
Portanto,
1 110 2200 1 550
I = — 25) — = 110 4+ —
1(s) 52+703+325<3 (s +25) s > (s+5)(3+65)< * s)
(7.12)
e
1 2200 55 1 275
I = — — 45) | = <55 —> .
(%) = 3705 1 325 < s )> GH5)s+65) 0T
(7.13)
Aqui percebemos que I (s) = 2[5(s) e, assim, vamos calcular apenas I5(s):
L 1 (553+275) B 55 (3+5) 55
27 (s+5)(s +65) p T (s+5)(s4+65)\ s /) s(s+65)
(7.14)
Logo,
oy 9D —est) _ 11 —65t
22(t)—@(1—e )—1—3(1—6 ) (7.15)
Como i (t) = 2is(t), temos:
oy 22 —65¢
() =3 (1—e%). (7.16)

7.3 Aplicacao: duplo massa mola

Considere o duplo sistema massa-mola, onde as molas possuem constantes k; e
ko e as massas envolvidas sdo m; e my. Desconsiderando o amortecimento, temos
o seguinte sistema:

miEi(t) = —kwi(t) + ko [22(t) — 21(0)] + f1(2)
Mmaia(t) = —ka[z2(t) — 21 ()] + f2(1),

onde 7 e x representam o deslocamento de cada uma das massas e f; e fy sdo as
forgas externas aplicadas. Tomando transformada de Laplace, obtemos:

my(s2°X1(s) — 21(0) — s21(0)) = —(k; + ko) X1(5) + k2 X (s) + Fi(s)
mQ(SQXQ(S) - ZL‘Q(O) - SZL‘Q(O)) = —k’QXQ(S) + k?QXl(S) + FQ(S)
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isto é:
(m152 + k’l + ]{32) Xl(S) - kJQXQ(S) = Fl(S) + mlxl(O) + smlxl(O)
—ngl(s) -+ (m282 + ]{?2) XQ(S) = FQ(S) —+ mng(O) + 5m2$2<0>
A representacao matricial do sistema é:

mys% + ki + ko —ks

—/{72 m252 + kg F2<8) + m2:t2 (0) + SMoTo (0)

Fi(s) + mu#1 (0) + smyzy (0) ]

e sua solugao pode ser escrita como:

Xl(S)
Xa(s)

1 mos? + ko ko

P(s)

Fi(s) +my21(0) + sm1x1<(07) .
FQ(S) + mng(O) + SMaZs (O)

kg m182 + kl + kg

onde P(s) = mimays* + (myko + moky + moky)s® + kiko. Vamos resolver um caso
particular onde m; = my =1, f1 = fo =0, ky = 6 e ky = 4, temos o seguinte
sistema massa-mola:

() = —61(t) +4[z2(t) — 21(1)]
o(t) = —4[ra(t) —a1(t)],

Usando (7.17), temos:

s2+4 4
4 s+ 10

1
st 4 1452 + 24

{ #1(0) + 521 (0) ] |
19(0) + sxo(0)

Para completar o sistema, impondo as seguintes condigoes iniciais: x1(0) = 22(0) =
0, #1(0) = 1 e d5(0) = —1:

Xi(s) 1 s2+4 4 1
Xs(s) sUH1As? 24|y @20 | | 1 |
Logo
X(s) = ! (3 +4-4) = i (7.18)
s 4+ 1452 + 24 s 4+ 1452 + 24 '
e
1 —s2-6
= 4—52-10) = . 7.19
(5) st 4+ 14s2 +24 ( 5 ) st 4+ 14s2 +24 ( )
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Usamos fragoes parciais para escrever

52 B 52 A B
st 1482424 (824 2)(s2+12) 5242 e
A(s* +12) + B(s* +2)
(s2+2)(s2 + 12)
(A+ B)s* +12A + 2B
(s2+2)(s2+12)

ouseja, A+ B=1¢e 12A+ 2B = 0. Logo, B= —-6Ae A—6A = 1, ou seja,
A= —% e B= g. Portanto,

X(s) 1 < ° 1 > 0 V12 L V2 (7.20)
s)=— — = — .
5\s?24+12 $2+2 5V122 4+ 120 5V22 420
e, calculando a transformada inversa, temos:
x(t) = 0 sen (V12t) — sen (v/2t)
5V12 f
= i sen (2v/3t) — i sen (V/2t).
5 10
Da mesma forma,
3 1 2 1 3 12 2 2
Y<S> =z ( 2 T E 9 ) = - \/_ 5 = \/_ Ok (721)
5\s2+12 55242 5VI1262 4 /120 5V2s2 42
e
y(t) = 5 sen (V12t) — sen (V/2t)
512 f

—\1/—0_ sen (2v/3t) — g sen (v/2t).

A figura 7.2 apresenta os graficos de z(t) e y(t):

7.4 Aplicacao: reacao quimica
Considere o mecanismo simplificado de reacao quimica apresentado a seguir:

R— S —T (7.22)
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x(t)

AMAM

TV

Figura 7.2:

onde a concentragao de R, S e T sao dadas em mol/l por x(t), y(t) e z(t), respec-
tivamente e sao regidas pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

Z(t) =
y'(t) =
Z(t) =

onde « e 7y sdo constantes positivas.

dadas por:
z(0) =1,

—ax(t)
ax(t) —vy(t)
Yy(t),

Sabendo que as concentragoes iniciais sao

y(0) = z(0) = 0. (7.23)

Usando a teoria das Transformadas de Laplace, vamos obter a solucao dada pelas
fungoes x(t), y(t) e z(t) quando a = 1, e v = 2. Calculamos a Transformada de
Laplace do sistema usando a propriedade da linearidade 3.1.1 e da derivada 3.2.1:

sX(s) — x(0)
sY (s) —y(0)
sZ(s) — z(0)

= —aX(s)
aX(s) =Y (s)
= Y (s).
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Da primeira equacao, temos:

1
X =20 (7.24)
s+a s+1
Da segunda equagao, temos:
X 1
y(s) = 2X) o axl0) (7.25)

sty (s+N(s+a) (s+1(s+2)

Da terceira equagao temos:

26 = T T G D6 (7.26)

Agora, podemos obter as fungoes x(t), y(t) e z(t) através da Transformada Inversa
de Laplace:

z(t) = LH{X(s)} =" (7.27)
onde usamos item 7 da tabela A.1;
yt) =LY (s)} = —e * + e, (7.28)
onde usamos item 11 da tabela A.1 coma=2e b= —1;

)

S

2(t)=LHZ(s)} = 27! {
= 2 /Ot y(7)dr
= 2 /Ot (—e_QT + e_T) dr

= 2( 2_1—(e—t—1)>

= e ?_2" 41,

onde usamos a propriedade da convolucao 5.6.1 na passagem da primeira para a
segunda linha. A figura 7.3 apresenta o grafico de das fungoes z(t), y(t) e z(¢).

Exercicios

E 7.4.1. Considere o seguinte problema de valor inicial:
2'(t) = —2x(t) +y(t)
y(t) = ox(t) —2y(t)

Com z(0) =0 e y(0) = 3, onde o é uma constante real.
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2)

b)

Figura 7.3:

Assinale a alternativa que indica o tipo de amortecimento do sistema dado
para os valores de o dados respectivamente por —1, 0, 1 e 2:

() Sem amortecimento, subamortecido, criticamente amortecido e su-
peramortecido.

() Subamortecido, subamortecido, criticamente amortecido e supera-
mortecido.

() Subamortecido, criticamente amortecido, superamortecido e supera-
mortecido.

() Superamortecido, superamortecido, criticamente amortecido e suba-
mortecido.

() Superamortecido, criticamente amortecido, subamortecido e suba-
mortecido.

() Superamortecido, criticamente amortecido, subamortecido e sem

amortecimento.

Use a técnica da Transformada de Laplace para encontrar uma expressao
para x(t) e y(t) quando o = 1.

E 7.4.2. A temperatura em um forno industrial evolui no tempo conforme o
seguinte modelo simplificado:

dz_it) = A (ult) — o) +q(?) (7.29)

onde u(t) representa a temperatura medida no forno, ., ¢ temperatura ambiente,
considerada constante, ¢(t) é a poténcia de aquecimento e A é uma constante
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relacionada as trocas de calor. Considere u(0) = 50, tgmp = 50 e A = 4. Usando a
técnicas das transformadas de Laplace, faga o que se pede:

a) Mostre que U(s) = 2 + ?iz)

b) Calcule a temperatura u(t) quando ¢(¢) = 1006(t — 1). Esboce o grafico de

u(t).

¢) Suponha, agora, que a temperatura é regulada por um sistema de controle
automatico que aumenta a poténcia ¢(t) sempre que a temperatura estd
abaixo da temperatura de ajuste e reduz a poténcia sempre que a tempe-
ratura se encontra acima da temperatura de ajuste. O sistema de controle
automatico reage conforme a seguinte equacao:

= g~ ulr). (7.30)

onde u, é a temperatura de ajuste e  é uma constante positiva. Calcule
o valor de n para que o sistema resultante do acoplamente entre o modelo
do forno e o sistema de controle automatico seja criticamente amortecido.

Mostre que U(s) = 28 — 325 — i + g

d) Use a propriedade do valor final para obter tngrn u(t) no item c).

e) Resolva o problema acoplado usando a constante 7 calculada no item c,
considerando u, = 200 e ¢(0) = 600.

f) Observe que a solucao obtida no item e) satisfaz a condigao inicial e tem a
propriedade lim u(t) = u,. Verifique também que ¢(0) = limy, ;0 q(%).

g) Esboce o grafico da u(t) obtida no item d).

E 7.4.3. Considere o seguinte problema de valor inicial para um sistema de
equagoes integro-diferenciais:

2'(t) +x(t) = 2y(t)
() = /0 y(r)dr + 1

com z(0) = 0. Usando a teoria das Transformadas de Laplace, resolve o sistema,
obtendo z(t) e y(t). Obs: Este sistema apresenta “problemas na origem”.
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E 7.4.4. Considere o seguinte problema de valor inicial:
#(t) = —x(t) —2y(t) +6(t)
y(t) = () —yt) +6(t),
com z(0) =0 e y(0) =0.
a) Calcule as transformadas de Laplace X(s) = L{z(t)} e Y(s) = L{y(t)}.

b) Calcule as transformadas inversas de Laplace x(t) e y(t). ~ c¢) Aplique sua
solugao do item b) nas condigoes inciais e justifique o resultado encontrado.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

Apeéndice A

Tabelas de propriedades,
transformadas e séries

A.1 Tabelas de Transformadas de Laplace

As principais transformadas de Laplace e suas inversas estao tabelas nas tabelas
A.1 e A.2. Algumas constantes e fungoes especiais que sao usadas nas tabelas sao

as seguintes:

a) Fungao Gamma
(k)= / e "o, (k>0)
0

b) Funcado Bessel modificada de ordem v

L(z) = i m!l'(m :— v+1) <g)2m+y

m=0

c) Funcao Bessel de ordem 0

d) Integral seno

e) Constante de Euler - Mascheroni

v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992...

108

(A1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)
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F(s) = L{f(t)} ft) = L7HF(s)}
1 1
s
1
2 t
(n=123,.) "
s’ e e (n—1)!
1 1
Vs e
1 t
—3> | —
82 s
1 tk*l
. k>0
o B0 I
1 eat
s—a
1
t at
(s —a)? €
1 1
=1,2,3... tnfl at
(s —a)"’ (n=123.) (n—1)! €
1 1
, k>0 k—1 _at
G-ap  *>0 k)
1 1
— b at _ bt
oG- @7 a_b(e )
s 1
- - b at __ b bt
(S—a)(s—b)’ (CL# ) a_b(ae 6)
1 1
52 1 w2 —sen (wt)
s
2 1 w2 cos(wt)
1 1
2 _ a2 p senh (at)
s
2_a2 cosh(at)
1 1 at
(5—aZ+u? et sen (wt)
s—a o
G-a?tu? e cos(wt)
1 1
m o E(l — cos(wt))
S G0 Gorftr ot
$2(s% 1 w?) E(wt — sen (wt))
1 1
S ur)? ﬁ(sen (wt) — wt cos(wt))
S t
m 20 5P (wt)

Tabela A.1: Tabela de transformadas de Laplace - parte 1


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

110

Calculo Numérico

J() = L7HF(s)}

] 1
(2 + w?)? ﬂ(sen (wt) + wt cos(wt))
(s2 + a2;(32 T e2) (a® # b?) m(cos(at) — cos(bt))
1 1
m Z‘Jg(sen (at) cosh(at) — cos(at) senh (at))

S 1
(s* 1 4a?) 2g2 (at) senh (at))
1 L (senh (at) — sen (at)
(" — a?) 53 (senh (a sen (a
PR L (cosh(at) — cos(at))
(51—l 5,3 (cosh(a cos(a
1 a
Vs—a—+vVs—b 5 th(ebt_et)
o JE. <a - bt>
Vs+tavs+b 0\ 2
1
1/82 + CL2 Jo(a’t)
° Le‘“t(l + 2at)
3
(s —a)? mt
1 JT [t \F2
(32 a2)k’ (k > 0) m <%> Ik 1(at)
1
et (k>0 TV
1 1
—e —— cos(2Vkt)
S it
1 & 1
s% e e senh ( )
k k2
—k/s _K2
e s k>0 e 4
( ) 2V t3
1
B In(s) —1In(t) —~, (v~ 0,5772)

% (ebt . eat)

In <52 ;i—2w2> % (1 — cos(wt))
In <S2 8—2a2> % (1 — cosh(at))
tan™~! (E) . lsen.(wt)
5 /
L cot1(s) Si (t)

Tabela A.2: Tabela de transformadas de Laplace - parte 2
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A.2 Tabela de propriedades da transformada de
Laplace

A tabela A.3 apresenta as principais propriedades da transformada de Laplace.
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Linearidade LA{af(t)+ Bg(t)} =al{ft)}+BL{g(t)}

L{f' ()} =sL{f(t)} — £(0)
L{f" ()} =sL{f()} — sf(0) — f(0)

Transformada da derivada

Deslocamento no eixo s L {e“tf(t)} =F(s—a)

LA{u(t—a)f(t—a)} =e *F(s)

Deslocamento no eixo t —as

L{u(t —a)} =<
s
ot F
Transformada da integral L {/ f(q—)dT} = (5)
0 S
Transformada da Delta de Dirac L6t —a)} =€

L{(F +9)(0)} = FOGG),
onde  (7+9)0) = [ F(gle = r)dr

Teorema da Convolucao

1 T
Transformada de fungoes periddicas LA{f(t)} = T =T / e T f(r)dr

dF
Derivada da transformada L{tf(t)} =— d(S)
s
SO ™ oy ie
Integral da transformada L e F(8)ds

Tabela A.3: Tabela de séries de poténcias
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A.3 Tabela de séries de poténcia

A tabela A.4 apresenta algumas séries de poténcia tuteis.
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Série Intervalo de convergéncia
! i =l+z+z"+z°+- l<x <1
= = z+ 2+ 23 — x
1— =
T oo
a g Z "= g+ 222 4 32 + 42t + - -l<z<l1
-z
n=1
> " 2 23
T __ - _ _ _
e —zjon —1+ac—|— +3|+ o0 <z <00
n
) 2l 22 3 4
In(1 = -1 -t = —— 4+ -l<z<1
1+) ngo()n—i-l >tz a " v
o0 2n+1 2B 5 27
t — —1\" — —_— — —-l<z<l1
arctan(z) nZ:O( )2n—i—1 3+5 7—|— T
00 2n+1 B 27
= " R —o0 <z <
sen () nz::O( )(2n+1). 3'—1-5' 7'—1— 00 < < 00
o0 xQn .1'2 1.4 1‘6
n f— —_— —_— e — fe—
cos(z) O(—) on) 51 +4' ol + 00 < & < 00
n—=
< 2n+1 2B 2 27
senh (z :ZO M1 +§+—+?+ —o0 < T <00
n=
0 2n 562 564 $6
cosh(x Z _1+_+?+§+ —o <z <00
n:(]
i —1).-. — 1
(1+x)m:1+zm(m Joo(m=n+l) l<z<1,m#0,12
1 n!
n—=

Tabela A.4: Tabela de séries de poténcias
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Resposta dos Exercicios

Recomendamos ao leitor o uso criterioso das respostas aqui apresentadas. De-
vido a ainda muito constante atualizacao do livro, as respostas podem conter
imprecisoes e erros.

E 1.0.1.
a) %

1
b) w241

20?2
c) o)
w241

2w241
) 4w2 41

1
e)§

f) 2

w
E 1.0.2. Thw?

1_e—as

E 1.0.3.

E 1.0.5.

a) 1
b —l—

c) <

E 1.0.6.

a) 1

b) 2

115
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E 1.0.7.
> k41
— k _t
I = (=1) sen (mt)e  “dt
k=0 k
oo
T E —ks 7(k+1)s}
- — e +e
s2 4+ 72 [
k=0
_ ™ 14+e %
B 24721 —e—s
x eS/2 4 ems/2
- s2 4+ 72 m
" coth(s/2)
= — cotn(s
s2 4+ 72
E 2.1.3.

a) F(s) = ff

b R =2 (1-e7)

Q) F(s) = Se—sc (1)

@ P =2 (ge—sc bl (e 1))
9 Fls) = o (12 4 o72e0)

E 2.1.4.

a) F(s)= s%

b) F(s) = 2e 2" (1 - e*s)

c) F(s)= S*+ﬂ(fl)
4 Fs9) = zi

e) F(s)= 525 >

f) F(s)= —L

g) F(s) = 53

E 2.3.1.

a) f(t) = & sen (21)
b) f(t) = % senh (2t)
c) f(t) = cosh(3t)

d) f(@) = —et
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

117

2, —t
e) f(t)=tg—
E 3.1.1.
__ 8 10
a) Flo)=-3+ 75
b) F(s)=-18 + 12
O F(s) =% -T2y
242
d) F(s) = :3;15
— 6
) Fs)= 544105249
2
__s(s?2-1n
0 F(s) = s%2-10s2+9
E 3.1.2.

a) f(t) = 2cos(2t) — 4sen (2t)

f(t) = 2 cosh(2t) + senh (2t)

E 3.2.2.
—s_,.,—2s
a) F(s)= % + £ S;
_ 2 7675#»2673576745
b) F(s) =24 metize Sooet
E 3.3.2.

2 w0 = fe 4 4
b) u(h) = det 4 Fem¥
c) y(t) = 3e2t _ ¢3¢t
Q) () = e t(2 - 2)

e) y(t) =tsent+ 3cost+ 4sen t

5 —3t
£) () = & + ey 4 e

E 3.4.2.
a)
Fs) s?2 —6s+4 52 —6s+4 52 —6s+4 A B
s = = = ==
s3 — 352 + 2s s(s2 —3s +2) s(s—1)(s —2) s s—1
2 2
s% — 65+ 4 s —6s+4
A = lim sF(s) = lim + = + =
s—0 s—0 (s —1)(s —2) (s —1)(s—2) s=0
2 2
s —6s+ 4 s —6s+4
B = lim (s — 1)F(s) = lim = =1
s—1 s—1 s(s—2) s(s—2) |,
2 2
s% —6s+ 4 s% —6s+4
c = lim (s — 2)F(s) = lim - = + = -2
52 s—2 s(s—1) s(s—1) s=2

LTH{F(s)}
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118 Calculo Numérico

b)
s24+s—2 A B c
F(s) = ~ + ~ +
(s+1)3 (s+1)3  (s+1) (s+1)
A =  lim (s+1)%F(s) = lim(s?+s—-2) = (s2+s—2) =2
s——1 s—1 s=—1
Conhecendo o valor de A, reduzimos o problema a
2
s +s5—2 2 B C
+ = +
(s +1)3 (s+1D3  (s+12  (s+1)
Simplificando o lado da esquerda, temos:
52+372+ 2 _ s2 4+ s _s(s+1)_ s
(s +1)3 (s+1)3  (s+1)3  (s+1)3 (s+1)2
B lim (s 4+ 1)2 —2
= im (s _ =
s——1 (s+1)2
Reduzimos mais uma vez o problema a
s 1 C
_ Yt —— = ——
(s +1)2 (s +1)2 s+ 1
Simplificando o lado da esquerda, temos:
s i 1 s +1 _ 1
(s +1)2 (s+1)2_(s+1)2_s+1
o que implica C = 1. Portanto temos:
s?+s—2 2 1 1
F(s) = = 3~ 5+
(s +1)3 (s+1)3  (s+1) (s+1)
e, assim,
f&) = et (42 —t+ 1)
c)
1 1 1 1
F(s) = s _ s+l _ _
(s+13  (s+13 (s+1)3 (s+1D? (s+1)3
t t2
t = - t— —
o= (o2
d)

» s’ —15s—11 A B c D
) = I De-2? s+l Go2r T Go2E T Goo

1
A = lim (s+ 1)F(s) = ——
s——1 3
B = lim(s—2)°%F(s)=—7
52
Obtém-se também
C = 4
1
D = =
3
Portanto
— 7
f)=——e"t+ (—5t2 44t + —) 2t
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e)
352 —2s — 1 A Bs +C
F(s) —_— = _—
(s —3)(s2 +1) s—3 s2 41
A= lim(s—3)F(s) =2
53
Bs+C (F(s)f—)(2+1)
352 —2s—1 2 2
(s +1)
s—S)(s +1) s—3
352 —2s —1—2(s%2 +1
DY 2,
(s =3)(s2 +1)
2 _25-3 1 -3
so8_(HDE-8
(s-3) (-3
Assim, B = C =1 e temos f(t) = €3 + cos(t) + sen (t)
f)
F(s) s2+25+3 As+ B Cs+ D
S = =
(82 +2s +2)(s2 + 25+ 5) s2 +2s+2 s24+2s+5
(As 4+ B)(s® + 25+ 5) + (Cs + D)(s? + 2s + 2)
(82 +2s +2)(s2 +2s+5)
(A+C)s2 + (244 2C + B + D)s? 4+ (5A +2D + 2B + 2C)s + (5B + 2D)
(82 + 25+ 2)(s2 +2s +5)
Comparando coeficientes, temos:
A4+C = 0
2A4+2C+B+D = 1
5A + 2D + 2B + 2C = 2
5B+2D = 3
A = 0
1
B = -
3
c = 0
2
D = =
3
1 1 2 1
F(s) = - + -
3s24+2s+2 35242545
1 1 2 1
3(s+1)2+1 3 (s+1)2 +22
1
ft) = ge [sen (t) + sen (2t)]
g)
1 A B C
F(s) 2Lt
s2(s —2) s s s—2

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

120 Calculo Numérico

E 4.1.5.
2
a) ———
(s —3)3
4
b) ———
s2 4+ 4s + 20
s —4
c) ——m—
s2 —8s—9
3s — 24
d) ——
s2 4 4s + 40

E4.21.0<k< 3.

E 4.2.2.
a) y(t) = —2e~ 2t 4 et 4 273t

b) y(t) = u(t) (2672t — eiSt) + u(t — 3) (1 — 3e 26 4 2e73t+9)

Fo k [k k
E 4.2.3. y(t) = P (sen ( ;t) — ;tcos ( ;t))

E4.2.4. y(t) = (1 — 2~ D 4 720Dy — 1) — (1 — 2e7 72 4 o720=2)y (1 — 2)

E 4.2.5.
a) a>0

b) 0<a<4

d) a>4

i1
e) y(t) = iu(t —1)(t—1)e "2

E 4.3.3.

a) (t— mu(t—m)
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b) t u(t—2)

=N W ks Ot O
|
T

[
[\
w
IS
at
D

c) (sen t)u(t— m)

1.0 +

[
[\
w
I
at

—-0.5 +

—1.0 +

—-1.5 -+

d) f(t) = u(t — 1) + 3u(t — 3) — du(t — 5)

e) f(t) =tu(t) + (2 —t)u(t —1) + (6 —t — t2)u(t — 2) + (t — 6)u(t — 6)
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Calculo Numérico

£) F(t) = [u(t) + ult — D] = u(t) + 3u(t — 1)

g) f)=u(—-1)[1—-u(t—2)]=u(t—1) —u(t —2)

E 4.3.4.
a) f(t) =wu(t —1) —3u(t —3) + 2u(t — 5)

b) F(t) = tu(t) + (1 — )u(t — 1) + (7gt+%)u(t73)+ (%tf 1—21)u(t75)
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<)

d)

a)

b)

<)

d)

e)

f)

g)

a)

b)

<)

d)

a)

b)

a)

b)

<)

d)

e)

F® =37 (=DMu(t—n)
F@) =307 u(t—2n)
4.4.2.
F(s) = i:s
_eas( L2
F(s)=¢e¢ (S2 + s)
Flo)=- s2 41
F(s) = % (67‘9 + 3e73s — 46758)
F(S):S%+(S%+SL2)675+(—S%—S%)eizs-"s%
F(s) = 1+3e” 5
F(s) = 675756725
4.4.3.
F(s) = % (675 3e73% 4 2¢ 55)
F(s) = S% (1 —e % — %6735 + %6755 + 256755)
1
F(s) S(1te—5)
F(s) 5(17;25)
4.4.4.
)= —°
() s(l+e—9)
8—25
Fs) = s(1 — e—2s)
4.4.5.
F(t) = (2cos(2t) — sen (2t)) e "
2¢et
f(t) = — (cos(2t) — cos(3t))
5
f(t) = u(t — 4) senh (2(t — 4))
F8) = u(t —2) (e3<f*2> - e<f*2>)
F) = u(t — e~ Y (2cos(2(t — 1)) — sen (2(¢ — 1))
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124 Calculo Numérico

uw(t — 3)et™3
f) f(t) = 2f (cos(2(t — 3)) — cos(3(t — 3)))

E 4.4.8.

a) e % sen (nmt)

b) e 3t (cost — 3sen t)
2t
c) e (6 cos(4t) + 2 sen (4t))

d) 4e @ —1)

E 4.4.9.

a) Q(u(t —2) —u(t — 4))
b) (t— ayu(t — a)

) cos (Q(t - w))u(t —

—(t—m)

d) e sen (t — m)u(t — m)

e) (t—Du(t—1) + (t — 2)u(t — 2) — 3(t — 3)u(t — 3) + 6(t — 6)u(t — 6)

E 4.6.1. Voltamos a equacdo (4.57) e usamos i(t) = dzi(tt)
’ 1
Rq' (1) + Eq(t) =Vo (u(t —a) —u(t—10)). (4.66)

Obtemos a equagado subsididria aplicando a transformada de Laplace:
1 Vo _ _
R (sQ(s) = a(0) + 5 Q) = = (7% =77 .

onde Q(s) = L£{g(t)}. Como o fenémeno estava em repouso no inicio, g(0) = 0. A solucdo da equagdo subsididria é

Q(s) = —C & (e*as _ ebe) — E_ 1 (efas _ e—bs) (4.67)
RC 1 R 1
5 4+ s s (S + ﬁ)
O item 11 da tabela A.1 nos da
1 1
£t _ (edlt _ edzt) ) (4.68)
(s —di)(s — d2) dy —da
Colocamos di = 0, dg = _ﬁ
1 1 __t
£ — 3> =CR(1-¢ CR|. (4.69)
1
s (s + ﬁ)

Agora usamos a propriedade 4.4.1 da translacdo no eixo t e obtemos:

alt) = CVo (u(t —a) (1 - e*té—zg) —u(t—1b) (1 - e*%)) ) (4.70)

que coincide com a solucdo dada na equagdo (4.65).
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E 5.1.1.

875(82 +s+1)

a

) —
b) —e "lnn
c) el—s

E 5.2.1. q(t) = CVpe t/EC

E 5.2.2. i(t) =sen t —sen (t — a)u(t — a)

Tsen t — u(t — 2)627t sen (t — 2)

E 5.2.3. i(t) = e~
E 5.2.4.

a) y(t) =

b) y(t) = [817t - 8272t} u(t — 1)

o]

5.2.5. % [sen( k/mt) — A/ k/mt cos( k/mt)]

E 5.2.6.

s5y(0) +4'(0) R(s)
2 + w2 2 + w2

a) F(s)=

y’(0) sen (wt) n senu(:ut)

b) y(t) = y(0) cos(wt) + 7 (t)

5.2.7. y(t) =

o]
§“c
]
7 N
3=
"

a) y(t) = e tsent+e"e !sen (t — mu(t — ) + e tcost=e tsen t(l —e"u(t — ‘rr)) +e teost

1 1
b) y(t) = 5(cff — ey (ST 102y —5) — S0 - 2107 4 20728y, (¢ — 10)

c) y(t) =sen t+sen (t — 2m)u(t — 2m)

E 5.6.1.
a) t

b) el —t—1

1
c) —sen (wt)

1
kt kt
d) —(e"" —e = — senh (kt
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126 Calculo Numérico
E 5.6.2.
a)
t
f*xg = / f(m)g(t — m)dr
0
0
= — / f(t—u)g(u)du
t
t
= / g(W)F(t — u)du
0
= g=x*f
b)

(fxg)*h

t

I
T T T T
—

/ flu)g(r — u)du) h(t — T)dT
0

-

&+

—

f(w)g(r — w)h(t — 7)dudr

t
f(u)g(r — w)h(t — 7)drdu

=

o]
w /

f(u) [(g * h)(t — w)] du

(7 — u)h(t — 7)drdu

[

g(v)h(t — u — v)dvdu

= fx(g=*h)

onde se fez a mudanca v = 7 — u, dv = dr.

1
E 5.6.4. 5 [sen t —cost+ eit:l

E 5.6.5.

a) y(t)=e
b) y(t) =cost
c) y(t) =senht

d) y(t) =cosht

E 6.2.1.

a) y(t) = 10cos(2t) + g(l — cos (2(t — a)))u(t —a)

b) wy(t) = 10cos(2t) + Z sen (2t)
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E 6.3.2.

f(#)

v > ((2n41)/2
Tt = [ | —
sen 2 :( ) G
n=0

F(s)

AT

n=0
= S ED™ L on +8y/2) —
B Z(2n+1)! (@n+3/2) Grtse
n=0

iy =y e e
n=0

_ - (=™ @en+1)! V7 1
- Z(2n+1)! n!

(2n+1)!

. . 3\ _ ~ PO
Para mostrar a identidade I' (n + 2) = oentl /7 , usamos a relagdo de recorréncia

e o fato bem conhecido de que

Para obter

E generalizando, temos:

F(2n+1
2

E 6.4.3.

)

I'(z+1) = zT'(x)

r(1/2) = v
r@E/2) = T(1+1/2)= %ru/z) = g
3 3T
T(5/2) = T(+3/2)=_-T(/2)= 2—\2_
0(7/2) = T(1+45/2)= gr(s/z) = 523_3\/?
rO/2) = T(1+7/2)= grm/z) = %F

(1 2n —1 _2n711_‘ 2n —1 — (2 (2 3
+ =) == — ) =@n-nEn -3

(2n —1)(2n —2)(2n —3)---3-2-1 /7

(2n—2)(2n —4) -2 2n

(2n—1)(2n —2)(2n —3)---3-2-1 /7

= 2n=T(n —1)(n —2)---1 on
2n —1)! 7

(n —1)! 22n—1
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a)

o]

a)

b)

<)

d)

5)

f)

)

Calculo Numérico

2as
(52 — a2)2
52 +9
(=2 - 92
6.5.1
2as
(s2 — a2)2
s2 +9
(52— 9)2
t
6.5.2. y(t) = —
t
6.6.2.
3 3e725 _gse4s
52(1 — e—4s)
o2m(1=s) _
(1—s)(1 —e—27s)
w TS
T (o
6.8.1.
F(t) =4 —e7?
1
f(t) — 5t2€2t
ft) = 2¢! — 2cost +sen t
f(t) =3 274
f(t) = cosht — 3senh ¢
F#) =2e7 1 4 e
ft) = 2¢3t 4 cost + sen t
1
f(t) = e 2t |:cos(3t) -3 sen (3t)i|
f)=et(1—t—t?)
10 8 40
t) = 2 cos(3t) + — 3t) + - |1 — 3t — |3t - 3¢
O] cos( )+35en( )+9|: cos( )]+27[ sen ( )}
L ¢ 4 0¢ 7 3
t) = —— - — —
f(t) 66 36 + 26
) = - T (2t)
= 3 sen > sen
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E 7.4.2.

a) Observe que U(s) = 55—+04 + % + Sli[iefs pode ser escrito como U(s) = % + s11¢

b) w(t) = 50 + 100u(t — 1)e~4(t—1),

u(t)

T

150

125 A

T

100

T

50

25 T

c) n=4
d) 200
e) wu(t) =200 — 150e~ 2% (1 + 2t)

)

225
200
175
150
125
100
75
50
25 1

~+

E 7.4.3.

2¢!

5(t) + e

x(t)
y(t)
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