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Parte I

INTRODUCAO AO MATLAB

O MATLAB, do inglés Matrix Laboratory, é um ambiente de programa-
¢do de alto desempenho voltado para a resolugdo de problemas que
podem ser expressos em notagdo matematica.



INTRODUCAO

1.1 FERRAMENTA MATLAB

MATLAB é uma abreviacdo para MATrix LABoratory.

M ATL AB O MATLAB, portanto, é um sistema interativo cujo ele-

“ mento bésico da informagdo é uma matriz que ndo re-

‘ quer dimensionamento. Trata-se de um ambiente de

alto nivel que possui ferramentas avangadas de anélise

numérica, cdlculo com matrizes, processamento de si-

nais e visualizagdo de dados. O MATLAB também possui caracteristicas de lin-

guagem de programagcdo. O software possui fun¢des matematicas ja existentes,

programadas em linguagem prépria e agrupadas de acordo com a drea de inte-

resse em toolboxes.

Assim, o MATLAB pode ser usado para:

¢ (Célculos matematicos;

* Desenvolvimento de algoritmos;

* Modelagem, simulagéo e visualizacdo de sistemas;

* Andlise, exploracdo e visualizacdo de dados;

* Graficos cientificos e de engenharia;

* Desenvolvimento de aplica¢des, incluindo a elaboracado de interfaces graficas

com O usudrio.

1.2 OBJETIVO

O nosso objetivo é aprender a utilizar o software MATLAB® para resolver alguns
problemas comuns da drea de dindmica e controle dos sistemas.

Nao é objetivo esgotar todos os temas e opgdes de uma ferramenta tdo poderosa.
Alias, quando estiver com dificuldades no uso do software, tenha sempre em
mente que existe uma grande chance deste seu problema ja ter sido discutido nos
intimeros sites de ajuda e tutoriais disponiveis na internet, ou em livros didéticos
- por exemplo, [5].



INICIANDO O MATLAB

Execute o MATLAB, clicando no icone. A tela principal do programa é mostrada
na Figura 1. A tela contém, em sua visualizagdo padrdo, uma janela de coman-
dos, Command Window; uma janela para exibi¢cdo da area de trabalho, Workspace,
onde ficam armazenadas as varidveis definidas pelo usudrio; e o Command His-
tory, ou histérico de comandos. A janela de comando fornece a principal forma
de comunicacdo entre o usudrio e o interpretador MATLAB, que exibe um sinal
de prontiddo, prompt, para indicar que estd pronto para receber instrugoes.

. 5 e
> Prompt do operador

Janela de comandos

Histérico
de
comandos

Seect e toview cetsk

Figura 1: Tela principal do MATLAB2015a.

Antes de iniciar a sessdo de trabalho é conveniente aumentar a fonte da letra
usada na janela de comando. Clique em Preferences — Fonts, em seguida em Desk-
top Code Font, conforme Figura 2 e ajuste o tamanho da fonte para (no minimo)
12 pontos. Acredite: muitos erros de digitacdo pode ser evitados com esta simples
providéncia!

2.1 CONCEITOS BASICOS DA JANELA DE COMANDOS

H4 diversas maneiras de se obter mais informagdes sobre uma fungdo ou tépico
do MATLAB. Se o nome da fungdo for conhecido pode-se digitar, na janela de
comando:

» help <nome da funcgao>

Também é possivel fazer uma busca por palavra-chave com o comando lookfor.
Por exemplo, o comando:

» lookfor identity
retorna uma descri¢do curta de fungbes relativas a matrizes identidade. Além
dessas formas, pode-se consultar a documentacdo do MATLAB clicando no icone
de ajuda da janela de comandos.

As fungdes abaixo também ajudam no controle da janela de comandos,

clc,home: limpa a janela de comandos;

clear : limpa da memoria variaveis e fungoes;



2.2 COMANDOS E EXPRESSOES
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Figura 2: Ajuste da fonte usada na Janela de Comandos.

computer: retorna string contendo o computador que estd executando MATLAB;
delete : apaga um arquivo ou um objeto gréfico;

demo : abre ajanela MATLAB examples;

ver : mostra o numero da versdo do MATLAB e dos toolboxes instalados;
version : retorna a versdo em uso do MATLAB;

who : lista o nome das varidveis armazenadas;

whos : lista as propriedades das varidveis atuais (nomes, dimensdo, ntimero de
bytes e classe).

load : carrega varidveis armazenadas em arquivos .m;

2.2 COMANDOS E EXPRESSOES

Para inserir algum comando, simplesmente digite na janela de comandos. Se vocé
cometer algum erro, digite ENTER até aparecer o sinal prompt novamente e redi-
gite o comando. O MATLAB guarda na memoria seus comandos, portanto, para
rever comandos anteriores use as teclas 1 ou |.. Para facilitar a repeti¢do de coman-
dos é possivel também dar um duplo-clique nos itens da janela de histérico. Nao
se esqueca de que todo comando deve ser finalizado teclando ENTER.

Comece com a seguinte instrugéo,

» a=5/10
a:

0.5000

Para vocé aprender uma operagdo diferente do MATLAB, digite a seguinte ex-
pressdo e deduza a fungdo do comando < \ >,

A Tabela 1 mostra as principais operacdes aritméticas escalares do MATLAB.
O resultado de qualquer comando que néo seja atribuido a uma varidvel espe-
cifica é armazenado em uma varidvel padrdo chamada ans. Exemplo:

4



2.3 STRINGS

Simbolo Operacao MATLAB
A exponenciagao a® a™b

* multiplicagdo ab axb

/ divisdo a direita a/b = ¢ a/b

\ divisdo a esquerda a\b = % a\b

+ adicdo a+b a+b

— subtracdo a—b a—b

Tabela 1: Operagdes escalares. Tabela extraida de Palm III [5].

» 5/10
ans=

0.5000

Quando for interessante omitir a exibicdo do resultado de qualquer comando
basta encerrd-lo com ponto-e-virgula. Exemplo:

1 >> a=5/10; % armazena a variavel mas nao exibe na tela

O simbolo de porcentagem serve para criar comentdrios de uma linha, tanto na
janela de comandos quanto no ambiente de programagdo do MATLAB.

Quando se deseja continuar o comando na préxima linha, o sinal utilizado pelo
MATLAB é representado por 3 pontos < ... >. Ou seja:

» a=10; b=20;
» c=a+t...

» b

c =

30

Vale informar que este comando nédo funciona para comentarios.
O usudrio pode interromper a execugdo do MATLAB, a qualquer momento,
pressionando o Crtl-c.

2.3 STRINGS

O MATLAB define como string o conjunto de caracteres (vetor de caracteres) colo-
cados entre aspas simples. Para acessar a varidvel é necessario definir a localizacao
dos caracteres. Isto é,

» a=’exemplo com string’

a:

exemplo com string
» a(l3:18)
ans =

string




2.4 VARIAVEIS

2.4 VARIAVEIS

No MATLAB os nomes das varidveis devem ser palavras tinicas, sem a inclusao
de espagos e ndo devem conter acentos. O MATLAB é sensivel a caixa, ou seja,
diferencia letras maitisculas de mintsculas e aloca automaticamente o espago de
memoria necessdrio para as varidveis usadas. As trés regras bdasicas para nomen-
clatura de varidveis sdo apresentadas na Tabela 2.

As varidveis sdo sensiveis a letras maitisculas VAR, Var, var sdo trés varia-
e minusculas veis distintas.

As varidveis podem possuir até 31 caracteres EstouEntendendoTudoAteAgora

- 0 excesso de caracteres sera ignorado. pode ser uma varidvel.

O nome da varidvel deve comecgar com uma X51, X_51 podem ser uma va-
letra, seguida de qualquer ntimero, letra ou ridveis.
caracter de sublinhado.

Tabela 2: Nomenclatura de varidveis.

Existem algumas varidveis especiais utilizadas pelo MATLAB, tais como pi
(constante Pi),i, j (nimero imagindrio v/—1), ans (varidvel padrado para o dltimo
resultado), etc... Vocé pode redefinir estas varidveis, mas ndo convém...

2.5 FORMATOS NUMERICOS

O MATLAB mostra um resultado numérico em um determinado formato, con-
forme Tabela 3. O formato default de um ntimero real é aquele definido como for-
mat short, com aproximacdo de quatro casas decimais. Se os digitos significativos
estiverem fora desta faixa, 0 MATLAB mostra o resultado em notagdo cientifica.
Vocé pode definir um formato diferente. A forma de representacdo dos ndmeros
internamente ndo muda, somente a exibi¢do dos resultados.

Formato Resultado Exemplo
format short Ponto fixo; 4 casas deci- 1.3333
mais
format short e Not. cientifica; 4 casas de- 1.3333e+000
cimais
format long Ponto fixo; 14 casas deci- 1.33333333333333
mais
format long e Not. cientifica; 4 casas de- 1.333333333333333€+000
cimais
format hex Hexadecimal 3ff5555555555555
format rat formato racional (aprox.), 4/3
i.é, razdo de inteiros
format bank valor monetdrio (délar e 1.33
centavos); 2 casas deci-
mais
format + simbolos +,- e espagosem  +
branco

Tabela 3: Formatos numéricos.



2.6 FUNGOES COMUMENTE UTILIZADAS 7

2.6 FUN(;GES COMUMENTE UTILIZADAS

A Tabela 4 e a Tabela 5 mostram, respectivamente, algumas fungdes trigonométri-
cas e elementares comumente utilizadas.

sin(x) seno de x sinh(x) seno hiperboélico de x
cos(x) coseno de x cosh(x) coseno hiperbélico de x
tan(x) tangente de x tanh(x) tangente hiperbolica de x
cot(x) cotangente de x coth(x) cotangente hiperboélica de x
sec(x) secante de x sech(x) secante hiperbélica de x
csc(x) cosecante de x csch(x) cosecante hiperbdlica de x
asin(x) arco cujo seno é x asinh(x) arco cujo seno hiperbdlico é x
acos(x) arco cujo cosseno € x acosh(x) arco cujo coseno hiperbdlico é x
atan(x)  arco cuja tangente x atanh(x) arco cuja tangente hiperbélica é x
acot(x) arco cuja cotangente x | acoth(x) arco cujo cotangente hiperbdlica é x
acsc(x) arco cuja cosecante x acsch(x)  arco cujo cosecante hiperbdlica é x
asec(x) arco cuja secante x asech(x) arco cujo secante hiperbdlica é x
Tabela 4: Fungdes trigonométricas.

abs(x) valor absoluto, ou seja, médulo de x

exp(x) exponencial (base e)

fix(x) arredonda para inteiro, em dire¢do ao zero - p. ex., fix(4.89) =4

floor(x) similar ao comando fix

round(x) arredonda para o inteiro mais préximo - p. ex., round(4.89) =5,

round(4.27) =4

ceil(x) arredonda para o préximo inteiro acima - p. ex., ceil(4.27) =5

gcd(x,y) méximo divisor comum entre x e y

lem(x,y) minimo multiplo comum entre x e y

log(x) logaritmo natural (base e)

log10(x)  logaritmo decimal (base 10)

log2(x) logaritmo base 2 e desmembra ntimero em ponto-flutuante

rem(x,y) resto da divisdo de x pory - p. ex., rem(8,3) =2

sign(x) fungdo sinal de x

sqrt(x) raiz quadrada de x

Tabela 5: Fung¢des elementares.

2.7 EXERcIcIos

1. Calcule as seguintes expressdes usando MATLAB,
® 2/2%3

o 56—

2/54+772—1

o 10/2\15—3+2+x4
o 372/4



2.7 EXERCIcCIOS

o 3A2N2
2. Tente entender o significado dos comandos round, floor e ceil,
« round(6/9 + 3 % 2)
- floor(6/9 +3x2)
. ceil(6/9+3%2)
« round(1/9 + 3% 2)
« floor(1/9+3%2)
- ceil(1/943%2)

8



MANIPULACAO DE MATRIZES

O tipo numérico padrédo usado pelo MATLAB ¢é a matriz de valores em ponto flu-
tuante: ntimeros reais ou complexos sdo armazenados em matrizes 1x1. A maneira
mais simples de se armazenar uma matriz na memoria é com uma atribuigdo da
seguinte forma:

» A= [2 1 3 4 5]

O resultado do comando anterior é mostrado na Figura 3. Note que o comando
passou a fazer parte do histérico do programa e que a matriz foi armazenada na
drea de trabalho.

Figura 3: Atribuigdo de valores.

A alocagdo da matriz também pode ser confirmada pelos comandos who (mos-
tra o nome das varidveis armazenadas) ou whos (mostra os nomes e espagos
ocupados pelas varidveis), ja mencionados,

» whos

Name Size Bytes Class Attributes
A 1x5 40 double

» who

Your variables are:

A

A matriz deste exemplo é chamada de vetor linha, jd que se trata de uma matriz
com apenas 1 linha. Na digitagdo, os valores do vetor podem ser separados por
espagos, como no exemplo, ou por virgulas. Para criar um vetor coluna deve-se
separar cada linha das demais usando ponto-e-virgula. Exemplo:



MANIPULAQAO DE MATRIZES

» B = [5; -4; 6.5]
B=
5.0000
-4.0000
6.5000
Para criar uma matriz bidimensional basta combinar as sintaxes anteriores:
» M= [2 1 3; 46 7;, 3 4 5]
M=
2 1 3
4 o6 7
3 4 5

Os elementos de uma matriz podem ser acessados pelo nome da varidvel, se-
guido de indices entre parénteses, sendo que o primeiro elemento é sempre o de
indice 1. Exemplo de acesso:

» X=B(2)
x=

-4

Se uma nova informacgéo for atribuida a um vetor ou matriz os redimensiona-
mentos necessdarios serdo feitos automaticamente. Exemplo:

» A=[4 5 9];
» A(6)=8
A=
4 5 9 0 0 8

Para acessar os elementos de uma matriz escreve-se o conjunto de indices entre
parénteses, separados por virgula. Exemplo:

» x=M(2,3)
x=

7

Todos os elementos de uma certa dimensdo de uma matriz podem ser indexa-
dos em conjunto, como no comando abaixo que cria um vetor linha com todos os
elementos da segunda linha da matriz M.

» vl = M(2,:)
vl =

4 6 7

Esse comando pode ser traduzido como armazene em v1 os elementos de M que
estdo na linha 2 e em todas as colunas. Da mesma forma, o comando a seguir cria um
vetor coluna com os elementos da primeira coluna da matriz M:

» v2 = M(:,1)

vl =

10



3.1 SEQUENCIAS

O uso do sinal <:> também permite a atribuicdo de valores a uma dimensédo
completa de uma matriz. Por exemplo, a seguinte instru¢do sobre a matriz M
atribui o valor 5 a todos elementos da primeira linha da matriz:

» M(1,:) =5
M =
5 5 5
4 o6 7
3 4 5

O arranjo vazio, expresso por [] ndo contém nenhum elemento. E possivel eli-
minar uma linha ou coluna de uma matriz igualando-se a linha ou coluna selecio-
nada ao arranjo vazio. Por exemplo, a instrugdo a seguir remove a segunda linha
da matriz M.

» M(2,:) = []
M =

5
4 5

Finalmente, matrizes podem ser concatenadas por meio de atribui¢des diretas.
Exemplo:

M= [[5; 5; 5] v2 vl1']
M =
2 4
5 4 6
3 7

O termo v1’ significa utilizar a transposta de v1.

3.1 SEQUENCIAS

A defini¢do de uma sequéncia de ntimeros no MATLAB é muito simples. O sim-
bolo <:> serve para criar uma sequéncia igualmente espagada de valores, entre
dois limites especificados, inteiros ou ndo. Por exemplo, a instrugdo abaixo cria
um vetor linha com os valores 3, 4, 5, 6, 7 e 8 (0 incremento padrado é unitério).

» v3 = 3:8
v3 =
3 4 5 6 7 8

O incremento pode ser definido pelo usudrio se a seqiiéncia for criada sob a
forma [Valor inicial: Incremento: Valor final].Exemplo:

» vd = 2:0.5:4
vl =

2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000

Outra forma de se obter um vetor com valores igualmente espagados é pelo uso
da funcdo linspace. Por exemplo, a instrucdo abaixo gera um vetor linha com
25 valores igualmente espagados entre 10 e 200. Se o pardmetro que controla o
ntmero de pontos for omitido, a seqiiéncia terd 100 valores.

» y = linspace(10,200,25);

11



3.2 OPERAQGES MATEMATICAS 12

A diferenca entre usar o operador <:> e a fun¢do linspace é que a primeira
forma exige o espacamento entre os valores enquanto a segunda requer a quan-
tidade de valores.

Sequéncias com valores linearmente espacados sdo usados, normalmente, para
fornecer valores de varidveis independentes para fung¢des. Por exemplo, as instru-
¢Oes a seguir criam um vetor com 50 valores da funcdo y = sin(x), para x € [0, 27]:

» x = linspace (0, 2xpi, 50);

» y = sin(x);

‘pi” é uma fungdo interna do MATLAB que retorna o valor de 7. Neste tipo
de operagdo, chamada de vetorizada, o MATLAB cria o vetor y com a mesma
dimensao do vetor x.

Em situagdes que exijam grandes variagdes de valores pode ser interessante que
a variagdo de valores seja logaritmica, o que pode ser obtido com o uso da fun-
¢do logspace, de sintaxe semelhante & de 1inspace. Por exemplo, a instrucdo
abaixo cria um vetor com 50 valores espacados logaritmicamente entre10® = 1 e
10* = 1000.

» £ = logspace(0,4,50);

3.2 OPERAGCOES MATEMATICAS

O MATLAB reconhece os operadores matematicos comuns a maioria das lingua-
gens de programacdo nas operagdes com escalares (ntiimeros reais e complexos).
Nas operacdes com matrizes é preciso respeitar as regras da Matemdtica em rela-
¢do as dimensdes envolvidas. Por exemplo, considere:

» A= [6,3];
» B=[4,8];
» b=2;

A Tabela 6 resume algumas das principais operagdes elemento a elemento do
MATLAB.

Simb. Operagdo Exemplo
+ Adicdo escalar-arranjo A+b [63]+2=[85]
— Subtragdo escalar-arranjo A—b [63]—2=1[41]
+ Adicdo de arranjos A+B [63]+[48]=[1011]
— Subtragdo de arranjos A—B [63]—[48]=[2-5]
& Multiplicagdo de arranjos A.xB [63].%[4 8] =[6x43x8] =[24 24]
./ Divisao de arranjos a direita A./B [63]./[48]=1[6/43/8] =[1.50.375]
A Divisdo de arranjos a esquerda A.\B [63].\[4 8] =[4/68/5] =[0.667 2.667]
A Exponenciagao de arranjos ANb [63].7°2=[6232] =[3679]
b.AA 26 3] =[26 23] = [64 8]
ANB [63]. A 48] ==[6*38] =[1296 6561]

Tabela 6: Operagdes elemento a elemento. Extraida de Palm III [5].



3.3 OUTRAS OPERA(;@ES COM MATRIZES

Considere as seguintes matrizes,

b

|
o N =
o w A
— 0o u

o~}

|
w A O
A& G
SIS

Para as operagdes:

1. C = A+ B (Soma);

2. C = A — B (Subtragéo)

3. C = A% B (Multiplicagdo matricial)

4. C = A.xB (Multiplicagdo elemento-a-elemento)
5. C = A./B (Divisdo elemento-a-elemento)

6. C = A.A2 (Potenciacdo elemento-a-elemento)

Verifique que, de acordo com as defini¢des da matemaética e as convengdes do
MATLAB, obtém-se os seguintes resultados:

6 9 10 4 -1 0 36 49 38
1.C=6 9 1[2C=|-2 -3 7| 3C=[49 &4 6l
9 4 6 3 4 4 33 34 35

5 20 25 02 08 1.0 1 16 25
4C=18 18 18/5.C= 105 05 45| 6C=|4 9 8
18 0 5] 20 0 02 36 0 1)

Importante observar que a multiplicagdo de uma matriz A(n x k) por uma ma-
triz B(k x m) produz uma matriz n x m. Para as outras opera¢des mostradas, as
matrizes A e B devem ter as mesmas dimensdes.

3.3 OUTRAS OPERACOES COM MATRIZES

Para o vetor linha v = [16 5 9 4 2 11 7 14|, verifique os seguintes co-

mandos,
v (3) % Extrai o terceiro elemento de v
v([l 5 61]) % Extrai o primeiro, quinto e sexto elemento de v
v2 = v([5:8 1:4]) % Extrai e inverte as duas metades de v
4 Vv(5:end) % Extrai do gquinto ao ultimo elemento de v
v([2 3 4]) = [10 15 20] % Substitui alguns elementos de v
Ou ainda,

A = magic(4) %Quadrado magico 4x4: mesmo valor de soma dos
elementos ao longo de qualquer linha, coluna ou da diagonal
principal.

A(2,4) % Extrai o elemento da linha 2 e quarta coluna 4

A(2:4,1:2) % Forma uma nova matriz com os elementos das linhas 2, 3
e 4 e colunas 1-2

A(1l4) % usando um indice, MATLAB trata a matriz como se seus
elementos fossem alinhados em um vetor coluna

13



5 1dx = sub2ind(size (A),

A (idx)

indices (linha,coluna)

encontrados anteriormente

[2 3 4],

3.3 OUTRAS OPERAQ@ES COM MATRIZES

[1 2 4]) %sub2ind converte os

em um indice linear
%$valores de A correspondentes aos indices lineares

Ha uma série de fung¢des disponiveis no MATLAB para geracdo ou alteragdo
de matrizes e vetores, exemplificadas na Tabela 7. Além disso, a Tabela 8 fornece
algumas matrizes especiais existentes no MATLAB.

Funcdo

Operagédo

X=max

x=min

[vmax

X =

[m n]

X
Il

d=eig

(B);

(A);

imax] = max(v);

size (A);

= size (A);

length (A7) ;

det (A) ;

(A);

[V,D]=eig(A);

inv (A

poly(

norm (x

>
 Z

sort (A) ;

sum (A

)i

Retorna o maior componente de A. Se A for
uma matriz, o resultado é um vetor linha con-
tendo o maior elemento de cada coluna. Para
vetores, o resultado é o maior valor (ou o
nimero complexo com maior médulo) entre

seus componentes.

Semelhante ao max (A), mas retorna os valo-
res minimos.

Para o vetor v, retorna o maior elemento em
vmax e o indice correspondente em imax.

Retorna as dimensdes da matriz A em um
vetor linha, x = [m,n], contendo o ntmero
de linhas (m) e colunas (n) da matriz.

Retorna o niimero de linhas e colunas em va-
ridveis separadas.

Retorna o comprimento do vetor A ou o
comprimento da maior dimensdo da ma-
triz A. Nesse ultimo caso, length (A) =
max (size (A))

Retorna o determinante da matriz quadrada
A.

Determina autovalores de A.

Determina autovalores e autovetores de A.
Calcula a inversa de A.

Calcula a equacédo caracteristica de A.
Retorna o comprimento geométrico do vetor

2 2
X7 X5+ XA

Rearranja em ordem crescente cada coluna
de A e retorna uma matriz com as mesmas
dimensdes de A.

Soma os elementos de cada coluna de A e re-
torna um vetor linha que contém o resultado
das somas.

Tabela 7: Outras operagdes.

Vale a pena ainda mencionar o comando find para obtengdo de elementos de
uma matriz ou vetor que obedecem uma determinada condigdo,

» X

= find(expresséao);

14



3.3 OUTRAS OI’ERAQ@ES COM MATRIZES

Operagao

Funcao
x = eye(n);
x = zeros (n);

X = zeros(m,n);
x = ones(n);
rand (n) ;

randn (n) ;

Retorna uma matriz identidade com dimen-
sdo m X m, isto é, com valores unitdrios na
diagonal principal e nulos nas demais posi-
coes.

Cria uma matriz quadrada com dimensdo
n X n de elementos nulos.

Cria uma matriz retangular com dimensado
m x 1 de elementos nulos.

Semelhante ao comando zeros, gera matrizes
com valores unitdrios (preenchidas com 1’s).

Cria uma matriz quadrada n x n de elemen-
tos aleatérios distribuidos entre o e 1.

Cria uma matriz quadrada n x n de elemen-
tos aleatérios que seguem uma distribuicdo
normal, com média o e variancia 1.

Tabela 8: Matrizes especiais do MATLAB.

Encontra e retorna todos os elementos de um vetor ou matriz que satisfazem
a uma certa expressdo légica. Normalmente, usam-se argumentos a esquerda da
instrucdo de busca para armazenar os indices dos elementos de interesse. Exem-

plo:
» A = [3 -2 1; 02 -1; 41 2]1;
» [L C] = find(A>2 & A<=4)
L =
1
3
C=
1
1

Nesse exemplo apenas os elementos A(1,1) e A(3,1) atendem ao critério dese-
jado. Percebe-se que L é o vetor contendo a localizagdo na linha e C na coluna. As
expressdes vdlidas podem incluir operadores relacionais e 16gicos, resumidos na

Tabela 9.

Esses operadores se aplicam a escalares e matrizes, de acordo com regras que
podem ser consultadas na documentagdo do MATLAB. Se o argumento da fungéo
for apenas o nome de uma matriz ou vetor, serdo retornados os indices de todos
os elementos da matriz ou vetor que forem diferentes de zero.

Finalmente, os comandos all e any analisa o nimero de valores nulos de cada
coluna de uma matriz. Isto é, o comando all retorna 1 para cada coluna da
matriz A que contenha somente valores ndo nulos e o em caso contrario, gerando

um vetor linha. Por exemplo,

» A = [3 -2 1; 0 2 -1;
» x = all(A)
X:

41 21;

15



3.4 EXERcCICIOS

Operadores relacionais

< Menor que

<= Menor ou igual
> Maior que

>= Maior ou igual
== Igual a

~= Diferente de

Operadores l6gicos

& operagdo E
| operagao OU

~ negagdo légica

Tabela 9: Operadores relacionais e 16gicos.

Para vetores, a fungdo retorna 1 se todos os elementos forem ndo nulos e o
em caso contrdrio. A funcdo any retorna 1 para cada coluna da matriz A que
contenha algum valor ndo nulo e o em caso contrario, gerando um vetor linha. A
fungdo também trabalha com vetores. Exemplo:

» x = any (A)

X=

3.4 EXERcCicIos

Antes de iniciar qualquer nova atividade no MATLAB é recomendével limpar a
janela de comando digitando c1c. Em seguida, deve-se remover todas as variaveis
da memoria, usando o comando clear. Se quiser eliminar apenas uma variavel,
deve-se usar a sintaxe clear <nome da varidvel>.

1. Treine (Extraido de Braun [1]):
c9=1[1; 2 3 4
c9=01 234 56 7 8
)
« 2ig—1
9=[1 23 4567 &9 101 12

h=[1111;2222;3333}
e g—h
e gxh
* hxg
® g.xh
e g./h
e h\g
e gxh'

16



3.4 EXERcCICIOS

e g'xh
'62[123;456;780}

‘f:{987;654;321}
o exf

e fxe

* q =rand(3)

o AN2

e AN2—AxA

e AN2

e AN2—Ax%xA

2. Armazene as seguintes matrizes

2 -1 5 -2 3
M1 =13 1 M2=1|0 5 2
2 0 2 -1 0 4

3. Calcule as seguintes operagdes:
e M1+ M2;
e M1-M2;
e M1xM2;
e M1.xM2;
s M1\M2;
e M1./2;

4. Obtenha a matriz transposta de M1
5. Obtenha a matriz inversa de M2

6. Com uma linha de comando, calcule a multiplicacdo entre M1 e a inversa
de M2

7. Com uma linha de comando, calcule a multiplicacdo entre M1 e a transposta
de M2

8. Gere uma matriz de dimensdo 5 x 5 com a diagonal igual a 3 e todos os
outros elementos iguais a zero.

9. Obtenha os indices e os valores dos elementos da matriz M1 que contém
valores menores do que zero.

10. Obtenha os indices e os valores dos elementos da matriz M2 que sejam
maiores ou iguais a -2 e menores ou iguais a 2.

11. (Extraido de Palm III [5]) Escreva uma sentenca de atribuicio no MATLAB
para cada uma das seguintes fung¢des, considerando que w, x, y, z sdo vetores
linha de mesma dimenséao e ¢, d sdo escalares:

1

\/27c/x

_ x+w/(y+z),
b= x+w/(y—z)’

o f —

17



3.4 EXERcCICIOS

L ee/2n)
" (Iny)vaz’

_ x(2.15+0.35y) '8
*S= z(1—x)Y ’

12. Declare a matriz A =

210 7 6 o
3 12 25 9
Altere o elemento A(2,1) para 18.

Defina o elemento A(2,8) como —16

Defina uma matriz B que contenha as trés primeira linhas da matriz A
e as colunas de 2 a 5.

13. Dada a matriz:

3 7 —4 12
A -5 9 10 2
6 13 8 11
15 5 4 1

¢ Ordene cada coluna e armazene o resultado em Al.
¢ Ordene cada linha e armazene o resultado em A2.

¢ Some cada coluna e armazene o resultado em b1.

e Some cada linha e armazene o resultado em b2.

¢ Avaliar o valor méximo no vetor resultante da multiplicacdo elemento
a elemento da segunda coluna de A2 pela primeira coluna de A.

¢ Utilizar a divisdo elemento a elemento para dividir a primeira linha de
A pela soma dos trés primeiros elementos da terceira coluna de Al.

Acrescente uma terceira linha a matriz com os elementos 30 21 19 1.

18



Parte II

GRAFICOS E PROGRAMACAO

Aqui sdo apresentados os comandos bdsicos empregados na plota-
gem de gréficos bi- e tri- dimensionais e nogdes sobre programacao.
Ressalta-se que esta parte da apostila tem apenas o suficiente para
vocé iniciar o uso das poderosas ferramentas gréficas e de programa-
¢do disponiveis no MATLAB.



GRAFICOS

O MATLAB possui diversas ferramentas para tragados de graficos bidimensionais
ou tridimensionais.

4.1 GRAFICOS BIDIMENSIONAIS

A maneira mais simples de tracar um grafico xy é pelo uso da fungdo plot. A
forma plot (x,y) desenha um gréfico bidimensional dos pontos do vetor y em
relagdo aos pontos do vetor x, sendo que ambos devem ter o mesmo niimero
de elementos. O gréfico resultante é desenhado em uma janela de figura com as
escalas automadticas nos eixos x e y e segmentos de reta unindo os pontos. Por
exemplo, para desenhar o gréfico da fungao:

y =1—1.1547¢~ 9% 5in(2.5981x + 1.0472)

no intervalo x € [0, 10], pode-se utilizar a seguinte seqiiéncia de comandos:

x = 0:0.1:10;
y = 1-1.1547xexp (-1.5%x) .xsin(2.5981xx+1.0472);
plot (x,vy)

O resultado, apresentado na Figura 4, é exibido em uma janela de figura identi-
ficada por um nimero. O mesmo resultado é obtido com a fun¢do fplot, basta
identificar a string a ser representada no dominio do grafico,

y="1-1.1547+exp (-1.5*x) .xsin(2.5981%x+1.0472)"';
2 fplot(y, [0 10]

Outra funcdo utilizada para confeccionar graficos bidimensionais é a funcao
ezplot. Esta fungdo também tem como argumentos de entrada uma funcéo
string e um intervalo de variagdo. Se f = f(x,y), o comando ezplot representa a
fungdo considerando f(x,y) =0,

ezplot ('x"2-3xy"2+2xx*y"', [0 100]

Em algumas ocasides é interessante que as escalas dos eixos sejam represen-
tadas em escala logaritmica (ao invés da escala linear padrdo). Nestes casos, é
possivel usar as fungdes semilogx, semilogy ou loglog, que alteram, respec-
tivamente, a escala do eixo x, do eixo y e de ambos. Normalmente os valores que
compdem tais gréficos também sdo gerados com espacamentos logaritmicos, via
fungdo logspace.

A fungdo plot pode trabalhar com vdrias duplas de vetores, sobrepondo mais
de um gréfico em uma mesma janela. O resultado da seqiiéncia de comandos a
seguir estd representado na Figura 5.

x=-1:0.1:1; Cria vetor 'x': valores entre 1 e -1 espacados de 0.1

y=x."2; % Calcula y
z=x."3; % Calcula Z
4 plot(x,y,'rx',x,z,'b:'") % Traca os dois graficos - x vs y e x Vs z
xlabel ('Valor de x') % Nomeia o eixo x
ylabel('y e z") % Nomeia o eixo y

20
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4 Figure 1
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Figura 4: Exemplo de resultado grafico da fungdo plot.

title('Graficos sobrepostos') % Atribui um titulo ao grafico

grid % Ativa as linhas de grade da janela

Note que foram usadas fung¢des para nomear os eixos (xlabel e ylabel) e 0
titulo do gréfico (tit1le), além de exibicdo de linhas de grade (grid). O estilo e
cor da linha estdo definidos no comando plot. A Tabela 10 mostra as configura-
¢Oes de cores, marcadores e linhas, opc¢des essas validas para plotar graficos no

MATLAB, em 2D e 3D.

Cores de linhas Marcadores de ponto Tipos de linhas
Simb. Cor Simb. Marcador Simb. Tipo
y amarelo . ponto — solida
m  magenta 0 circulo : pontilhada
c azul-claro X X —.  trago-ponto
T vermelho + + —— tracejada
g verde * asterisco
b azul escuro | s quadrado
w branco d losango
k preto v tridngulo

A triangulo

< triangulo para esquerda

> triangulo para direita

P pentagrama

h hexagrama

Tabela 10: Cédigos para cores, marcadores e tipos de linha em graficos no MATLAB.

Outra forma de se obter graficos sobrepostos é com o uso da fun¢do hold, que
faz com que todos os resultados gréficos subsequentes ao seu uso sejam dese-
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Figura 5: Grafico com duas fungdes superpostas.

nhados em uma mesma janela de figura. Exemplo (considerando as varidveis do
exemplo anterior):

plot(x,y); % Desenha o grafico de uma funcao

hold on % Ativa a 'trava' de exibicao grafica

plot(x,z); % Desenha outro grafico na mesma janela de figura
hold off % Desativa a 'trava' de exibicao grafica

Para que os gréficos sejam plotados no mesmo grafico, mas um por um, usa-se

a sequéncia de comandos hold on e pause,

x=linspace (0,2*pi, 100);

y=sin(x);

z=0.5*xsin (3*x);

plot(x,y, 'r*x")

pause % pausa ate ser pressionada uma tecla
hold on % Mantem o grafico atual

plot(x,z, 'b:")

pause

close

O comando subplot (nl,nc,ng) pode ser usado para plotar mais de um

gréfico na mesma janela; nl, nc sdo, respectivamente, o ntiimero de linhas e o
nimero de colunas de gréficos; e ng é o niimero do grafico em questdo. Por
exemplo, a sequéncia de comandos abaixo gera a Figura 6.

1

K = [1:100].72;
Y = K. (-0.4);
subplot (3,1,1);
plot (K, Y);
grid on

subplot (3,1,2);
semilogx (K, Y);
grid on

subplot (3,1, 3);
loglog (K, Y);
grid on
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4| Figure 1 = [ *
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o

DSHe | M RAONPDEAL- S| 08| al

L . L
] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7OOO 8000 9000 10000

1= T T

0 L ! TR
L 101 102 102 104
100 P I : I
10-1 E =L i _
10°2 I | I

L o5 102 10° 10*

Figura 6: Funcdo subplot.

Todos os resultados gréficos aparecem na janela de figura ativa. Uma nova
janela pode ser criada ou ativada pelo comando figure. Quando usada sem
argumentos, esta fungdo cria uma janela de titulo Figure No. xx, sendo xx um
nuimero sequencial, considerado disponivel pelo MATLAB. O uso do comando
figure (n) cria ajanela de figura n, se necessario, e a torna ativa. Outros recursos
da fun¢do plot podem ser consultados na documentagdo do MATLAB.

A escala dos eixos é feita automaticamente. No entanto, esta pode ser alterada
através do comando axis ([xmin, xmax, ymin, ymax]), que gera Os eixos nos
limites especificados.

Quando os argumentos para plotar sdo complexos, a parte imagindria é igno-
rada, exceto quando é dado simplesmente um argumento complexo. Para este
caso especial é plotada a parte real versos a parte imagindria. Entdo, plot (Z),
quando Z é um vetor complexo, é equivalente a plot (real (Z), imag(Z)).

4.2 GRAFICOS TRIDIMENSIONAIS

Graficos em trés dimensdes podem ser tragcados pelo MATLAB com a mesma fa-
cilidade que os bidimensionais. A func¢do plot3 funciona de forma semelhante a
funcédo plot para o tragado de gréaficos de linha em 3D. Por exemplo, a sequéncia
de comandos a seguir produz um gréfico de uma hélice tridimensional. Note o
uso da fungdo zlabel para nomear o eixo z do grafico. O resultado estd repre-
sentado na Figura 7.

t linspace (0, 6%pi, 100);
plot3(sin(t),cos(t),t);
xlabel ('seno (t)");

4 ylabel('cosseno(t)");
zlabel('z = t');
title('Grafico de helice');
grid on;

O MATLAB também pode construir graficos de superficies a partir de um con-
junto de coordenadas tridimensionais xyz. Inicialmente, é preciso gerar matrizes
X e Y com, respectivamente, linhas e colunas preenchidas com os valores das va-
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4 Figure 1 - O X
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Figura 7: Grafico de linha tridimensional.

ridveis x e y. Isto pode ser feito diretamente pela funcdo meshgrid (omita o <; >
das duas tdltimas linhas de comando para entender a logica da funcdo),

x = linspace(0,2,3); % Geracao de valores para 'x' e 'y',
y = linspace(3,5,2); % ambos com a mesma dimensao!

3 [X,Y] = meshgrid(x,y) % Criacao da matriz da malha 'xy'
z=X.*Y

A partir dessas matrizes, que representam uma grade retangular de pontos no
plano xy, qualquer funcdo de duas varidveis pode ser calculada em uma matriz
Z e desenhada pelo comando mesh. Exemplo para o grafico de um paraboléide
eliptico (Figura 8):

1 x = =5:0.5:5; % Definicao da malha de pontos no eixo 'x'
y = X; % Repeticao da malha do eixo x para o eixo 'y'
[X,Y] = meshgrid(x,Vy); % Criacao da matriz da malha 'xy'

Z = X" 2 +Y." 2; % Calculo da funcao z = f(x,Vy)
mesh (X,Y,Z) % Tracado do grafico da funcao 'z'

Verifica-se que a malha gerada é colorida. O usudrio pode escolher um dos
mapas de cores existente no MATLAB (veja o préoximo exemplo). Porém, se essa
matriz for omitida, como no exemplo anterior, as cores das linhas serdo relaciona-
das com a altura da malha sobre o plano xy.

A fungdo mesh cria uma malha tridimensional em que cada ponto é unido por
segmentos de reta aos vizinhos na malha. Usando a fun¢do surf é possivel gerar
um gréfico de superficie em que os espagos entre os segmentos sdo coloridos, con-
forme o mapa de cores definido pela funcdo colormap. O cédigo hsv da listagem
abaixo refere-se a um dos mapas de cores disponiveis no MATLAB apresentados
na Tabela 11.

[X,Y] = meshgrid(-8:.5:8);
R = sgrt(X.”2 + Y."2) + eps;
Z = sin(R) ./R;

surf (X,Y,2)
5 colormap hsv % define o mapa de cores
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Figura 8: Paraboléide eliptico gerado com a fung¢do mesh.

colorbar % para colocar a barra de cores
Funcéo Mapa de cores
Hsv Escalar com cores saturadas
Hot Preto-vermelho-amarelo-branco
Gray Escalar linear de tons de cinza
Bone Escala de tons de cinza levemente azulados
Copper Escala linear de tons acobreados
Pink Tons pastéis de rosa
White Mapa de cores totalmente branco
Flag Vermelho, branco, azul e preto alternados
Jet Uma variante do mapa hsv
Prism Mapa de cores denominado prisma
Cool Tons de ciano e magenta.
lines Mapa de cores que usa as mesmas cores do
comando plot
colorcube Mapa de cores denominado cubo colorido
summer Tons de amarelo e verde
autumn Tons de vermelho e amarelo
winter Tons de azul e verde
spring Tons de magenta e amarelo

Tabela 11: Mapas de cores utilizados pelo MATLAB.

A Figura 10 mostra o uso de diferentes mapas de cores e, aproveitando, mostra
também a opgdo de como eliminar as linhas de grade da superficie. A Figura foi
gerada através dos comandos,
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x=-3:0.1:3; y=x; [X,Y]=meshgrid(x,y); Z=X." 3 + Y."3 — 5xX.xY + 1/5;
surf (X,Y,Z), colormap ([summer])
pause

4 surf(X,Y,z,'EdgeColor', 'none'), colormap([winter])

[4\ Figure1 . O X

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help k]
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Figura 9: Superficie gerada pela fungdo surf.

(a) Summer. (b) Winter, sem linhas.

Figura 10: Exemplo de uso do mapa de cores.

4.3 EXERCICIOS

1. Plote a fungdo 2D sin(nr/x), para x = —1..1

2. Veja o exemplo abaixo:
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» A= [1,2,3,4,5; 1,0,1,2,1; 2,1,0,1,2]."
A =

1 1 2

2 0 1

3 1 0

4 2 1

5 1 2
» plot(A(:,1), A(:,2:end))

A Tabela 12 mostra a varidveis temperatura e vento, em fun¢do da hora. Crie
uma varidvel similar a A do exemplo e faca o que é pedido abaixo.

Horas Temperatura Vento
0 9 12
2 8 13
4 6 14
6 6 15
8 8 17
10 10 13
12 14 19
14 17 11
16 15 7
18 13 8
20 11 7
22 10 14

Tabela 12: Valores da temperatura do ar e velocidade do vento.

Plote,
* somente a varidvel temperatura;
¢ utilize o comando area para preencher a drea sob a curva do itm ante-
rior;
* plote as duas varidveis no mesmo grafico, mas em cores diferentes;

¢ plote as duas varidveis no mesmo grafico, mas em espessura de linha
diferente;

* plote as duas varidveis no mesmo grafico, somente com marcadores;

3. Plote, para uma malha quadrada adequada [x,yl, a fungdo z = xe(_"z_yz).
Coloque legenda.

¢ Faca duas malhas: uma pouco e outra bastante refinada.

e Useocomando surf (x,y, z,gradient (z)) para que a opgédo gradient (z)
determine a distribuicdo de cores.

¢ Com ajuda da fungdo view (azimute, elevacao), gere uma figura
com 4 graficos (comando subplot), com as seguintes combinagdes
de vista: view (0,0), view(0,90), view(90,0), wview(45,30)
. Em caso de duvidas, consulte:
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http://www.mathworks.com/help/matlab/visualize/setting-the-viewpoint-

with-azimuth-and-elevation.html

4. A Figura 11 ilustra as forgas atuantes no avido em linha reta, em nivel e com
velocidade constante. A forca de sustentacdo é da ordem de 10-20 vezes
a forca de arrasto; o CG estd sempre a frente do ponto de aplicacdo da
sustentacdo, para que a aeronave possa ser controlada (a forga estabilizadora
é pequena, mas controla o0 momento resultante do deslocamento do CG); o
arrasto é distrubuido por toda a superficie do avido.

As partes do avido destinadas a sustentacdo (asa, leme, estabilizadores, hé-
lice, ...) sdo chamadas genericamente de aerofélio. Aerofélio tem secao trans-
versal tipica, achatada e alongada, conforme Figura 11b.

Sustentacdo

Arrasto Forca

estabilizadora

BORDO
DE ATAGUE
BORDO DE FUGA

ESPESSURA

j’i]ﬁ _’“’:jfi)
( _;PF‘_[ F\LINM r<_

CURVATURA
vy MEB(A coRDA

5 %houe
Figura 11: Forcas atuantes em um avido e detalhamento do aerofélio.

Para facilitar o estudo das forcas de um aerofélio, a resultante aerodindmica
é dividida em duas componentes:

¢ Sustentacdo (L de Lift): é a componente da resultante aerodinamica per-
pendicular a direcdo do vento relativo. Esta é a forga 1til do aerofélio.

* Arrasto (D de Drag): é a componente da resultante aerodindmica pa-
ralela a direcio do vento. E geralmente nociva e deve ser reduzida ao
minimo possivel. Essa forca depende de alguns fatores como a forma
do corpo, a sua rugosidade e o efeito induzido resultante da diferenca
de pressdo entre a parte inferior e superior da asa.

As seguintes formulas sdo comumente utilizadas para estimar as forgas de
sustentagdo, L, e arrasto, D, de um aerofélio:

1 2
L=5pCiSV
1
D= Epchv2

em que V é a velocidade do ar, S é a drea de referéncia, p é a densidade do
ar, e Cp e Cp sdo, respectivamente, os coeficientes de sustentacdo e arrasto.
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4.3 EXERCIcIOS

Cada perfil de aerofélio apresenta uma curva caracteristica de Cy quanto
Cp contra o angulo de ataque o.

[Extraido de Palm III [5]] Experimentos em ttnel de vento para um aerofélio
em particular resultaram nas seguintes formulas:

CL=447x1072a3+1.15x 10 3a? +6.66 x 1072+ 1.02 x 10"
Cp =575%x10"°%a +5.09x 10 4a? +1.8x 104 +1.25 x 1072

para « expresso em graus.
Dessa forma,

¢ Plote as forcas de sustentacdo e arrasto desse aerofélio versus V para
0 < V < 300Km/h, para uma area de 30m? com um angulo de ataque
de 4°, massa especifica do ar nas condi¢des de pressdo e temperatura
de voo de aproximadamente 1 kg/m3.

¢ A razdo sustentagdo-arrasto (L/D = CL/CD) é uma indica¢édo da efica-
cia de um aerofdlio. Plote L/D versus o para —2° < a < 22°. Deter-
mine o angulo de ataque que maximiza a eficiéncia.

. Dado o amortecedor a émbulo mostrado na Figura 12, a seguinte expressao
para a constante ¢ de amortecimento pode ser deduzida [7],

3nD31 2d

onde D, 1 sdo o didmetro e comprimento do pistdo, respectivamente, que se
move a uma velocidade v, dentro de um cilindro cheio de um liquido de
viscosidade p; d é a folga entre o pistdo e a parede do cilindro.

‘l'P

> Pistao
N =~ Cilindro
\ \
N
N N
d \—y><— §
—y:h\\_)<_ X \
AN s s § Fluid
N \ \ % "':i/i:;o:o
N d D d §

7

NI EEE.TSE

Figura 12: Amordetecedor de émbulo. Figura adaptada de Rao [7].

Plote o gréfico do amortecimento em funcéo da relagdo d/D.
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PROGRAMACAO

Um dos aspectos mais poderosos do MATLAB ¢ a possibilidade de se criar progra-
mas em uma linguagem de programagcdo interpretada’ usando a mesma notacgao
aceita na janela de comando.

Arquivos contendo c6digo MATLAB sdo arquivos de texto com a extensdo .m
chamados de arquivos-M (M-files). Estes arquivos podem conter o cédigo de
scripts ou fungdes, cujas principais caracteristicas estdo relacionadas na Tabela 13.

Arquivos de script Arquivos de funcoes

Nao aceitam argumentos nem retor- Aceitam argumentos e retornam valo-
nam valores ao workspace. res ao workspace.

Trabalham com as varidveis definidas Trabalham com varidveis definidas lo-
no workspace. calmente ao arquivo.

Principal aplicagdo: automatizacdo de Principal aplicagdo: adaptacdo da lin-
comandos que precisam ser executa- guagem MATLAB a qualquer situacdo
dos em uma certa sequéncia. de programagdo necessdria.

Tabela 13: Caracteristicas das formas de programagao MATLAB.

Sendo assim, uma vez escolhido o tipo de c6digo, vocé deve abrir um arquivo
.m. E possivel usar qualquer editor de textos para sua criagio, mas o uso do
editor embutido no MATLAB é preferido por fornecer recursos tteis ao progra-
mador como auto-indentagdo, destaque de palavras reservadas, ferramentas de
depuracdo, etc. Portanto, siga o seguinte caminho: File — New — Script ou
File = New — Function. Neste arquivo deve ser escrito o programa. Uma vez
escrita a rotina a ser executada, deve-se salvar o arquivo.

5.1 CRIANDO UM SCRIPT

Um script é meramente um conjunto de comandos MATLAB que sdo salvos em
um arquivo. Eles sdo tteis para automatizar uma série de comandos que se pre-
tende executar em mais de uma ocasido. O script pode ser executado digitando
o nome do arquivo na janela de comando ou chamando as op¢des de menu na
janela de edi¢do: Debug ou Run.

Por exemplo, digite o cédigo listado a seguir e salve-o com o nome freefall.m. Os
comentarios podem ser omitidos.

1 % Script 1 - script file to compute the
$velocity of the free-falling bungee jumper for
%the case where the initial velocity is zero.
clear all %$limpa toda a memoria
clc %$limpa a janela de comando

6 g = 9.81; m = 68.1; t = 12; cd = 0.25;

v = sqrt(g » m / cd) * tanh(sgrt(g = cd / m) * t)

1 Como a linguagem de programacdo do MATLAB ¢ interpretada, todos os cddigos precisam ser execu-
tados a partir do MATLAB. E possivel criar executéveis independentes, assunto que néo sera discutido
neste material.
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5.2 CRIANDO UMA FUNGAO

Os arquivos do tipo script sdo tteis quando se deseja efetuar uma sequéncia
de comandos com muita frequéncia. Como mostra o exemplo acima, os scripts se
utilizam dos dados presentes na memoria (workspace) para efetuar os comandos.

As primeiras linhas comentadas do arquivo .m sdo exibidas caso o usudrio uti-
lize o comando help + nome do arquivo. Ou seja:

» help freefall
Script 1 - script file to compute the

velocity of the free-falling bungee jumper for

the case where the initial velocity is zero.

A primeira linha de comentdrio, chamada de linha H1 é usada nas buscas por
palavra-chave do comando lookfor. Assim, por exemplo:

» lookfor script

freefall Script 1 - script file to compute the

Explicite a variavel g,

»
g:
9.8100

5.2 CRIANDO UMA FUNGCAO

Arquivos de fungdo sdo arquivos-M que comecam com a palavra function. Em
contraste com arquivos de script, eles aceitam argumentos de entrada e saida.
Portanto, eles sdo andlogos as fungdes definidas pelo usudrio em linguagens de
programacdo como Fortran, Visual Basic ou C.

A sintaxe para o arquivo function pode ser representada generalizada como

function outvar = funcname (arglist)
% helpcomments
3 statements

outvar = value;

onde outvar = nome da varidvel de saida, funcname = nome da funcio, arglist = lista
de argumentos da funcio (i.é, valores delimitados por virgula que irdo passar pela
fungao), helpcomments = texto usado para informar o usudrio sobre a fungio (esta parte
pode ser chamada digitando Help funcname na janela de comandos), e state-
ments = fungdes do MATLAB para computar o valor de saida outvar.

A primeira linha de helpcomments (Hz1) é usada nas buscas por palavra-chave do
comando lookfor. Entdo, inclua palavras chave nessa linha. O arquivo deve ser
salvo como funcname.m. Pode-se rodar a funcdo digitando funcname na janela de
comando. Importante ressaltar que, apesar do MATLAB diferenciar maitisculas e
mintsculas, o sistema operacional de seu computador pode nédo diferenciar. En-
quanto o MATLAB trata fung¢des como freefall e FreeFall como varidveis diferentes,
para o sistema operacional elas podem ser a mesma coisa.

Cada funcéo trabalha com variaveis locais, isoladas do espaco de memoéria do
workspace. As fungdes podem ser executadas mais rapidamente que os scripts,
pois quando um arquivo de fun¢do é chamado pela primeira vez, os comandos
sdo compilados e colocados em memoria, de modo que estdo sempre prontos para
executar. E permanecem assim enquanto durar a sessio MATLAB.

O programa script descrito anteriormente, por exemplo, se adequa ao formato
function da seguinte forma:
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5.3 CONTROLE DE FLUXO

1 function v = freefall(t, m, cd)

freefall: bungee velocity with second-order drag
v=freefall (t,m,cd) computes the free-fall velocity
of an object with second-order drag

% input:
6 % t = time (s)
% m = mass (kqg)
% cd = second-order drag coefficient (kg/m)
% output:
% v = downward velocity (m/s)

= 9.81l; % acceleration of gravity
= sqrt(g » m / cd)~*tanh(sgrt(g » cd / m) % t);

< Q

Exemplo de execugdo da fungdo freefall,

» freefall(12,68.1,0.25)
ans =

50.6175

Tente explicitar a varidvel g,

» g

Undefined function or variable "g’.

5.3 CONTROLE DE FLUXO
Como a maioria das linguagens de programacdo, o MATLAB permite o uso de

estruturas condicionais e repetitivas para controle de fluxo. Nesse trabalho discu-
tiremos algumas formas de uso dos comandos if, while, for,switch 2

5.3.1 Estrutura condicional if

O comando if avalia uma expressdo e, dependendo de seu valor, executa um
determinado conjunto de instrugdes. Em sua forma mais simples, usa-se:

if expressao
<COMANDOS>
3 end

Se a expressdo logica for verdadeira todos os comandos até o finalizador end
serdo executados. Em caso contrario a execugdo do c6digo continuara na instrugao
ap6s o finalizador end. A forma completa da estrutura inclui a declaragdo else
para a indicagdo de comandos a serem executados se a expressdo for falsa:

if expressao
2 <COMANDOS V>
else
<COMANDOS F>
end

As expressdes podem incluir operadores relacionais e légicos, como mostrado
na Tabela 9, definida no Capitulo 3. Exemplo:

if x ==
y = sin(3xt+a);

2 O MATLAB reconhece 6 estruturas de controle de fluxo: if, switch, while, for, try-catch,
return.
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else
y = cos (3*t-a);
5 end

5.3.2  Estrutura repetitiva while

O lago while executa um grupo de comandos enquanto uma expressdo de con-
trole for avaliada como verdadeira. A sintaxe para este tipo de lago é:

while expressao
<COMANDOS>
end

Exemplo de um trecho de cédigo que simula a operacgdo da fungdo interna sum:

S = 0;
2i=1,'

while i < = length (V)
S+V (1) ;
i+1;

o

end % Neste ponto, S = sum(V)

i

5.3.3 Estrutura repetitiva for

O lago for executa repetidamente um conjunto de comandos por um niimero
especificado de vezes. Sua forma geral é:

for variavel de controle = valor inicial: incremento: valor final
<COMANDOS>
end

O incremento pode ser negativo ou omitido (caso em que serd adotado um
incremento unitdrio). Exemplo de um trecho de cédigo que simula a operagdo da
funcéo interna max:

M= V(1l);
2 for i = 2:length (V) % O incremento foi omitido!
if v(i) > M
M= V(i);
end
end % Neste ponto, M = max (V)

5.3.4 A estrutura switch

A estrutura switch é uma alternativa a utilizacdo de if, elseif, else. A
sintaxe geral ¢,

switch expressao_de_entrada %$escalar ou string
case valorl
grupo de sentencas 1
4 case valor2
grupo de sentencas 2

otherwise
grupo de sentencas n
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5.4 VETORIZAGAO

9 end

A estrutura switch é capaz de lidar com multiplas condi¢des em uma tnica
sentenca estrutura case. Veja o exemplo abaixo.

1 switch angulo
case {0,360}
disp ('Norte')
case {-180,180}
disp('sSul'")
6 case {-270,90}
disp('Leste')
case {-90,270}
disp('Oeste')
otherwise
11 disp('Direcao desconhecida')
end

5.4 VETORIZAGAO

O lago for é facil de implementar e entender. No entanto, para MATLAB, ndo é,
necessariamente, o meio mais eficiente para repetir agdes um niimero especifico
de vezes. Devido a capacidade MATLAB para operar diretamente sobre matrizes,
vetorizacdo fornece uma opgdo muito mais eficiente. Por exemplo, o seguinte para
a estrutura loop:

i = 0;

for £t = 0:0.02:50
3 i=1+1;

y (i) = cos(t);

end

pode ser representada na forma vetorizada como,

t = 0:0.02:50;
Yy cos (t);

Deve-se notar que, para um cédigo mais complexo, a vetorizacdo pode ndo ser
tdo evidente. Dito isto, a vetoriza¢do é recomendada sempre que possivel.

5.5 ENTRADA DE DADOS

A funcdo input permite a entrada de dados ou expressdes durante a execugdo
de script ou function, exibindo (opcionalmente) um texto ao usudrio. Exemplo:

N = input ('Digite o tamanho do vetor: ');

Se o valor de entrada for uma expressdo, seu valor serd avaliado antes da atribui-
¢do a variavel usada no comando. Se o valor de entrada for um texto ou caractere
's’ (string) deve ser incluido na lista de argumentos da fung¢do. Exemplo:

o

Titulo_Grafico = input ('Titulo do grafico: ','s');

Outra forma disponivel de interagdo via teclado é dada pela fun¢do pause.
Quando usada sem argumentos, a instrucdo interrompe a execucdo de um script
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5.6 COMANDO FPRINTF 35

ou funcéo até que o usudrio pressione alguma tecla3. A funcdo pause é especial-
mente Ttil para permitir ao usudrio a leitura de vérias informagdes impressas em
tela ou durante a fase de depuracgdo do programa.

O comando load também pode ser utilizado para importar dados, salvos em
formato ASCII ou de texto. No entanto, as varidveis devem estar no formato MA-
TLAB,

‘ load nome_arquivo

ou

‘ nome_variavel= load nome_arquivo

56 COMANDO FPRINTF

O objetivo ndo é esgotar o assunto, e, portanto, o exemplo abaixo mostra como
fazer uma fungdo interativa, e organizar a saida de dados. Pesquise mais sobre a
funcdo, se precisar.

function freefalli

freefalli: interactive bungee velocity
freefalli interactive computation of the
free-fall velocity of an object

00 de o o

with second-order drag.

g = 9.81; % acceleration of gravity

m = input ('Mass (kg): ");

cd = input ('Drag coefficient (kg/m): ");
9 t = input('Time (s): ');

v = sqgrt(g * m / cd)+tanh(sqgrt(g  cd / m) = t);
disp(' ')
fprintf ('The velocity is %8.4f m/s\n', v)

Rode a fungdo e perceba que os dados serdo inseridos dentro da fungdo, e ndo
serdo armazenados na workspace,

» freefalli

Mass (kg): 68.1

Drag coefficient (kg/m): 0.25
Time (s): 12

The velocity is 50.62 m/s

5.7 EDICAO DE FUNGOES EXISTENTES

O cédigo da maioria das fungdes discutidas nesse texto pode ser visualizado ou
editado, digitando-se:

» edit <nome da funcao>

Apesar de possivel, ndo é recomendavel alterar diretamente o cédigo das fun-
¢Oes internas do MATLAB, como inv, max, etc... Se desejar, crie uma nova ver-
sdo com outro nome.

3 A fungdo pause também pode ser usada com argumentos. Quando usada sob a forma pause (N), a
fungdo interrompe a execucdo do cédigo atual por N segundos.



5.8 SUBFUNGOES

5.8 SUBFUNGOES

Os arquivos-M podem conter mais de uma fung¢do. A primeira delas, cujo nome
deve coincidir com o nome do arquivo, é a fungdo primdria, enquanto as demais sdo
subfungoes. As subfun¢des podem ser definidas em qualquer ordem apés a funcao
primdria e suas varidveis sempre tem escopo local. Ndo é preciso usar qualquer
indicagdo especial de fim de fun¢do porque a presenca de um novo cabecalho
indica o fim da funcdo (ou subfuncdo) anterior. Como exemplo, analise o cédigo
da funcdo Baskara, listado a seguir.

% BASKARA.M - Exemplo de uso de uma subfuncao para
% calculo de raizes de equacao do 20 grau

% Funcao primaria: mesmo nome que o do arquivo .M
function x = Baskara (v)

a=v(l); b=v(2); c =v(3); % Obtem coeficientes
8 D Delta(a,b,c); % "

Calcula "a"

% Calcula raizes reais, se existirem
if isreal (D)

rl = (-b+D)/ (2%a); % Calcula raiz
13 r2 = (-b-D)/(2*a); % Calcula raiz
if rl == r2
X = rl; % Retorna apenas uma raiz
else
x = [rl; r2]; % Retorna raizes distintas
18 end
else
disp ('A equacao nao possui raizes reais');
x = []; % Retorno nulo
end

23
% Subfuncao para calculo de
function d = Delta(a,b,c)

d = sqgrt (b"2-4~xax*c);

nman

A

5.9 EXERCICIOS

1. Paraosvetores:x:[] 2 3 4 5} y=[20.4 126 17.8 88.7 120.4}

Crie uma fungdo que organize os dados da seguinte maneira,

Xy

1 20.40
2 12.60
3 17.80
4 88.70
5  120.40

Dica: Crie uma varidvel z = [X;y} euse fprintf.

2. Escreva um programa utilizando a funcdo switch para calcular o total de
dias decorridos em um ano, dados: niimero do més, dia e a indicacdo se o
ano é bissexto ou nio.

3. Escreva um programa .m para calcular a exponencial de uma matriz. O cal-
culo da exponencial de uma matriz é muito importante na drea de sistemas
dindmicos. Uma aplicagdo de exponencial de matriz é a solu¢gdo homogénea

36



5.9 EXERCICIOS

(devido a condigdo inicial) de uma equagéo diferencial ordindria. Crie uma
function que realiza o cdlculo da exponencial de uma matriz partir da sua
expansdo em séries. A expansdo em série de uma fungdo exponencial é dada
por:
WS I IRt I
2! 3! 41

onde A é uma matriz de dimensdo nxn e I é a matriz identidade de di-
mensdo nxn. Essa fun¢do deve receber uma matriz quadrada de dimensao
qualquer, o ntimero N de termos da série e retornar a exponencial e?* calcu-
lada com N termos.

Para testar a sua fungdo crie uma matriz com dimensao 4x4 e calcule a sua
exponencial com diferentes nimeros de termos na série (diferentes valores
de N). Utilize, por exemplo, N variando de 3 a 10. Compare o resultado da
sua funcdo com a func¢do exp do MATLAB.

A funcdo exp do MATLAB calcula exponencial de matrizes. Note que a
palavra exp é utilizada pelo MATLAB e, portanto, ela ndo pode ser utilizada
como nome de uma fungdo criada pelo usudrio.

. Crie um script para calcular a rigidez equivalente k de um sistema de sus-
pensdo similar ao ilustrado na Figura 13. Inicialmente defina a equagdo de
rigidez de mola helicoidal e calcule a rigidez k de cada mola; calcule a rigi-
dez equivalente para as 3 molas idénticas e paralelas da figura.

~a*G
~ 8D3n

onde d é o didmetro do arame que compde a mola; G é o médulo cisalhante
do material; D é o didmetro médio da mola; n é o ntimero de espiras ativas.
Para testar seu programa, considere que cada uma das trés molas helicoidais
é fabricada em ago, com G = 80GPa, 5 espiras efetivas, D = 2000mm e
d = 200mm. A rigidez equivalente desse conjunto de molas deve ser: keq =
120N /mm.

Figura 13: Figura extraida de http://www.sctco.com/pdf/sect_1.pdf.

. Crie um script que plote a constante eldstica torcional equivalente de um
eixo de um propulsor a hélice, em fun¢do da espessura 50mm < t < 220mm
das paredes (constante para as duas se¢des), conforme Figura 14.

. Crie uma function que calcule a constante eldstica equivalente de um tam-
bor de icamento equipado com cabo de ago e montado conforme a Figura 15.

. DESAFIO: O filme Contatos Imediatos do 3° grau (em inglés Close En-
counters of the Third Kind, algumas vezes abreviado como CE3K ou sim-
plesmente Close Encounters), de 1977, foi escrito e dirigido por Steven Spi-
elberg. O titulo é tirado da classificacio de contatos imediatos com alienigenas
criada pelo ufologista J. Allen Hynek - veja Figura 16.
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Figura 14: Figura adaptada de Rao [7].

|
|

Figura 15: Tambor de icamento.

.
. . 2
CLOSE ENCOUNTER OF THE FIRST KIND: . ~
Sighting
CLOSE ENCOUNTER OF THE SECOND KIND:
Evidence

CLOSE ENCOUNTER OF THE THIRD KIND:
Contact

Figura 16: Close Encounters
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A comunicacdo entre os humanos e a raca alienigena era feita através de
uma sequéncia de tons que os cientistas acreditavam ser reconhecida pelos
alienfgenas. Esta sequéncia era composta por 5 tons nas frequéncias 493,9Hz,
554,4Hz, 440Hz, 220Hz e 329,6Hz. Sua tarefa consiste em criar um programa
MATLAB que gere esta sequéncia de tons, considerando todos com a mesma
duragdo. Mais precisamente vocé deve criar uma fungdo contatos (T) em
que T é a duragdo de cada tom da sequéncia. Por exemplo, ao digitar:

» contatos (5)

devera ser gerada a sequéncia de tons nos alto-falantes do PC com duracao
total de 5s.
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Parte III

POLINOMIOS E SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES

Solugodes de polindmios e de equagdes lineares e sdo bastante simples
no MATLAB. Um polinémio é representado por um vetor linha con-
tendo seus coeficientes em ordem crescente, enquanto um sistema de
equagdes lineares pode ser escrito sob a forma matricial.



POLINOMIOS

No MATLAB um polindmio é representado por um vetor linha contendo seus
coeficientes em ordem crescente. Isto é, uma fungdo polinomial da forma:

P(X) = anx™ + an_1x" ' + ..+ axx? +a;x + ag

pode ser representada no MATLAB por um vetor de coeficientes, em ordem de-
crescente de poténcia:

p=lan an-1 .. a2 ar ag

Por exemplo, o polindmio g(x) = x> —2x — 5 é representado pelo seguinte vetor:

» g = [10 -2 =-5];

O MATLAB possui fungdes especificas para operagdes com polindmios, como a
determinacdo de raizes, avaliagdo, diferenciacdo, etc.

As raizes (reais ou complexas) de um polindmio sdo calculadas pela fungdo
roots. Por exemplo,

» r = roots(qg)

r =
2.0946 + 0.00001
-1.0473 + 1.13591
-1.0473 - 1.13591

Note a forma de representac¢do de ntimeros complexos no MATLAB (parte real
+ parte imagindria * i), ja estudada anteriormente.

De forma inversa, se forem conhecidas as raizes de um polinémio, a funcao
poly reconstréi o polindmio original. Por exemplo, os coeficientes do vetor g do
exemplo anterior, podem ser recuperados pela instrugao:

» pl = poly(r)
pl =
1.0000 -0.0000 -2.0000 -=5.0000

»

Avaliar um polindmio significa determinar o valor de p(x) para um dado valor
de x. Para calcular, por exemplo, g(2.4) usa-se a fungdo polyval,

» y = polyval(g,2.4)
y =
4.0240

As operagoes de multiplicacdo e divisdo entre polindmios correspondem, res-
pectivamente, as operagdes de convolugdo e deconvolugdo, implementadas pelas
fungbes conv e deconv. Por exemplo, considere os seguintes polindmios:

f(x) =93 —5x2 +3x+7 gx) =6x2 —x+2

O produto f(x) e g(x) pode ser calculado com a seguinte sequéncia de coman-
dos:
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6.1 EXERCICIOS 42

» £=[9,-5,3,71;
» g=[6,-1,21;
» produto=conv (f, g)

» [quociente, resto]=deconv (f,g)

produto =

54 -39 41 29 -1 14
quociente =

1.5000 -0.5833
resto =

0 0 -0.5833 8.1667

Note que o grau do polindmio resultante é dado pela: soma dos graus dos
polindmios envolvidos na multiplicacdo; e a subtragdo dos graus dos polindmios
envolvidos na divisdo.

A derivada de uma fungdo polinomial pode ser obtida diretamente a partir do
vetor que representa a fungdo com o uso da fungdo polyder. Por exemplo, a
derivada de f(x) = 2x3 +x% — 3x pode ser calculada com:

» £ =[2 1 -3 01;
» £l = polyder (f)

6 2 -3

6.1 EXERCIcCIOS

Os exercicios sobre Polindmios foram extraidos de [5].
1. Obtenha a raiz do polinémio,

x> +13x* +52x +6 =0
2. Utilize o MATLAB para confirmar que,
(203 —7x2 +5x +10) (4x? +12x—3) = 80x7 +212x" —124x> +121x% +105x 30

3. Utilize o MATLAB para confirmar que,

12x3 +5%x2 —2x+3
3x2 —7x+4

=4x+ 11, resto: 59x — 41

4. Utilize o MATLAB para confirmar que,

6x3 +4x2 —5
12%3 —7x2 +3x+9

=0,7108, quando x = 2.



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Todo sistema de equagdes lineares pode ser escrito sob a forma matricial Ax = b.
Por exemplo, para o sistema,
31 —2x2 +x3 =—4
+2xp —x3 =7
4x1+x2+2x3 =0

tem-se
3 =2 1 X1 —4
A=10 2 =1]|;x=|xy]|:;b=
4 1 2 X3

Se a matriz dos coeficientes (A) for quadrada e ndo-singular, ou seja, sem linhas
ou colunas linearmente dependentes, a solucdo (tinica) do sistema é dada por:

x=A"Tb

Essa solugdo pode ser calculada de forma direta pelo MATLAB por qualquer
uma das instrucoes:

» X = inv (A) xb ;

» x = A\b

As duas formas fornecem as mesmas respostas, mas os célculos envolvidos no
uso do operador < exigem menos memoria e sdo mais rapidos do que os envolvi-
dos no calculo de uma matriz inversa. O MATLAB também resolve sistemas sob
a forma xA = b ou sistemas com mais de uma solugdo, mas essas solu¢des nao
serdo discutidas neste material.

7.1 EXERcicios

1. Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares.

3x1 —2x2 +x3 = —4
+2x) —x3 =7
4x1 +x2+2x3 =0

X1 +4x2+7x3 =5
—3x1+0xy —9x3 =1
2x1 +5%2 +11x3 = -2

X1 +2xp =—4
3x1+6x2 =5
X1 +2x, =4
3x1+4x2 =5
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7.1 EXERCICIOS

2. Considere a Figura 17 representando um sistema de 4 molas ligadas em

série sujeito a uma forca F de 2700N. Determine as rela¢des de equilibrio, e
os deslocamentos x; no MATLAB, dadas as constantes das molas (em MPa):
k1 =150, k; =50, k3 =75 e kg = 225.

X4

&
W

x1=0 :‘x3
T

Figura 17: Molas em série.

. Uma transportadora tem trés tipos de caminhdes, C;, C; e C3, que estdao
equipados para levar trés tipos diferentes de mdaquinas, de acordo com a
seguinte tabela:

Caminhdo mdquina A mdquinaB madquina C

1 1 0 2
2 1 1 1
3 1 2 1

Por exemplo, o caminhdo 1 pode levar uma mdquina A, nenhuma mdaquina
B e duas maquinas C.

Supondo que cada caminh&o vai com sua carga mdxima, quantos caminhdes
de cada tipo devemos enviar para transportar exatamente 12 mdquinas A,
10 maquinas B e 16 maquinas C?
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Parte IV

SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

A simulagdo de um sistema dindmico consiste na solucdo de equagdes
diferenciais para consid¢des iniciais de contorno. Sistemas de equa-
¢des diferenciais lineares e ndo lineares podem ser escritos na forma
matricial e resolvidos com ajuda do MATLAB.



SISTEMAS DINAMICOS LINEARES INVARIANTES NO
TEMPO

8.1 SLIT - SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO

SISTEMA LINEAR a resposta de um sistema linear a uma soma ponderada de
sinais de entrada é igual & mesma soma ponderada dos sinais de saida as-
sociados a cada um dos respectivos sinais de entrada. Em outras palavras,
sistemas sdo lineares se satisfazem duas propriedades: homogeneidade e aditi-
vidade:

HOMOGENEIDADE quando o sinal de entrada x(t) é multiplicado por um
valor k, entdo o sinal de saida y(t) fica também multiplicado por este
mesmo valor k;

ADITIVIDADE quando o sinal de entrada é a soma de dois sinais x1(t) e
x2(t), que produzem individualmente sinais de saida y1(t) e y2(t) res-
pectivamente; entdo o sinal de saida é a soma dos sinais de saida y(t)

eya(t).

INVARIANTE NO TEMPO ¢é aquele sistema que para uma entrada x(t) o sinal de
saida é y(t), independente de quando é aplicada esta entrada. Ou seja, as
condigdes dindmicas do sistema ndo mudam com o passar do tempo. Obvi-
amente, nenhum sistema é, na realidade, invariante no tempo, mas pode-se
considerar assim muitos sistemas cuja variagdo é muito lenta.

8.2 REPRESENTACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS NO ESPACO DE ESTADOS

Vamos, inicialmente, adicionar algumas defini¢des importantes na andlise de um
sistema dindmico. Define-se como estado o menor conjunto de varidveis que de-
terminam completamente o comportamento do sistema para qualquer instante t.
Para tal, é necessario o conhecimento dessas variaveis no instante t = ty e das
varidveis de entrada no instante t > t.

Qualquer sistema dinamico linear de m entradas: wy(t), uz(t), ..., um(t); p sai-
das: y1(t),yz(t), ..., yp(t) e n varidveis de estado: x1(t),x2(t), ..., xn(t), pode ser
escrito na seguinte forma:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) equacdo dos estados (1)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) equagdo de saida
onde

® x(t)- vetor de variaveis de estados (dimensdo nx1);

® u(t) - vetor de varidveis de entrada (dimensdo mx1);

e y(t) - vetor de varidveis de saida (dimensao px1);

® A(t)- matriz de transmissdo dos estados (nxn);

¢ B(t) - matriz de coeficientes de entrada (nxm);

e C(t) - matriz de coeficientes de saida ou matriz dos sensores (pxn);

* D(t) - matriz de coeficientes de alimentagao direta (pxm).
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8.2 REPRESENTA(;AO DE EQUA(;()ES DIFERENCIAIS NO ESPACO DE ESTADOS

As variaveis de estado x(t) representam a condicdo instantanea do sistema. Im-
portante ressaltar que a primeira derivada das varidveis de estado sempre es-
tdo presentes nas equagdes dindmicas. Quando o modelo matematico é obtido
usando as leis da ficisa, entdo as varidveis de estado sdo aquelas associadas as
diversas formas de energia armazenadas no sistema. Por exemplo, em um sis-
tema mecanico, geralmente posigdo e velocidade, associadas a energia potencial e
cinética, respectivamente, sdo as varidveis de estado.

As varidveis de entrada u(t) aqui consideradas sdo geradas por agentes exter-
nos (fontes) que alteram as condic¢oes de energia do sistema. Existe diferenca entre
varidveis de entrada e de perturbagdo. As varidveis de entrada sdo utilizadas para
controlar o sistema, enquanto que as varidveis de perturbagdo sdo desconhecidas
e, geralmente, dificultam o controle.

As variaveis de saida y(t) sdo medidas por sensores instalados no sistema, sdo
as varidveis controladas.

A forma da Equacdo 1 de representar o modelo matematico de um sistema di-
namico é conhecida como forma do espaco dos estados. Nessa forma, um sistema
dindmico de ordem n é representado por um conjunto de n equagdes diferenciais
de primeira ordem. A forma do espaco de estados é usada em Controle Moderno
e serd utilizada aqui para resolver sistemas lineares e ndo lineares. Para maiores
detalhes, estude o capitulo 2 do livro texto da disciplina [4]. Existe ainda a repre-
sentacdo pela func¢do de transferéncia, usada em Controle Cléassico, assunto a ser
tratado futuramente.

-
k Vr u(t)
BEG
b

AN\

Figura 18: Sistema mecanico massa-mola-amortecedor. Figura adaptada de Ogata [4].

Como exemplo considere o sistema massa-mola-amortecedor da Figura 18, cujo
modelo é representado pela seguinte equagédo diferencial de 2¢ ordem:

mij(t) +by(t) + ky(t) = u(t) (2)

Como o sistema é de segunda ordem, contém duas varidveis de estado. Define-
se os estados do sistema como sendo a posigdo e a velocidade da massa, respectiva-
mente:

x1(t) =y(t)
x2(t) =y(t)

e a entrada,
ug (t) = u(t)

No caso, a entrada é um escalar e ndo um vetor, (m = 1). Colocando na forma
de espago dos estados (Equacao 1), por substituicdo na Equagao 2, tem-se

X1 =X2

1 1
X2 = — (—kx7 —bxy) + —uq(t)
m m
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8.2 REPRESENTA(;AO DE EQUA(;()ES DIFERENCIAIS NO ESPACO DE ESTADOS

Define-se o vetor de estados, de dimensao 2x1 (i.é, n = 2), como

W | (t)}
h Lz(t)

Portanto, define-se a equacgdo de estado sob a forma matricial como,

x1(t)] [0 T | [x1(t) 0

Lz(t)} i Lf WE’} Lz(t) et ?
A equacdo de saida é,

y(t) =x1(t) )

ou, na forma matricial,

Comparando-se Equacdo 3 e Equacdo 4 com Equagdo 1, tem-se,

A e GRNGET
m m m

A:

Como as matrizes ndo envolvem a fungdo tempo t explicitamente, tem-se um
sistema invariante no tempo.

Existe uma classe prépria no MATLAB para sistema lineares descritos na forma
do espago dos estados criada pela fungao ss (que representa, em inglés, state space)
e definida pelas matrizes A,B,C e D.

Por exemplo, o sistema:

pode ser armazenado em uma varidvel tipo sys no MATLAB pela seguinte seqiién-
cia de comandos:

Essa solugdo pode ser calculada de forma direta pelo MATLAB por qualquer
uma das instrugdes:
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8.2 REI’RESENTA(;AO DE EQUA(;()ES DIFERENCIAIS NO ESPACO DE ESTADOS

» A = [0 1
» B = [0;
» C = [1 0]
» D = [0]

A=

0

-3
B =

0

3
C:

0
D:

0
sys =
a:

x1
x1
X2 -3
b =

ul
x1 0
X2 3
c:

x1
vyl 1
d =

ul
yl 0

Continuous-time state-space model.

X2

X2
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83 SIMULA(;AO DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

8.3 SIMULAGAO DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Existem fungdes especificas para simular o comportamento de sistemas lineares
e invariantes no tempo (LIT) a entradas do tipo impulso, degrau ou de formas
genéricas.

8.3.1 Fungdo impulso
A funcdo impulso unitario é definida como,

si)=4 & n7O (5)
1, n=0

Para simular a resposta a um impulso unitario (em t = 0s) de um sistema utiliza-
se a fun¢do impulse, fornecendo as matrizes representativas do sistema pela
variavel tipo sys. Considerando o sistema sys do exemplo anterior, a resposta ao
impulso é obtida com o comando:

» impulse (sys);

O resultado da simulagdo é apresentado em uma janela gréfica, como mostra a
Figura 19. Opcionalmente, pode-se fornecer um valor em segundos para o tempo
final de simulagdo. Por exemplo, para simulacdo de 10s deve-se digitar o comando
(Figura 20),

» impulse (sys,10);

E possivel, ainda, armazenar os vetores do tempo de simulac¢do (criado auto-
maticamente pelo MATLAB) e da resposta do sistema, sem desenhar o grafico
correspondente. Por exemplo, o comando,

» [y t] = impulse(sys,10);
retorna vetores de tempo e saida.

Impulse Response Impulse Response

Amplitude
Amplitude

7 8 9 10

Time (seconds) Time (seconds)

Figura 19: Funcdo impulso. Figura 20: Func¢do impulso 10s.

8.3.2  Fungdo degrau unitdrio

A simulacdo da resposta a uma entrada em degrau unitério é feita pela funcdo
step, como em:

» step(sys);

O resultado desta simulagdo estd representado na Figura 21.

Nao é possivel alterar a amplitude do degrau usado na simulagdo. Porém, como
se trata da simulacdo de um sistema linear, a saida para uma entrada em degrau
de amplitude A pode ser calculada como ya (t) = Ay(t).

E possivel controlar o tempo de simulacéo e armazenar os vetores de resposta
(saida e tempo). No exemplo,

» [y t] = step(sys,10);
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83 SIMULA(;AO DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Step Response

c

@
T
L

Amplitude
o

(51
-

0 1 2 3 4
Time (seconds)

Figura 21: Fungao step do MATLAB
sdo armazenadas a saida y e tempo t para o intervalo de 0 — 10s.

As fungdes impulse e step permitem que o usudrio forneca um vetor de
tempo a ser usado na simula¢do. Exemplo:

t = 0:0.01:15;
step (sys, t);

8.3.3 Entrada genérica

Para simular a resposta de um sistema linear a uma entrada genérica é preciso
usar a fun¢do 1sim, fornecendo a especificagdo do sistema e os vetores de entrada
e de tempo de simulagdo. Para o sistema sys definido anteriormente,

t = 0:0.1:10; % Vetor de tempo de simulacao

u = zeros(length(t),1); % Vetor de entrada, com mesma dimensao de t
3 u(21:30) = 0.5; % Atribuicao de valores nao nulos constante=0.5
lsim(sys,u,t); % Simulacao

O resultado da simulagdo é apresentado em uma janela grafica, como mostra a
Figura 22.

A resposta para uma fungdo rampa é de grande importancia para o curso. O
MATLAB néo possui um comando direto, mas pode-se usar a funcdo 1sim. Ainda
para o sistema sys definido anteriormente, a resposta para uma func¢do rampa de
entrada é vista Figura 23.

1t = 0:0.1:10; % Vetor de tempo de simulacao
u = zeros(length(t),1l); % Vetor de entrada, com mesma dimensao de t
for i=21:1length(t) % Atribuicao de valores nao nulos linearmente
crescentes
u(i) = t(i)-2; % Atribuicao de valores nao nulos
end
6 lsim(sys,u,t); % Simulacao

Importante ressaltar que a analise da resposta obtida em comparacéo a entrada
imposta serd discutida mais adiante, no estudo de sistemas de primeira e segunda
ordem. Aqui nos contentamos a simular sem interpretar a resposta.

O comando 1sim também pode ser utilizado na seguinte forma,
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8.3 SIMULAGAO DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Linear Simulation Results
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Figura 22: Resposta a um sinal genérico.
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Figura 23: Entrada genérica tipo rampa.



8.4 EXERcCICIOS

Tu(t)

Figura 24: Sistema massa-mola-amortecedor representando 1/4 de veiculo.

» lsim(b,a,u,t);
quando a equacdo diferencial tem a forma geral,

n dnfl m d
(6)
onde

b = [bm, bm—1,bm—_2,..,b1,bp] é o vetor de coeficientes especificados no lado
direito da Equacdo 6, que é a equacdo de interesse;

a=[,an_1,an-2,...,a1,a0] é o vetor de coeficientes do lado esquerdo da Equa-
¢do 6;

u = é o vetor de instantes conhecidos do sinal u(t) especificados na Equacao 6;

t = vetor da mesma dimensdo de u, o k-ésimo elemento t(k) de t é o tempo, em
segundos, no qual ocorre a entrada u(k);

y = vetor da mesma dimensdo de u e t que representa instantes do sinal y(t)
que satisfazem a Equacdo 6.

Por exemplo, pode-se comprovar que a relacdo entre a altura u(t) de uma via
e a altura y(t) do carro contendo um sistema de absor¢do de energia massa-mola
entre as rodas e o chassis é (Figura 24),

k
9O+ 2yl + Sy(t) =g+ D) + uft) o)

Veja que, nesse caso, u(t) é um deslocamento (perturbagdo) e ndo uma forga!

Por fim, pode-se converter a equacdo no formato Equacdo 7 em equagdes no
espaco de estados, conforme Equacdo 1 através do comando tf2ss, do inglés
transfer function to state-space:

« [A,B,C,D]=tf2ss (b, a)

8.4 EXERcicIOS
1. Dada a equacdo diferencial abaixo que representa a dindmica de um sistema:
24(t) +y(t) +3y(t) = Su(t)

Pede-se:
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8.4 EXERcCICIOS

* Dado que a saida do sistema é a varidvel y(t), coloque o sistema na
forma do espago dos estados e defina as matrizes A,B,C e D do sis-
tema.

* Defina o sistema no MATLAB usando uma variével tipo sys.

¢ Simule a resposta do sistema para uma forca externa de entrada u(t)
na forma de degrau unitario no intervalo de tempo de o0 a 30 segundos.
Apresente os graficos da entrada degrau e da variavel y(t).

¢ Defina uma forca externa de entrada u(t) senoidal com frequéncia de
2rad/s no intervalo de tempo o a 10 segundos. Note que a fungdo
senoidal é dada por sin(2t). Use um vetor de tempo com incremento
de o.01 segundos.

e Simule a resposta do sistema para a entrada senoidal definida no item
anterior. Apresente os gréficos da entrada degrau e da varidvel y(t).

O drive de disco rigido é representado pelas seguintes equagoes,

I]é] +b(6] —ez)+k(91 —02)=T,

. . . 8
1292+b(92*61)+k(62*91):TZ ®)

Encontre as seguintes representagdes no espago de estados,

e T; =T,T, =0, sendo a saida 05:

0 1 0 0 0
—k b k b 1
A=t b hh B=|D C:[o 0 1 o} D=0
0 0 0 1 0
k b -k -b 0
I I I I
para
01
X O
02
02
¢ sendo as saidas 07 e 0;:
0 0
1
— 0
T B |T g:E)] C:1000 D:OO
T, 0 0 0, 0 010 0 0
1
0 %
para
01
X = O
02
02

3. A equagdo,

10T+T=Ty
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8.4 EXERcCICIOS

descreve a temperatura T(t) de um determinado objeto imerso em um banho
liquido de temperatura constante Ty,.

Suponha que a temperatura inicial do objeto é T(0) = 70°F e a temperatura
do banho é Ty, = 170°F. Plote a temperatura T(t) como fun¢do do tempo e
defina:

* Valor em estado estaciondrio: limite da resposta quando t — oo;

o Tempo de assentamento: tempo para que a resposta alcance e se mantenha
dentro de uma determinada faixa percentual (normalmente 2%) em
torno do valor em estado estaciondrio;

o Tempo de subida: tempo necessario para que a resposta va de 10 a 90%
do valor em estado estaciondrio;

* Resposta de pico: o maior valor da resposta;

 Tempo de pico: o instante em que a resposta de pico ocorre.

4. Extraido de Palm III [5]. O modelo do circuito RC mostrado na Figura 25

pode ser encontrado a partir da lei das tensdes de Kirchhoff e da conservagao
da carga:

RCy+y =v(t)

—— y(t)

O

Figura 25: Circuito RC.

Suponha que o valor de RC seja o,1s. Utilize um método numérico para
encontrar a resposta para o caso em que a tensdo externa aplicada v(t) =
0 é zero e que a tensdo inicial do capacitor seja y(0) = 2V. Compare os
resultados com a solucdo analitica, que é

y(t) = 2e710¢

. Suponha que um automével em movimento passe por diferentes obstaculos
(elevacoes) na pista. Analise a resposta do 1/4 de modelo de veiculo aos
dois obstaculos mostrados na Figura 26. Dados: m = 100Kg, b = 500Ns/m
e k = 200N/m. Duplique e quadruplique o amortecimento, e compare as
respostas.

o
AAANL

/ ‘ d=0.25mm

t=3s

o) [

Figura 26: Dois modelos de obstaculo.
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SISTEMAS DINAMICOS NAO LINEARES

A simulagdo de um sistema consiste na solugdo de suas equagdes diferenciais
para condigdes iniciais e condi¢des de contorno diferentes de zero. Condi¢des de
contorno sdo as entradas do sistema. Neste Capitulo serd visto como se pode uti-
lizar o MATLAB para resolver equagdes diferenciais ndo lineares. No MATLAB,
ha diversas fun¢des, chamadas solucionadores, do inglés solvers, que utilizam o
método Runge-Kutta em passo varidvel para resolver equacdes diferenciais nume-
ricamente. Os dois solucionadores mais utilizados sdo a fun¢do ode45 e a funcdo
odel5s. A fungdo bésica, e que deve ser sempre testada primeiro, é a ode45, que
utiliza combinacdo dos métodos de Runge-Kutta de quarta e quinta ordem. Se a
solucdo da equagdo com esse solucionador apresentar problema de convergéncia
ou erro, entdo utlize a ou, a fungdo odel5s.

A sintaxe para para equagdes diferenciais de primeira ou segunda ordem é
basicamente a mesma. No entanto, os arquivos .m sdo bastante diferentes.

9.1 EDO DE PRIMEIRA ORDEM

Para equagdes diferenciais de primeira ordem, do tipo,

y="~fty)  ylto) =yo ©))

a sintaxe bésica para ode45,

» [tout, yout]=oded5 (@ydot, tspan,y0,options);
onde @xdot é uma function cujas entradas sdo t,y e a saida é um vetor coluna
(ntimero de linhas igual a ordem da equacéo) que representa dy/dt, isto é, f(t,y).
O vetor tspan=[t0, tf] define o intervalo de tempo da simulac¢do’; e y0 é
a condigdo inicial. O argumento options refere-se aos recursos avangados dos
solucionadores, e ndo serdo tratados aqui. Procure na Internet informacgoes sobre
o argumento, que é criado com a fungdo odeset.

Enfim, essa funcdo integra o sistema de equagdes diferenciais definido por y =
f(t,y) do tempo inicial t0 ao tempo final t£f com condi¢des iniciais y0. Melhor
maneira de entender essa confusdo toda é com um exemplo...

Dado o sistema descrito pela Equacao o:

t?y =y+3t
y(1) =-2

Inicialmente, cria-se a funcao ydot,

1<t<4;

function dydt= ydot (y,t);
dydt=(y+3*t) /t"2;
end

A condigdo inicial dada é que y = —2 para t = 1 e queremos integrar 1 <t < 4.
O seguinte conjunto de comandos mostra explicitamente a solucéo,

tspan = [1 4]; $vetor intervalo de integracao
2 y0 = -2; $condicao inicial

1 Quaisquer valores intermedidrios especificos entre t0O e tf em que se deseja saber a solugdo podem
ser adicionados em tspan, utilizando tspan = [t0, tl1l, t2, ..., tf]
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9.2 EDO DE SEGUNDA ORDEM

[tout,yout] = oded5(@ydot,tspan,y0); S%$resolve o problema
plot (yout, tout)

9.2 EDO DE SEGUNDA ORDEM

Para resolver uma equacdo de segunda ordem (ou superior) com os solucionado-
res de EDO do MATLAB vocé deve, inicialmente, escrever as equagdes na forma
de variaveis de estado. Considere o exemplo,

57+ 7y +4y =u(t) 0<t<e6

para u(t) = sin(t) e condi¢des iniciais y(0) =0 e y(0) = 9.
Define-se duas novas varidveis, x; e x; de modo que,

X1 =X2
. L] () 4 7
X =17 =-u(t)—=-x7 —=x
2=Y=¢ 5X1 ~ 5X2
Préximo passo é criar uma fungéo que calcule os valores de %1 e X, e armazene-

0s em um vetor coluna,

1 function xdot=estado_1 (t, x)
xdot=[x(2); (1/5)*(sin(t)—-4*x(1)-7+x(2))];

E, para utilizar a fun¢do ode45,

» [t,x]=o0ded5 (@estado_1,[0,6]1,[3,9]);

Para plotar as duas fungdes x e x; versus t, utilize a fun¢do plot (t, x); para
plotar apenas y = x digite plot (t,x(:,1)).

9.3 MODELO DE UM PENDULO NAO LINEAR

Esta se¢do é um resumo do exemplo apresentado em Palm III [5], capitulo 9,
paginas 389-392. O exemplo refere-se a um péndulo de massa m concentrada
na extremidade de uma haste de massa desprezivel, mostrado na Figura 27. A

equagdo de movimento do sistema é,

éJr%sinB:O

(o)

S
L

Figura 27: Péndulo.

Suponha L = Tm e g = 9,81m/s2. Utiza-se 0 MATLAB para resolver a equagao
para 8(t) em dois casos: 8(0) = 0,5rad e 8(0) = 0,8nrad, sempre com 6(0) = 0.
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9.4 SISTEMA DE VARIAS EQUA(;C)ES NAO LINEARES ACOPLADAS

9.3.1 Linearizagio do problema

Para 4ngulos pequenos, sin® ~ 6, tornando a equagéo linear,

5,9,
S—I-LG—O

cuja solugdo é trivial,

0(t) = 0(0) cos \/Et

para 0(0) = 0. Assim, a amplitude de oscilagdo é 0(0) e o periodo é T = 2rt/L/g =
2,006s

9.3.2 Equagdes de estado
Sejam x1 =0 e x; =0,
X1 =9 =X
%3 =6 = — I sinx;
L

Dessa forma, soluciona-se os dois casos propostos gerando a function,

function xdot=pendulum (t, x)
g=9.81; L=1;

3 xdot=[x(2); -(g/L)*sin(x(1))1;
end

e os comandos (cuidado com o comando gtext, aprenda a usé-lo),

[ta,xa]l=o0de45 (@pendulum, [0,5], [0.5,01);
[tb, xb]=0ded5 (@pendulum, [0,5], [0.8xpi,0]);
plot(ta,xa(:,1),tb,xb(:,1));

xlabel (' Tempo [s]');

ylabel (" Angulo [rad]’);

gtext (Caso i’),gtext ('Caso 2');

A solugao estd ilustrada na Figura 28.

9.4 SISTEMA DE VARIAS EQUAGOES NAO LINEARES ACOPLADAS

Para o seguinte sistema acoplado de equagdes diferenciais,

Yy=%x+y-+cosy

2 (10)
X =y” +tany

A solucdo, via MATLAB, é a seguinte (Figura 29),

1 couplode = @(t,y) [y(2); y(4)"2 + tan(y(3)); y(4); cos(y(3)) + y(2)
+ y(4)];
[t,y] = oded5(couplode, [0 0.4999xpi]l, [0;0;0;0]1);
figure (1)
plot (t, vy)
grid

6 str = {'$S \dot{y} $8', 'SS y $S8', '$$ \dot{x} $$', 'S$SS x $S'};

legend(str, 'Interpreter',6 'latex', 'Location', 'NW'")
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9.4 SISTEMA DE VARIAS EQUAGOES NAO LINEARES ACOPLADAS 59
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Figura 28: Solucdo do péndulo para duas condigdes iniciais.
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Figura 29: SOlugéo do sistema acoplado de equagdes diferenciais dado pela Equagao 10.



9.5 EXERCICIOS

9.5 EXERcicIos

1. Calcule e plote a seguinte equagdo (defina os limites),
dy .
10a+y:20+7sm2t y(0) =15

2. A equagdo de movimento para um péndulo cuja base se move horizontal-
mente com uma aceleragdo a(t) é,

L0+ gsin® = a(t)cosd

Suponha g = 9,81m/s?, L = Tm e §(0) = 0. Plote 8(t) para 0 < t < 10s para
0s seguintes casos:

e aceleracio constante a = Tm/s? e 8(0) = 0,5rad ou 6(0) = 3rad

¢ aceleracdo linear com o tempo a =0, 5t m/s% e 0(0) = 3rad

3. Quando seu corpo é exposto a vibragdes, tais como quando passeando em
um carro, pessoas que ndo possuem o pescogo suficientemente rigido freqiien-
temente respondem a este estimulo com severas dores de cabega e tonturas.
Um fabricante de carro quer projetar um novo carro, no qual estes proble-
mas sejam minimizados . A Figura 30 mostra um modelo mecénico de um
corpo humano sentado. As pernas ndo sdo modeladas, pois ndo contribuem
para a potencial oscilagdo do corpo. Monte o modelo matematico do sistema.
Considere que a entrada é uma forga periédica com freqiiéncia de 1 Hz e a
saida de interesse é a distdncia entre a cabega e o corpo. Faga uma simulagdo
e comente os resultados.

Head
=12
Mpm12k] I g,

k; = 0.3 kgsec2 % LIL' B, = 0.8 kgsec "

Upper Torso
M, =14kg o <

k2 = l By =
8 kgm.z Ll_‘ 10 kgsec'l
Arms kg = Bg=12 kgsec'!
Mg3=3.2kg|3 kgsec?

2

Lower Body
M, =24kg 1

X4
Lz

Figura 30: Modelo do corpo humano sentado. Dados médios para um humano adulto

4. O sistema de transmissdo do Porshe Panamera S E-Hybrid 2014 é mostrado na
Figura 31. Destaca-se o caminho da unidade de propulsdo, com os motores
elétrico e a combustdo até as rodas traseiras. O bindrio gerado pela com-
bustdo e forcas de eletro-magnéticas da unidade de propulsdo é aplicado
ao volante de inércia do motor de combustdo e ao rotor do motor elétrico.
Ambeas as partes tém inércia significativa e constituem a primeira massa do
sistema MMAM (Massa-Mola-Amortecedor-Mola). O eixo de transmissdo
que liga a unidade de propulsdo com o diferencial tem rigidez limitada e
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9.5 EXERCICIOS

Massa 2:
Rodas traseiras

Massa 1:

Mecanismos/motor Amortecedor:

Elasticidade do eixo de transmissdo

Mola:
Rigidez do eixo de transmissdo

Figura 31: Sistema de transmissdo do Porshe Panerama, modelo 2014.

atua como uma mola. A elasticidade do eixo resulta no amortecimento. Final-
mente, a inércia do diferencial e as rodas traseiras podem ser considerados
como a segunda massa do sistema.

O modelo dindmico do sistema estd ilustrado na Figura 32 e pode ser defi-
nido através das seguintes equacdes diferenciais,

91 = w1
ezzwz
d)]le[k(ez—e”-i-d(wz—wﬂ—i-'fm] (11)
1
Wy = ;—2 k(07 —02)+dwi — (d+b) w,]
d
8, 0 :

Figura 32: Esquematizacdo do sistema MMAM.

Estude o modelo dindmico para as varidveis definidas na Tabela 14.
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9.5 EXERCICIOS

Nome Descrigdo Valor

J1 Momento de inércia da primeira 3.75 10~ ®kgm?
massa

]2 Momento de inércia da segunda  3.75 10~®kgm?
massa

k Rigidez torsional do eixo 0.2656Nm/rad

d Amortecimento torcional do 3.215 10>Nms/rad
eixo

Tm Torque do motor 10 1072Nm

b Atrito viscoso 1107 °Nms/rad

Tabela 14: Parametros do sistema MMAM.
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Parte V

HANDS ON

O laboratorio serve para ilustrar a solugdo completa de um sistema
exemplo.



TRABALHO DO SEMESTRE

10.1 INTRODUGAO

Dindmica e controle de robds manipuladores flexiveis tem recebido muita atengdo
nos dltimos anos. Em aplica¢oes industriais e no espago, o uso de estruturas leves
em rob6s manipuladores é motivado pela sua capacidade de atingir altas acele-
racoes e velocidades, pela alta relacdo entre carga transportada e peso do braco,
pelo consumo reduzido de energia e pelos pequenos esforgos exigidos para seu
controle. Porém para garantir um desempenho satisfatério de sistemas desse tipo
a sua flexibilidade deve ser incluida no modelo dinadmico utilizado para projetar
o seu controle.

O objetivo desse trabalho é desenvolver um modelo dindmico e analisar a dina-
mica de um brago robético flexivel de um tnico ligamento. O estudo dindmico de
um braco robético flexivel fornece indmeros resultados. A principal necessidade
é conhecer a vibragdo da extremidade do brago, pois o braco manipula objetos
que devem ser pegos e posicionados com precisdo. Além disso, um brago robético
trabalha de forma dinamica, assim, somente com um modelo dindmico é possivel
determinar os esforgos atuantes, que sdo necessarios para especificar motores e
para projetar a sua estrutura.

Nesse trabalho vocé realizard a tarefa de modelagem de um sistema mecanico
de uma forma bem realista. Dessa forma, vocé terd que realizar todas as etapas
de um processo de obten¢do de um modelo dindmico, ou seja:

* Determinagdo de hipéteses simplificadoras;
* Determinagdo dos elementos bdsicos que representam o sistema;
* Obtengdo das equagdes de movimento;

* Validagdo do modelo usando dados experimentais.

10.2 DINAMICA DO BRAGO ROBOTICO FLEX{VEL

A Figura 33 apresenta um esquema do braco robético de um tnico ligamento.
Esse brago é uma mdquina bastante simples, sendo composta basicamente pelos
seguintes componentes:

1. Motor elétrico;

2. Redutor de velocidade angular;
3. Articulagdo de rotagdo do brago;
4. Barra flexivel.

O principio de funcionamento do brago é muito simples. O motor elétrico aplica
um torque que faz o brago girar. Em geral um rob6é manipulador carrega uma
carga na sua extremidade.

As principais forcas envolvidas no funcionamento do brago robético flexivel sdo
as seguintes:

* Torque elétrico do motor;
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10.3 O TRABALHO

Carga

Motor+Redutor

Figura 33: Esquema do brago robético de um tnico ligamento.

¢ Inércia de rotagdo do motor elétrico;

¢ Inércia do redutor de velocidade;

* Rigidez do redutor e eixos associados;

e Atrito viscoso no eixo do motor elétrico;
e Atrito viscoso no eixo da articulagdo;

e Massa e inércia do braco;

¢ Flexibilidade do braco;

* Carga aplicada na extremidade do brago.

O torque de atrito de deslizamento T4 na articulacdo é fun¢do do coeficiente
de atrito p e do peso do braco, podendo ser modelado pela seguinte expresséo:

1
Tat = imugL

onde m é a massa do braco, L é o comprimento, e g a gravidade.

A poténcia dissipada internamente na estrutura do brago devido a sua vibragao
D é fungdo do coeficiente de dissipacdo de energia interna b e da velocidade
angular da extremidade do brago wy, podendo ser representada por:

2
D:bwL

Os valores numéricos dos parametos fisicos do robd estdo apresentados na Ta-
bela 15. A Tabela Tabela 16 apresenta as condi¢des iniciais para a simulagdo e a
condigdo de linearizacdo. Parametros fisicos do robd flexivel.

10.3 O TRABALHO

Como mencionado, o objetivo deste trabalho é obter o modelo dindmico do brago
robético flexivel, fazer uma anélise da sua dindmica, simular alguns movimentos
e comparar os resultados do modelo com resultados experimentais.

O brago robético real é simulado pelo programa RobotFlexivelReal que
vocé pode executar usando o MATLAB. Detalhes de como usar esse programa
estdo apresentados na Secdo 10.4 .

Diante do exposto,
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10.3 O TRABALHO

Nome Descri¢ao Valor
L Comprimento do braco 2m
m Massa por unidade de comprimento do 4kg/m
braco
wW Rigidez do brago (EI) 350Nm?
Jm Momento de inércia do motor 2,510~ %kgm?
Ir Momento de inércia do redutor visto pelo 0,22kgm?
eixo de saida
N Relagéo de reducdo do redutor 50
k Rigidez do redutor vista pelo eixo de saida ~ 50.000Nm/rad
Coeficiente de atrito de deslizamento na arti- 0, 1Nm/rad
culagdo
b Coeficiente de dissipagdo de energia interna 4Ns/m
a estrutura do brago
Tabela 15: Parametros fisicos do robo flexivel.
Variavel Condicao de linearizacao
Posicédo da articulagéo [rad] —/2
Velocidade do braco [rad/s] 0
Massa da carga [kg] 2

Tabela 16: Condicdo inicial e de linearizagao.

. Defina as hipéteses simplificadores do sistema e, assim, obtenha um modelo
para ser utilizado em sua andlise dindmica e no projeto do seu sistema de
controle. Observa-se que alguns fendmenos presentes na dinamica do brago
podem ser despreziveis e considerar ou néo esses fendmenos faz parte desse
trabalho.

. Utilizando as hipéteses simplificadoras definidas no item anterior, faca um
esquema simplificado que representa os elementos do robo6. Faca também
um diagrama de corpo livre para os elementos identificados.

. Utilizando as hipéteses simplificadoras adotadas obtenha o modelo dina-
mico do rob6. Garanta que no seu modelo a velocidade angular do eixo do
motor, a velocidade linear da articulacdo e a deformacédo da extremidade do
brago aparecam explicitamente.

. Implemente as equagdes do modelo dindmico no MATLAB. Os pardmetros
fisicos do robd estdao apresentados na Tabela 15.

. Simule dois movimentos do rob6 carregando uma carga. Para simular essa
operagdo vocé vai precisar de condig¢des iniciais e de condigdes de contorno.
Como condigdo inicial utilize sempre o rob6 parado na vertical para baixo.
A condicdo de contorno necessaria para a simulagdo é o torque do motor
necessdrio para levar o rob6 para uma nova posicao.

. Apresente os resultados do seu modelo e do robd real na forma de grafi-
cos. Como resultado apresente as posi¢oes e velocidade angulares do motor,
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10.

10.4 ROBO FLEXIVEL REAL

da articulacdo e da extremidade do braco, além da deformacédo rob6. Com-
pare e analise os resultados do seu modelo com os resultados do programa
RobotFlexivelReal.

. Vocé deve ter percebido que a dindmica do brago é representada por um

modelo ndo-linear. Linearize a dindmica do brago em torno da condicdo
onde o rob0 esta parado na posigao vertical para baixo.

. Para linearizar o modelo do robd considere que a entrada do sistema é o

torque motor e as saidas do sistema sdo a posigdo angular do eixo do motor
e da extremidade do braco (Tabela 16).

. Resolva as equagdes do modelo linear para as mesmas condigdes utilizadas

para as simula¢des do modelo nédo-linear. Apresente os resultados na forma
de gréficos das posigdes e velocidades angulares do motor e da extremidade
do brag¢o em fungdo do tempo.

Compare os resultados da simulagdo do modelo linear com os resultados
da simulacdo do modelo ndo-linear e do programa RobotFlexivelReal e

analise os resultados.

10.4 ROBO FLEXIVEL REAL
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O simulador do robo flexivel real estd implementado na fun¢do RobotFlexivelReal.

Para simular o comportamento do robo real vocé deve executar esse programa.
Porém, vocé deve fazer outro programa para MATLAB que chame a funcdo
RobotFlexivelReal através da seguinte linha de comando em seu programa:

[THETAm, THETAA, THETAL, wm, wA, wL, yL, t, TmO,
RoboFlexivelReal (THETAaO, Mcarga, THETAaf, tmax)
onde:

THETAm = posicdo angular do motor (rad);

THETAa = posi¢do angular da articulagdo (rad);

THETAL = posigdo angular da extremidade do brago (rad);
wm = velocidade angular do motor (rad/s);

WA = velocidade angular da articulagdo (rad/s);

wL = velocidade angular da extremidade do brago (rad/s);
yL = deformagdo linear da extremidade do brago (m);

t = vetor de tempo da simulagdo (s);

Tmo = torque inicial do motor (Nm);

Tmf = torque final do motor (Nm);

THETAao = posi¢do angular inicial da articulacdo (rad);
Mcarga = massa da carga manipulada pelo robd (kg);
THETAaf = posicdo angular final da articulagdo (rad);

tmax = tempo de simulagdo (s).

Tmf]



10.4 ROBO FLEXIVEL REAL

Observa-se que ao executar a funcdo RobotFlexivelReal gréficos das varia-
veis de saida da fungdo sdo apresentados.

Observa-se que ao executar a fungdo RoboFlexivelReal gréficos das varidveis
de saida da funcdo sdo apresentados em func¢do do tempo. Contudo, vocé pode
fazer o grafico de qualquer varidvel de saida em fungdo do tempo t usando como
exemplo o comando abaixo para a posi¢do angular da articulagdo:

» plot (t, THETAa); grid

Note que para executar a fun¢do RoboFlexivelReal vocé deve fornecer as po-
si¢des inicial e final da articulagdo. Para os angulos inicial e final da articulagao

utilize valores entre —45° e —135°, que representam valores entre £45° em rela-
¢do a vertical.
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Parte VI

TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace permite a solugdo de uma equagéo diferen-
cial ordindria de coeficientes constantes através da resolugdo de uma
equagcdo algébrica. .



NUMEROS COMPLEXOS

11.1 O NUMERO IMAGINARIO

O ntimero imagindrio v/—1 ja estd definido no MATLAB pelas variaveis i ou j,

» 7
ans =
0.0000 + 1.00001
» i
ans =
0.0000 + 1.00001

Observa-se que o sinal de multiplicacdo < * > foi necessario depois da expres-
sdo sqrt(3), em z1, mas ndo foi necessario depois do ntimero 2, em z2.

Um ntmero complexo z € C pode ser escrito na pode ser definido pelo par
ordenado (x,y) de ntimeros reais x e y, ou por suas coordenadas polares 1,0,

z=x+yi z=1e% =1 (cos0+1isin0)

onde %,y sdo a parte real e imagindria, respectivamente; e r e 0 sdo nliimeros reais
e representam, respectivamente, o médulo e o dngulo ou fase de z,

T =lz| = Vx2 +y?

0 = /z = arctan El
X

A representagdo grafica de um ntmero complexo z € C feita no plano complexo
estd ilustrada na Figura 34a.

z i
imagindrio
@
£ —
“ -~ ~
= . 8
T Ui z=e¢e
I 4
5t \
Eixo real 8 \
f 9 \
x=|z|cos@ ; -
| | Eixo
-] \ | real
=
“m
=
on
© >,
£ b /
= /
= ;
2
&= o
(a) Plano s. (b) z = e'f,

Figura 34: (a) O Plano s, em coordenadas cartesianas e polares; (b) circunferéncia de raio 1
centrada na origem do plano s.

Outro resultado bastante util é,

et =1, vo
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11.2 OPERAGOES MATEMATICAS
ou seja, z = €' ¢ um ponto de uma circunferéncia de raio 1, centrada na origem
do plano s, cujo dngulo com o eixo real positivo é 0 (Figura 34b).

Para definir um ntimero complexo faz-se, por exemplo:

» z1 = -1 + sqgrt(3)*1
z1l =

-1.0000 + 1.73211
»z2 = -1 - 21
z2 =

-1.0000 - 2.00001

11.2 OPERACOES MATEMATICAS

Seguem as regras bdsicas para operagdes de ntimeros complexos. Caso tenha al-
guma duvida, recorra ao seu material das aulas de célculo ou [2].
Dados os ntimeros complexos z1 e z,

z1 =x1+yili  zp =% +ysi

a soma, subtra¢do, multiplicacdo e divisdo, sdo dados, respectivamente, por:

z1 +2z3 = (x1 +x2) +1(y1 +y2)
z1 —z3 = (x1 —x2) +1(y1 —y2)
z1z22 = (x1%2 —y1y2) + (x1y2 +x2y1) 1

2 tzy = <X1Xz+y1yz>+i<y1XzX1yz>, 2 £0

X3 +3 X3 +3

Reescrevendo os nameros complexos z7 e zz,

z1 =711 (cos07 +1sin07) z7 =715 (cos0y +1sin6>)
Pode-se provar que,

2122 =111 [cos (01 +602) +1isin (07 + 02)]

Um caso particular, de interesse, seria o produto em que um dos complexos tem
moédulo unitdrio. Neste caso o resultado pode ser interpretado meramente como
uma rotagdo de sua representagdo polar. Isto é, com 1, = 1, tem-se:

z1zp =17 [cos (07 +03) +1isin (07 +63)]

Ainda, exponenciacdo e logaritmo de um ntimero complexo podem ser defini-
dos como,

eZ

e® (cosy +1isinx)

Inz=Inr+10

Assim:
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» z3 = zl+z2
z3 =

-2.0000 - 0.26791
»zd4 = z1 - z2
z4 =

0.0000 + 3.73211
»zb = zlxz2
z5 =

4.4641 + 0.26791
»z6 = z1/2z2
z6 =

-0.4928 - 0.74641

E sempre bom lembrar que...

»z71 = 1/1
z7 =

0.0000 - 1.00001
»z8 = 2/1
z8 =

0.0000 - 2.00001
»z9 = 1/(23)" 2
z9 =

-0.2500

11.3 FUNGOES

11.3 FUNGCOES

Qualquer fungdo existente no MATLAB pode ser utilizada tanto para ntimeros re-
ais como para ntimeros complexos. As fun¢des mais comuns sdo definidas pelos
comandos abs (médulo), angle (fase ou angulo), exp (exponencial), 1log (lo-
garitmo neperiano), Além dessas fun¢des tem-se as fungdes real (parte real de
nimero complexo) e imag (parte imagindria de ntimero complexo).

A seguir apresentam-se exemplos de utilizacdo dessas funcdes:
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»» z = -1 + 1
7z =

-1.0000 + 1.00001
»imag (z)
ans =

1
»real (z)
ans =

-1
»abs (z)
ans =

1.4142
»angle (z)
ans =

2.3562

Note que a unidade para dngulos utilizada pelo MATLAB é radianos. Se for
desejado um angulo em graus deve-se fazer a conversdo fazendo-se:

» angle(z)*«180/pi
ans =

135

De maneira geral,

» exp(z)
ans =
0.1988 + 0.30961
» log(z)
ans =

0.3466 + 2.35621

Ou, finalmente, como discutido na Figura 34b,

» exp (01)
ans =
1
» exp (pixi)
ans =
-1.0000 + 0.00001
» exp(pi/2+*1)
ans =
0.0000 + 1.00001
» exp (-pi/2x1)
ans =

0.0000 - 1.00001




11.4

11.4 EXERCICIOS

EXERCICIOS

. Use MATLAB para calcular elm/3 el—i o=3mi/4

. Use as fungdes do MATLAB para calcular a forma polar dos ntimeros com-

plexos 2 —5i, 3471, 6 +4i.

. Use as fun¢ées do MATLAB para converter os niimeros complexos da forma

polar para forma padrao: 4e>t, —6e 31, 2¢721,

. Dado w = 3e'™/3, Use as fun¢des do MATLAB para calcular w2, w3, 1 /w

and w+ 1.
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FUNCAO DE VARIAVEL COMPLEXA

12.1 INTRODUGAO

Seja s um ndmero complexo qualquer pertencente a um conjunto S de ntimeros
complexos. Dizemos que s é uma varidvel complexa. Se, para cada valor de s,
o valor de outro nimero complexo w é determinado, entdo w é uma funcdo de
varidvel complexa s no conjunto S:

w = F(s)

O conjunto S é chamado de dominio de F. A fungao F(s) pode ser expressa pela
soma das suas componentes real e imagindria:

F(s) = Fx + iFy

Sendo F(s) um nimero complexo, obedece as mesmas defini¢des e proprieda-
des estabelecidas no Capitulo 11. Em particular:

e Valor absoluto de F(s): [F(s)| = \/ﬂ

* Argumento de F(s): O = tan (%)

No que segue, utilizaremos uma defini¢do da varidvel complexa, mais afeita aos
desenvolvimentos relativos a teoria de sistemas dindmicos e sistemas de controle:

s =0+ iw, (12)

onde o é a parte real e iw a parte imagindaria da varidvel complexa.

12.2 LIMITE

Uma vizinhanga de um ponto zy é o conjunto de todos os pontos para os quais:
Is —sol <€,

onde € é alguma constante positiva. Portanto, uma vizinhanga consiste em todos
os pontos de um disco, ou regido circular, no plano complexo, inclusive o centro
zp, mas, sem incluir o circulo de contorno.

Seja F uma funcdo definida em todos os pontos de uma vizinhanga de um ponto
sp, exceto, eventualmente, o préprio ponto sg. Dizemos que o limite de F, quando
s tende a sp, € um ntimero wy, quando o valor de F é arbitrariamente préximo
de wy para todos os pontos s de uma vizinhanga de sg, exceto, eventualmente,
s = sp, quando essa vizinhanga se torna suficientemente pequena. De forma mais
precisa,

lim F(s) =wg
S—Spo

se, para cada niimero positivo € existe um nimero positivo o tal que:

[F(s) —wol < €, sempre que |s —sp| < b (s #sg)
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12.3 CONTINUIDADE

Teorema 1 Sejam
F(s) =u(o, w) +1v(o, w), s =o0+1iw, So = 0p + 1wg

Entdo,
Existe o limite de F(s) em sg e € igual a ug + ivg, lims_s, F(s) = up +ivp, se e
somente se 0s limites de w e v existem em o e wy e sdo iguais a g e vy, respectivamente.

Teorema 2 Sejam, F e G fungdes cujos limites existam em s :

lim F(s) =wg Iim G(s) =W,

S—Spo S—So
Entdo

Iim [F(s)+ G(s)] =wg + W,

S—Spo

lim [F(S)G(SH = WoWO

S—So

. F(S) . Wo
gth_Wo Wo 70

12.3 CONTINUIDADE

Uma fungdo F é continua num ponto sg se, e somente se, todas as trés condi¢des
abaixo sdo satisfeitas:

F(sp) existe

lim F(s) existe
S—So

lim F(s) = F(sp)

S—So

12.4 DERIVADA E AS RELAGOES DE RELAGOES DE CAUCHY-RIEMAN
Suponha que,
F(s) = u(o, w) +iv(o, w)

onde, conforme ja definido, s = o+ iw.
As relagoes de Cauchy-Rieman sdo dadas por (ver detalhes em [2]),

ou v ov ou

ke e DA e
doc dw oo ow
Obedecer as relagdes de Cauchy-Rieman é condigdo necessdria e suficiente para a
existéncia da derivada de uma fun¢do em determinado ponto.

Teorema 3 Se a derivada F'(s) de uma fungio F(s) = u(o, w) + iv(o, w) existe em um
ponto sg, entdo as derivadas parciais de primeira ordem, em relacdo a o e w, de cada uma
das partes u e v existem neste ponto e satisfazem as relacdes de Cauchy-Rieman. Além
disso, F'(s) é dada em termos dessas derivadas parciais de acordo com:

df(s) _u  ,ov _ v ,0u
ds 90 90 dw Odw

Teorema 4 Sejam u e v fungdes reais e univalentes das varidveis o e w as quais, jun-
tamente com suas derivadas parciais primeiras, sio continuas no ponto sg. Se essas
derivadas satisfazem as relagdes de Cauchy-Rieman neste ponto, entiio F'(s) da fungio
F(s) = u(o, w) +iv(o, w) existe, sendo sy = 0o + iwy.
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12.5 FUNGOES ANALITICAS

12.5 FUNGOES ANALITICAS

Uma fungdo F de varidvel complexa s se diz analitica num ponto sg, se sua deri-
vada F’(s) existe ndo s6 em sp, como também em todo ponto s da vizinhanga de
so. F é analitica num dominio do plano complexo se ela é analitica em todo ponto
desse dominio.

Se uma funcgdo é analitica em algum ponto de cada vizinhanga de um ponto sg
exceto no préprio ponto sp, entdo o mesmo é chamado ponto singular, ou singula-
ridade da fungdo. Um ponto singular que resulta em F e suas derivadas tendendo a
infinito é chamado de polo da fungio. Por exemplo, para

1

Fls) = s2+1

Os pontos s =i e s = —i sdo polos de F(s). Veremos que os polos possuem um
papel importantissimo na andlise e projeto de sistemas dinamicos.

Desde que as hipéteses dos teoremas da se¢do de derivadas sejam observadas
num dominio D os seus resultados sao suficientes para garantir que uma funcao
F seja analitica nesse mesmo dominio.

Dadas duas fungdes analiticas F e G em um dominio D, sua soma é analitica em
D, seu produto é analitico e D seu quociente é analitico no mesmo dominio desde
que a funcdo do denominador ndo se anule em D. Em particular, o quociente P/Q
de dois polindmios é analitico em qualquer dominio no qual Q(s) # 0.

12.6 DERIVADAS NO MATLAB

As seguintes functions,

function [zderiv] = dds(f,x,y,2z)
syms x y real;
3 syms s complex;

s = x + ixy;

s_deriv = (diff(f, 'x'))/2 - (diff(f,'y'))~*i/2
end

function [zbarderiv] = ddsbar (f)

syms x y real;
syms s complex;

4 S = x + ixy;
sbar_deriv = (diff(f, 'x'))/2 + (diff(f, 'y'))xi/2
end

calculam, respectivamente, a derivada da fun¢do complexa f em funcdo de s e
de seu conjugado .

Por exemplo, ap6s ativar as fun¢des acima, digite as informagdes necessarias ao
MATLAB, a fim de fazer calculos complexos,

» syms X y real
» syms s complex

» s = x + ixy

Depois defina uma fungéo,

» £ = s*2

Finalmente digite dds (£). O MATLAB ira fornecer uma resposta equivalente
a 2(x +1y), que é a diferenciagdo de s?> com respeito a s. Se, por outro lado, vocé
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12.7 EXERCICIOS

digitar no prompt do MATLAB, ddsbar (£f), vocé vai obter uma resposta 0, que é
a diferenciagdo de s* com respeito a s.

12.7 EXERCIcCIOS

1. Para praticar, dadas as fungdes s e seu conjugado §, calcule:

3 6 2

2 s§

i5253 9 sinss —s“5° e
0s 0s 03 05
2. Verifique se cada uma dessas fung¢des obedece as relagdes de Cauchy-Rieman
onde quer que seja definida:

® F(s) =sins— %;
* F(s) = e2s—s’ _ 2,
. Fls) = 5

* F(s) =s(tans+s);

3. Verifique se cada uma dessas fungdes NAO obedece as relagdes de Cauchy-
Rieman onde quer que seja definida:

o F(s) = Is|* —Is?;

hd F(S) = Szi_1 7
e F(s) =5 (5% —5s);
® F(s) =5sinscos§;

4. The function F(s) = s2 — s> obedece as relagdes de Cauchy-Reiman? A parte

real u descreve um fluxo de estado estacionario de calor em um disco uni-
tario. Calcule a parte real u. Verifique se u satisfaz a equagdo diferencial
parcial,

00
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

13.1 INTRODUGAO

A Transformada de Laplace é um método operacional que pode ser utilizado para
converter fun¢des comuns, como senoidais, exponenciais, etc..., além de diferenci-
ais e integrais, em fungdes algébricas de uma varidvel complexa s.

A transformada de Laplace £ [y(t)] de uma fungdo y(t) é definida como,

Clylt) = | Tyle*tae=Y(s) (1)
0

A edicdo anterior do livro texto [4] tem o Capitulo 2 dedicado ao estudo da

Transformada de Laplace. Aqui, apresentamos apenas as Tabela 17, com, respecti-

vamente,os pares de transformadas de Laplace e as propriedades das transforma-

das.
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13.1 INTRODUGAO

y(t) Y(s)
Impulso unitario 5(t) 1
Degrau unitario 1(t) %
1
Ram]pa t i
n— _ 1
m,n—],z,g)... o
t",n=1,23.. =

_at 1
e sta

—at 1
te (s+a)?

t" ! n—1_—at _ 1
7(n7”!t e %Y n=1,23.. Gra)™

n—1,—at _ B
t e ,n=1,273.. G

_w
sin wt sZtw?
cos wt 2+ w2
sinh wt ﬁ
cosh wt S2—w?

1 —at 1
a (1 € ) s(s+a)

1 —at —bt 1
b—a (e ¢ € ) (s+a)(s+b)

1 —bt —at s
pq (be ae” ) (s+a)(s+b)

1 1 —at —bt 1
‘ab [1 + a—b (be ¢ ae )] s(s+a)(s+b)
1 _ at —at 1
a? (1 € ate ) s(s+a)?

1 _ —at S
= (at T+e ) s2(s+a)

—at ;3 R A
e sin wt Gra)iwr

—at s+a
e cos wt (S+a)2+2w2

WDn —Cwnt o _ 72 . wy
me sin (wn 1-¢ t), 0<C<1) T wrsTwl
1 lwnta 2. _ Vi1-¢? wh

Me sin (wn 1— (4t c])), ¢ = arctan z T2 CwasTwl
0<l<1,0< ¢ <m/2)

1wt 2. _ Vi1=¢? wi
1 me sin (wn 1—C~t d)), ¢ = arctan z T 2twnsTwl)
0<l<1,0<d<m/2)

1 —cos wt _w?
s(s2+w?)
wt —sin wt ot
si s2(s2+w?)

sin wt — wt cos wt %

(s24+w?)

1 : s
>—tsin wt —
2w (Sz+wz)2

2 2
tcos wt S
(sz+w2)2
1 2 2 s
——— (coswit—coswyrt), (W w
wi—w? ( 1 2t) ( 17 2) (sz+w%)2+(sz+w%)z

1 (e 2
>— (siIn wt 4+ wtcos wt —
2w ( ) (Sz+wz)2

Tabela 17: Transfomada de Laplace. Tabela extraida de [4].
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Funcéo ‘ Transformada Comentério
L lay(t) +bg(t)] allyt)]+bLg(t)] = a¥Y(s) +bG(s) Linearidade
Lly(t) = g(t)] LY LIg(t)] =y(s)G(s) Convolucio

r t

Jy(t) dt] Y(:) +1 U y(t) dt] Integral

L d d —00 t=0

Soutel] &L y(0)] = 5¥(s) ~ o, (yo = y(0))

W‘J(t) Fivl £ ly(t)] = s2Y(s) — syo —Y5 Derivada

r dan an _

dtfny( ) dt—nﬁ[y(t)] :s“Y(s)—sn_1y()—...—51_4(()n 2)

t
U(a)} aY(as) Mudanga de escala do tempo
Transformada de uma funcédo

£ [em*ty(t)] Y(s+a) multiplicada por uma exponen-

cial é uma funcéo transladada.

Transformada de uma funcéo
transladada fica multiplicada
por uma exponencial.

Transformada de uma fungio
multiplicada por t é a derivada
de Y(s)

Transformada de uma funcédo
dividida por t é a integral de
Y(s)




13.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE UTILIZANDO MUPAD

Nota-se, pelo item 3 da Tabela 18, se

t
U y(t) dt] =0
—o0 t=0

entdo integrar no dominio do tempo t equivale a dividir por s no dominio da
frequéncia

Para o item 4 da Tabela 18, os termos y(0), sy(0), y’(0),..., sdo chamados residuos.
Caso y(t) tenha condig¢des iniciais nulas,

y(0) =0,y’(0) =0,y"(0) =0, ...

entdo os residuos sdo todos nulos e derivar no dominio do tempo t equivale a
multiplicar por s no dominio da frequéncia,

c ftym] — 6Y(s)

- d2 )
c dtzy(t)} — $2Y(s)
L ;—1 (t)} =s"Y(s)

De acordo com o item 5 da Tabela 18, se o eixo da variavel t for encolhido
(0 < a < 1), entdo a transformada de Laplace de y(t) ficard esticada em s. Se,
por outro lado, (a > 1), entdo, o eixo da varidvel t serd esticado e a transformada
de Laplace de y(t) ficara encolhido em s.

13.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE UTILIZANDO MUPAD

MuPAD, Multi Processing Algebra Data, originalmente desenvolvido pelo grupo
de pesquisa MuPAD da Universidade de Paderborn (Alemanha) e distruibuido
gratuitamente com propésitos educacionais. O MuPAD é uma ferramenta pode-
rosa, com muitos recursos. Possui uma vasta biblioteca de opera¢des matematicas
usuais, pacotes e uma completa linguagem de programagao.

Nos restringeremos a utiliza-la para obtencdo da Transformada de Laplace de
uma funcdo. Sugere-se que procure na Internet, caso queira aprender mais sobre
a ferramenta.

Para iniciar o MuPAD, digite mupadwelcome no prompt do MATLAB. Abrird
a janela mostrada na Figura 35. O MuPAD realiza opera¢des em cadernos. Para
iniciar um novo caderno clique em New Notebook, a tela aberta estd ilustrada na
Figura 35a.

Vocé insere comandos nas regides de entrada do caderno, conforme ilustra a
Figura 36b.

A Figura 36b ilustra a utilizacdo da ferramenta MuPAD para transformada de
Laplace e sua inversa. O comando para transofrmada é laplace (y, t,s), onde
y é a fungdo de t e o resultado é fungdo de s. O comando para inversa da transo-
frmada é ilaplace (y, t, s), note a inversdo de t e s.

13.3 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

A transformada inversa de Laplace, ou seja, a determinagdo da funcdo do tempo
y(t) a partir da transformada Y(s) pode ser obtida através da integral de inversao,

LY(s) =y(t) = =— Y(s)estds, t>0

1 oc+1ioco
T m J

Oc—1ic0
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13.3 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

4\ Welcome te MuPAD

First Steps

Open Recent File

\7] Getting Started
7] Notebook Interface

17] Release Notes

[ 1 ew notebook

D New Editor
[EL.' Open File

Figura 35: Tela de boas vindas do MuPAD. Evite essa tela teclando mupad no prompt do

MATLAB.

MuPAD

| MathV

\f# Notebook! - MuPAD

Bl Ed

File Edit View MNavigation Inset Format Notebook Window Help

| T T

- ] X

f@ #» | Generic Monospace Rk

i

Create new, empty Editor.

Mot Connected

Command Bar X
2 fm f
& I x=a w E ’“fv

Iféx j=j7 .7,
{mf_oh = f\x_a

= a=# a=h
a+h n! x—+ fix)
sina & {3 i

VA

General Math..

Plot Commands

Cmd £ INS

(a) Interface.

[[f Motebook2* - MuPAD

File Edit View Mavigation Insert Format

ECwES &

Motebock  Window  Help

_r—i T TL

- [m] x

t@ » | Generic Monospace ks

[

54

[laplace (t*2,t,s)
laplace (sin (w¥t) , t, s}
W

2w

5

13

ilaplace (1/ (s+w),s,t}

Flaplace(waw,s.i)

etw

ilaplace (w/ (s"2+w"2), s, t)
sin(r w)

Ll

Mem 20 MB, TO =

Command Bar x
s tim
o ! xaafv ):"f-
Ifdx f=F i,
ol =7 T,
EE . a=#h a=bh
ath n! = flx)
sina & {x ey

General Math..

Plot Commands..

Cmd  # NS

(b) Exemplo.

Figura 36: A interface do caderno.
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13.3 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

onde o, é a abcissa de convergéncia, valor real superior a parte real de todos os
pontos singulares de Y(s). O caminho de integragdo é paralelo ao eixo imagindrio,
deslocado da origem de oc.

O célculo da inversao é, aparentemente, complicado. A obtenc¢do de y(t) pode
ser mais simples, no entanto. Normalmente, ndo se utiliza a integral de inversao
de Laplace, mas simplesmente a consulta a tabelas existentes. Para tal, deve-se
adequar a fung¢do Y(s) para a consulta a tabela decompondo-a em outras fung¢oes
de s mais simples. Serd utilizado o Método de Expansdo em Fragdes Parciais.

Importante ressaltar que neste método mais simples de obtencdo de y(t) a par-
tir de Y(s) pressupde-se que a solucdo da transformada inversa de Laplace é tinica.
Esta condigdo pode ser violada no caso de admitirmos a presenca de fungoes nulas
na solugdo. Se ndo admitirmos a presenca de fungdes nulas, devido ao seu pouco
interesse pratico, podemos invocar a unicidade da solugdo da transformada in-
versa de Laplace pelo Teorema de Lech.

Teorema 5 Seja y(t) continua por partes em todo intervalo finito 0 < t < N e de ordem
exponencial para t > N, entdo a transformada inversa de Y(s) (obtida pela transformada
de Laplace de y(t)) é vinica, ou seja

L7 IY(s)] = y(t)

Suponha que funcdo Y(s) pode ser expressa na forma racional abaixo, como
uma fungdo de dois polindmios em s:

de modo que a maior poténcia de s em B(s) seja menor que a maior poténcia de
s em A(s) (veja em [4] o que fazer quando néo for o caso).

A vantagem de utilizar esse método é que termos individuais de Y(s), que
resultam dessa expansdo na forma de frag¢des parciais, sdo fungdes simples de s.

13.3.1  Expansdo em fragdes parciais quando a transformada apresenta pélos distintos

Quando os pélos sdo reais e distintos, Y(s) pode ser facilmente decomposta em
fra¢des mais simples,

B
() a1, @ , ., Gn
A(s) s+p1 s+p2 S+pn

(14)

onde os coeficientes ay, k = 1,..n, sdo chamados residuos e podem ser definidos
de acordo com a férmula,

S

ax = {(S +pi) A}
Sls=—px

A partir dai, o calculo da transformada inversa de Y(s) é trivial:

yt) =LY =L ar Ve (s) + £ [azVa ()] + oo+ £7 " [an Yn(s)]

 (15)
=aje Pt are P2t fape Pnt, t>0

13.3.1.1  Utilizando MATLAB

O Matlab tem comandos tanto para obter a expansdo em fragdes parciais quanto
para obter os pdlos e zeros de B(s)/A(s). Considere a seguinte funcdo,

B(s) mnum bos™ +bys™ T 4. +bn
A(s) den  sp+ais"!'+..4+an

(16)
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13.3 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Dessa forma, define-se como
num = [by b; bn]
den = [1 aj an)
A funcdo [r,p,k]= residue (num, den) define o residuo v, os pélos p e o
termo direto k, de modo que a expansao resulta em:
B(s) (1) r(2) r(n)
= + +..+ ——— +Kk(s) (17)
Als) ~s—p(1) " s—p2) s—p(n) 7
Comparando a Equacdo 14 e a Equacao 17, percebe-se que p(1) = —p1, p(2) =
—P2, -, P(M) = —pn, r(1) = a1, 7(2) = az, ..., 7(n) = an.
Por exemplo, a fungdo (extraido de [4]),

B(s) 25 +5s5+3s+6
A(s)  s346s2+11s+6

» num=[ 2 5 3 6];
» den=[ 1 6 11 6];
» [r,p,k]l=residue (num, den)
r:
-6.0000
-4.0000
3.0000
p:
-3.0000
-2.0000
-1.0000
k =
2

Dessa forma,

B(s) 2s3+5s2+3s+6 —6 = —4 3

— = 2
A(s)  s34+6s2+11s+6 s+3+s+2+s—|—1 +

Para obter zeros e pdlos da expressdo B(s)/A(s), o comando MATLAB é tf2zp.
Por exemplo, para expressao,

B(s)  4s®+16s+12
As)  s#4+12s3 +44s2 +48s

os zeros, polos e ganho K sido obtidos da seguinte forma,
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13.3 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

» num=[ 0 0 4 16 12];
» den=[ 1 12 44 48 0];
» [z,p,K]l=tf2zp (num, den)
num/den =
-3
-1
p =
0
-6.0000
-4.0000
-2.0000
K =
4
Os zeros estdo em s = —3,—1, e 0s pdlos estdo em s = 0,—6,—4,—2; o ganho

K = 4. A partir dos zeros, pdlos e ganho, é também possivel obter a relacao
num/den original com as fung¢des zp2tf e printsys,

» z=[-1;-31;
» p=[0;-2;-4;-6];
» K=4;

» [num,den]=zp2tf(z,p,K);

» printsys (num,den,’s’)

num/den =

4s24165+12
44125344452 +48s

Repare que, para uso da funcdo zp2tf os vetores z e p sdo coluna e, portanto,
os valores estdo separados por ponto e virgula e ndo por espago, como no caso do
uso da fungdo t£2zp.

13.3.2 Expansdo em fragdes parciais quando a transformada apresenta polos iguais

Quando a funcdo apresenta r < n pdlos iguais, Y(s) pode ser decomposta em
fragdes mais simples,
B(s) by b, 4 by ar i1 an

= + + ...+ + + ... 18
A Grp ap T e et st Y
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onde os coeficientes ay, k = r+1,...n, sdo calculados como no caso anterior; e os
coeficientes b, podem ser definidos de acordo com a férmula,

1T a! B
b= TS
1 (T—])l’ dst1 {{(S"‘P]) As]}s_p]

A partir dai, o calculo da transformada inversa de Y(s) é trivial:

_ by T—1 br1 .2 —pit
y(t)|:(1‘—1)!t +(T’—2)!t + .. +byt+by|e P+

(19)
+ Ary1 efprJr]t + ar+ze*pr+2t + ...+ anefpnt

13.3.2.1  Utilizando MATLAB

O Matlab tem comandos tanto para obter a expansdo em fra¢des parciais quanto
para obter os p6los e zeros de B(s)/A(s) quando a transformada apresenta pdlos
iguais. Considere a seguinte fungéo,

B(s) mnum s2+2s+3
A(s) den  s343s243s+1

Dessa forma, define-se como

» num=[0 1 2 3];
» den=[1 3 3 1];

» [r,p,k]=residue (num, den)

1.0000
-0.0000
2.0000

-1.0000
-1.0000
-1.0000

[ ]

Veja que os polos, representados pelo vetor p sdo iguais a s = —1. Nesse caso, a
seguinte expansdo em fragdes parciais deve ser considerada,
B(s) num 1 0 2

A den ST (o1 (541 (20)
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Verifique,a través das fungdes,

» [num,den]=residue (r,p,K);

» printsys (num,den,’s’)

num/den =

s24+2s+3
s34+3s2+3s+1

que a equagcdo original B(s)/A(s) é recuperada.
13.4 RESOLVENDO EQUAGAO DIFERENCIAL COM LAPLACE

De grande importancia em nosso curso é a solugdo de equagdo diferencial pela
Transformada de Laplace. O método é dividido em trés etapas,

1. Transformar um problema dificil em uma equagdo simples através da aplica-
¢do da transformada de Laplace (equagdo subsididria)

2. Resolve-se a equacdo subsididria através de manipulagdes algébricas

3. A solugdo da equacdo diferencial em fungdo do tempo é obtida pela trans-
formada inversa de Laplace da equagédo subsidiaria.

O exemplo é, novamente, extraido da edicdo anterior do livro texto [4] . Como ja
mencionado, o capitulo 2 do livro estd muito bom. Vocé pode pular esse capitulo
nosso e estudar somente pelo livro...

Vamos resolver a seguinte equagdo diferencial através da Transformada de La-
place,

§4+2y+10y=t3, y(0)=0, Y=0
Primeiro passo é obter a transformada de Laplace de y(t),

LIy +2 L0 +10L0y] = £ M
Lhy(t)] = Y(s)
LEy(t)] = sY(s) —y(0) = sY(s)

L[(1)] = s?Y(s) — sy(0) —y(0) = s?Y(s)

2
L3 = =
2= 5

Entao,

2
s2Y(s) 4+ 2sY(s) + 10Y(s) = 3
ou,

2

Yis) = s3 (s2+2s+10)

Préximo passo é a expansdo em fragoes parciais, com ajuda do MATLAB,

% Transformada de Laplace de uma equacao diferencial de ordem 5
num=[0 0 0 0 0 2];
den=[1 2 10 0 0 01];

4+ [r,p,kl=residue (num, den)
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A resposta obtida foi,

0.0060 - 0.00871
0.0060 + 0.00871
-0.0120 + 0.00001
-0.0400 + 0.00001
0.2000 + 0.00001

-1.0000 + 3.00001
-1.0000 - 3.00001
0.0000 + 0.00001
0.0000 + 0.00001
0.0000 + 0.00001

(]

Dessa forma, a resposta no dominio da frequéncia &,

0,0060 —0,0087i  0,0060 —0,0087i = —0,012  —0,04 0,2
- - + +

Y
(s) s+1-3i s+14+3i s s2 s3

ou,

0,012(s+1)+0,0522 0,012 0,04 0,2

Y(s) -5
(s+1)2+9 s s s3

O dltimo passo é a transformada inversa de Laplace de Y(s),

o Ty(s)) = o1 [ 012+ D #0,05221 o oy o [ 1) a1 [ ] 0201 [
(s+1)%+9 s s2 s3

Percebe-se que,

[0,012(s +1) +0,0522
(s+1)2+9
[0,012(s +1) +0,0522
(s+1)2+9

(s+1)
(s+1)%+32

] =0,01247" +0,0174 77

(s+1)%+32

] =0,012e tcos(3t) +0,0174e t sin(3t)

1
—1 _
L 52} =t

£ _l _ﬁ
s3] 2

Portanto,

L7TY(s)] = y(t) = 0,012et cos(3t) +0,0174e sin(3t) — 0,012 — 0, 04t + 0, 1t?
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13.5 EXERcicIOs

1. Obtenha a transformada inversa de Laplace das transformadas abaixo.

e Y(s)=s+1s3+s2+5s

e Y(s) = 6s+ 3s?

. Y(s):5s+23 +5s2 48544
YO = gy

* Y(s)= 582;

o Y(s) = 10(s+2)(s+4)

T (s+1)(s+3)(s+5)?

4 3 2
° _ _8"458°+65°+95+30
Y(s) = G r6es 2157 1465 130

_ w3
* Yis)= s(s2+2s¢wn+wd)’ 0<c<1)

Atencdo: vocé pode usar o MATLAB somente para CONFERIR suas respostas.

2. Resolva as seguintes equagdes diferenciais,
* 5§ + 20y + 15y = 30u — 41, em que u(t) é uma funcdo degrau unitario
ey(0)=5ey(0)=1.
Atengdo: vocé pode usar o MATLAB somente para CONFERIR suas respostas.
3. A equacdo a seguir descreve o movimento de um sistema massa-mola, com
atrito,
39+ 39y + 120y = u(t)
em que u(t) é uma forca aplicada. Suponha u(t) =0 parat < 0 e u(t) =10
parat > 0.
¢ Plote y(t) para condi¢des iniciais nulas: y(0) =y(0) =0
¢ Plote y(t) para y(0) = 0 e y(0) = 10. Discuta o efeito da velocidade

inicial ndo nula.

4. Dado o modelo da suspensdo de duas massas conforme Figura 37, gere o

grafico das respostas x1(t) e x2(t), sendo y(t) uma fungdo degrau unitdria

e condicOes iniciais nulas. Dados: m; = 250kg, m, = 40kg, k1 = 15kN.m,
=150kN.m e ¢; = 1917N.s/m.

Corpo

Figura 37: Modelo de suspensdo de duas massas. Figura extraida de [5]

5. Calcule a transformada de Laplace de y(t),

* de uma onda quadrada decrescente, representada na Figura 38a;
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Y(t)
Y(t)

-

ST

2

(a) Onda quadrada descrescente. (b) Rampa.

Figura 38: A interface do caderno.

* da fungdo representada na Figura 38b.
6. Admitindo condig¢des iniciais nulas, resolva a equagao diferencial
y(t) +y(t) =u(t),

onde u(t) é representada na Figura 39.

u(t) p

1

0 1 2 e

Figura 39: Fungdo crescente-decrescente.

7. Admitindo condigdes iniciais nulas, resolva a equacéo diferencial
§(t) +3y(t) + 2y(t) = Su(t)
onde y(0) =0, y(0) =2, u(t) =1(t), t > 0.

8. Calcule a solugdo das equagdes diferenciais:
* y(t) +2y(t) =58(t), x(0-) =0
* {(t) + ay(t) = Asin(wt), x(0) =b
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DIAGRAMA DE BLOCOS

Para sistemas Lineares e Invariantes no Tempo - SLIT, a funcdo de transferéncia,
G(s) ¢,
G(s) = Yis)
R(s)
onde R(s) e Y(s) sdo, respectivamente, Transformada de Laplace da entrada ou
referéncia e da saida, considerando as condi¢es iniciais nulas.

A Fungao de Transferéncia (FT) é uma propriedade do sistema, independe da
magnitude e da natureza da entrada ou fungdo de excitagdo. A FT inclui as unida-
des necessdrias para relacionar a entrada com a saida, ndo fornecendo qualquer
informagéo relativa a estrutura fisica do sistema.

Se a FT for conhecida (pode ser obtida experimentalmente), a saida pode ser
estudada para varias formas de entrada. Matematicamente, G(s) pode ser definida
como a transformada de Laplace da resposta ao impulso do sistema.

Tem-se que,

Y(s) = G(s)X(s) (21)

A multiplicagdo no dominio complexo é equivalente a convolu¢do no dominio
do tempo. A Integral de Convolucdo descreve o sinal de saida de um SLIT como
a superposicdo ponderada das respostas ao impulso deslocadas no tempo,

(0.9)

y(t) = J x(T)h(t—T1)dT
—00

onde h(t) é a resposta do sistema a entrada impulso, 5(t). Pode-se concluir que

h(t), também chamada de reposta impulsional, traz consigo informagdes intrinsecas

do sistema que permitem o cédlculo da resposta a qualquer outra entrada x(t).

Maiores detalhes sobre convolugdo no Apéndice A.

14.1 DIAGRAMA DE BLOCOS

Verificando os modelos para sistemas complexos, pode-se notar que eles sdo resul-
tantes de subsistemas ou elementos, cada qual com sua funcédo de transferéncia.
Os diagramas de blocos sdo uma representacdo gréfica das fun¢des desempenha-
das por cada um destes subsistemas, e o arranjo agrupado e conectado, num
sistema como um todo.

Um bloco pode representar um tinico componente ou um grupo de componen-
tes, mas cada bloco é completamente caracterizado por uma fungdo de transferéncia. Os
blocos estdo conectados por setas que indicam a dire¢do do fluxo de sinais (Ogata
[4])-

O método dos diagramas de bloco para representar um sistema procura com-
binar a descrigdo puramente matematica do sistema através de equagdes, com a
visualiza¢do proporcionada por um diagrama. O diagrama de blocos contém in-
formagoes sobre o comportamento dindmico, mas nada informa sobre a constru-
cdo fisica do sistema (caracteristicas j4 mencionadas sobre FT). Ou seja, sistemas
diferentes podem ter diagrama de blocos iguais.

O diagrama em blocos contém vérios elementos na sua representacao (Figura 40),

SETA : representa a dire¢do do fluxo de sinal.
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BLOCO : E um simbolo de operacdo matematica sobre o sinal de entrada do bloco
que produz a saida. E representado normalmente por funcao de transferén-
cia.

SOMADOR : O circulo com uma cruz indica uma operacdo de soma ou subtracao.
O sinal de mais ou menos na extremidade de cada seta determina se o sinal
deve ser adicionado ou subtraido.

PONTO DE RAMIFICAGAO : E um ponto a partir do qual o sinal proveniente de
um bloco que avanga para outros blocos ou somadores.

Ponto de

Bloco Ponto de
soma . N
+ juncao
E— G(s) >
Seta

Figura 40: Exemplo de elementos de um diagrama de blocos.

14.1.1  Diagrama de Blocos em cascata

Um sistema tem elementos em cascatas se dois ou mais elementos estio num
mesmo ramo direto (Figura 41). Entdo a funcdo de transferéncia G(s) do sistema

Y
% — G1(s)Ga(s)
R(s) Y(s)
— 6 M Gy(s) —
R(s) Y(s)

————| G(5) = G, (5)Gy(s) ——»

Figura 41: Diagrama de blocos em cascata.

14.1.2 Diagrama de Blocos em paralelo

Um sistema tem elementos em paralelo se dois ou mais elementos bifurcam a
partir de um ramo em comum (Figura 42). Entdo a fungdo de transferéncia G(s)
do sistema é:

0 = +Gq(s) = Gz(s) = Gz(s)
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R(s)G
M Gy(s) (5)G,(s)
. +1 ) )
R(s) i R(s)Ga(s) £ 5 ¥(s) = [EGy(s) + Go(s) + G5 (s)IR(s)

G (s)

R(s)Gs(s)

G3(s)

A 4

R(s) Y(s)
—> +G,(s) + G, (s) + G3(s) I

Figura 42: Diagrama de blocos em paralelo.

14.1.3 Diagrama de Blocos em sistema de malha fechada

Um sistema em malha fechada com realimentagdo utiliza uma a medida da saida
(resposta) real a fim de compard-la com a resposta desejada do sistema. Essa
realimentagdo pode ser positiva ou negativa, conforme ilustra Figura 43.

R(s) + E(s) Y(s) R(s) +.~ E(s) Y(s)
— G(s) > G(s) >
- +
B(s) B(s)
H(s) < H(s) <
Realimentagdo negativa Realimentagdo positiva

Figura 43: Disgrama de blocos em malha fechada com realimentagdo negativa e positiva.

As seguintes relagoes sdo vdlidas para os sistema em malha fechada da Figura
Figura 43,

B(s) = Y(s)H(s) (22)

Portanto,

Y(s) G(s)
R(s) 13 G(s)H(s)

onde o sinal do denominador depende da realimentacdo. Se a realimentagdo é
negativa, B(s) = R(s) — B(s), o denominador é uma soma. Se a realimentacéo é
positiva, B(s) = R(s) + B(s), o denominador é uma subtracao.

14.2 FUNGOES DE TRANSFERENCIA COM MATLAB

Suponha dois componentes Gi(s) e G,(s) em cascata, em paralelo, com reali-

mentacdo e com realimentac¢do unitdria, conforme ilustra Figura 53, Ogata [4]. A

funcgdo de transferéncia G(s) = 5%2; para cada sistema é obtida, com MatLab,

através dos comandos:
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num, den]=series (numl, denl, num2, den2) ;

num, den]=parallel (numl, denl, num2, den?);

[ ]
[ ]
[num, den]=feedback (numl, denl, num2, den2) ;
[ ]

num, den]=cloop (numl, denl) ;

onde,

numl

num?2
G1l8) = “enT -

G2(s) = e

R(s) Y(s)

(A) ——» G, (s) Gy(s) m»

v

. ¥ Gyi(s) )

®) (s) Y(s)
> Gy(s)

R(s) Y(s)

(C) —— G1(s) >
Go(s) e

R Y

(D) ib G1(s) () >

Figura 44: Diagrama de blocos para Sistema (A) em cascata; (B) em paralelo e (C) com
realimentagao.

Considere,

numl 10 num2 5
Gils) = denl = s2+4+2s+10 Gals) = den2 ~ s+5

A listagem abaixo leva a resposta ilustrada na Figura 45,

1 %$Diagrama de Blocos

numl=[10];

denl=[1,2,10];

num2=[5];

den2=[1,5];

%% Em serie
[num, den]=series (numl, denl, num2, den2) ;
printsys (num, den)

u %% Em paralelo
[num, den]=parallel (numl,denl, num2,den2);
printsys (num, den)

%% Com realimentacao
16 [num, den]=feedback (numl, denl, num2, den2) ;
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printsys (num, den)

%% realimentacao unitaria
[num, den]=cloop (numl, denl, num2, den2) ;
21 printsys (num, den)

num/den =

S0

s*3 + 7 =2 + 20 =5 + 50

num/den =

5 82 + 20 s + 100

s*3 + 7 s*2 + 20 s + 50

num/den =

10 s + 50

s*3 + 7 "2 + 20 = + 100

num/den =

=2 + 2 = + 20

Figura 45: Resposta para as fun¢des de transferéncias.

O comando feedback (numl, denl, num2,den2) representa realimentacdo
ndo unitaria negativa. Para aplicar realimentacdo ndo unitdria positiva utilizar
o comando feedback (numl, denl, num2,den2,1).

Pode-se, com a fungdo t £ criar uma fungdo de transferéncia,

Y=[11;
U=[1 7];
model=tf (Y, U)

onde Y é o numerador e U o denominador. A Figura 46 mostra a resposta do
MATLAB.

model =

Continuous—time transfer function.

Figura 46: Resposta do MATLAB para fungdo t f.

14.3 ALGEBRA DE DIAGRAMAS DE BLOCOS

Algumas vezes é necessario reduzir um diagrama de blocos a uma forma mais
simples com o intuito, por exemplo, de se obter uma fun¢do de transferéncia.
Tendo-se o modelo jd na forma de diagrama de blocos, pode ser mais simples
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efetuar a sua reducdo ou transformacdo através do que é chamado de dlgebra de
diagramas de blocos, que nada mais é que a utilizacdo de certos diagramas equiva-
lentes (Tabela 19 mostra alguns exemplos) numa sistematica de transformagoes

do diagrama de blocos original.

Diagrama original e Diagrama equivalente

Movimentagédo
do bloco
R(s) G(s) R(s) G(s)
= G(s) pb——» -
) R(s) R(s) R 1 R(s)
Para tras de = —  — G(s) H> ol
uma derivacdo :
e G(s)
R(s) G(s) R(s) G(s)
— - G(s) F——»
R(s) R(s) G(s) R(s) R(5) G(s)
Para frente de | —* G(s) aii— G(s) [—
uma derivagao
R(5) G(s) R(5) G(s)
e G(s) /™
C(s) NI R(s) + C(s)
COM| mmdl == (gl (&6, 4’®—’

Para trds de um
somador

Para frente de
um somador

R(s)
—y

X(s)

G(s)

G(s)
X(s)
C(s)
G(s) F—

Tabela 19: Algebra de diagramas de blocos.

14.4 DIAGRAMA DE BLOCOS COM MULTIPLAS ENTRADAS PARA SLITS

Algumas vezes é necessario avaliar um diagrama de blocos com vérias entradas.
Um caso comum é quando avaliamos um determinado processo sendo influenci-
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ado por um distarbio qualquer Figura 47. Para resolver o diagrama de blocos com
duas ou mais entradas, deve-se:

1. Fazer todas as entradas iguais a zero exceto uma;

2. Reduzir o diagrama de blocos para a entrada escolhida;
3. Calcular a resposta do sistema para a entrada escolhida;
4. Repitir os passos 1 a 3 para as demais entradas;

5. Somar algebricamente todas as saidas encontradas.

D(s)
IOV LON PR O 6 —

Figura 47: Diagrama de blocos com multiplas entradas.

Por exemplo, no caso da Figura 47, faz-se a entrada D(s) = 0 e calcula-se a
resposta do sistema:

G1(s)Ga(s)

Yels) = {1 +G1(s)Ga(s)

[ res
Depois, faz-se a enytrada R(s) = 0 e e calcula-se a resposta do sistema:

B Gz (s)
0= [ g P

Somando-se algebricamente as duas respostas, a saida do sistema serd

G1(s)Ga(s)
14+ Gqy(s)Ga(s)

Ga(s)

Y(s) =Yr(s)+ Yp(s) = |: m

} R(s)+ [ ] D(s)

14.5 EXERcCICIOS

1. Para o SLIT da Figura 48, verifique a seguinte fun¢do de transferéncia,

Y(s) _ G1(s)G2(s)G3(s)
R(s) 14 Gz(s)G3(s)[H1(s) —Hz(s)+ Hjz(s)]

_R® G, (5) Go (5) > Gy(s) e,
Hy(s) |
Hy(s) <
Hs(s) <

Figura 48: Sistema a ser simplificado.

2. Para os SLITs da Figura 49, encontre as fun¢des de transferéncia,
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> AGs) AE)
’(s R + Y(s)
R(s) + I B Y6 Ry B(s) >
L c(s) < C(s) “+
(@) (b)
H3(s) ‘l
’—> + o Y(s)
> Gi(s) —: —>

G (s) J
Hy(s)

(©

Hy(s) #

Figura 49: Diagramas de blocos com uma tnica entrada.

H, <
R(s) Y(s)
— Gy G, > Gy > G >
Hy [«
Hy [
(a)
> Gé
R(s) ¥(s)
— Gy > G, > Gs
Gy &
G, =
(b)

Figura 50: Diagramas de blocos com uma tinica entrada.
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3. Para os SLITs da Figura 50, reduza os diagramas de blocos.

4. Para o SLIT da Figura 51, encontre as quatro fun¢des de transferéncia, saida
Y(s) e saida E(s), respectivamente listadas:

Yr(s) _ G(s)C(s)
R(s) 14+ G(s)C(s)H(s)
YD(S) o 1

D(s) 14 G(s)C(s)H(s)
Yw(s) G(s)

W(s)  1+G(s)C(s)H(s)
Yn(s)  G(s)C(s)H(s)

N(s) 14 G(s)C(s)H(s)

B G(s)C(s) 1
Y = G mcene S TTremcone P e
G(s) G(s)C(s)H(s)
i emcens VY T emceme N
B 1 H(s)
ES) = 1 Gmcome " T T emcone PE) T
G(s)H(s) H(s)
T emcwne Y T T emcene VY
W(s) D(s)
l l‘ Y(s)

R :
BO) e EE) C(s) &@—» G(s) —»

T

H(s)

Figura 51: Diagrama de blocos com entradas mdltiplas.

5. Calcule a saida do motor CC controlado pela armadura, conforme Figura 52.

Torque
perturbador

Tp(s) Velocidade Posicdo

Va(s) E(s) Kp | Tm(s) T, (s) 1 w(s) [ 6(s)
Ry + Lgs Js+b i s

K,

Forca contra-eletromotriz

Figura 52: Motor CC.

6. Com ajuda do Matlab, reduza o diagrama de blocos mostrado na Figura 53
a uma Unica fungdo de transferéncia.

7. Para os sistemas mostrados na Figura 54, determinar a saida y(t) se a en-
trada R(t) for um degrau unitario.
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R(s) 50 .,
s+1 3
- 2
Figura 53: Diagrama de blocos.
R(s) E(s) 5 Y(s)
s(s +3) -
(@)
R(s) E(s) 225 Y(s)
—_— N e o
s(s+12)
(b)
R(s) E(s) K Y(s)
s(s + 30)

Figura 54: Diagramas de blocos com uma tinica entrada.
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8. Um sistema de controle de temperatura opera sentindo a diferenga entre o
ajuste do termostato e a temperatura real e em seguida abrindo uma valvula
de combustivel de uma quantidade proporcional a esta diferenca. Desenhe
um diagrama de blocos para um sistema de malha fechada.

Silva [8] A altitude de uma aeronave varia segundo os movimentos de rolamento,
arfagem e guinada (roll, pitch e yaw, em inglés) conforme definido na Fi-
gura 55. Desenhe um diagrama de blocos para um sistema de malha fechada
que estabilize o rolamento como a seguir:

Deflex&o do aileron
para cima

Deflexdo do aileron
para baixo

Angulo de Rolamento

Figura 55: Figura extraida de Silva [8].

* o sistema mede o dngulo de rolamento real com um giroscépico

* compara o angulo de rolamento real com o dngulo de rolamento dese-
jado

* 0s ailerons respondem ao erro de dngulo de rolamento efetuando uma
deflexdo angular

* aeronave responde a esta deflexdo angular produzindo uma velocidade
angular de rolamento

Dorf and Bishop [3] Uma impressora a laser usa um raio de laser para imprimir cépias rapi-
damente de um computador. O laser é posicionado por uma entrada de
controle, r(t), de forma que

5(s+100)

Y(s) = 2605 7 500

R(s)
onde a entrada r(t) representa a posi¢do desejada para o raio de laser. Res-
ponda:

* Se r(t) for um degrau unitario, encontre a saida y(t).

¢ Qual o valor final de y(t) ?
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SISTEMAS DE PRIMEIRA E SEGUNDA ORDEM

15.1 CONCEITO DE POLOS E ZEROS DA FUN(;AO DE TRANSFERENCIA

O conceito de pélos e zeros é fundamental a andlise e projeto de sistemas. A
resposta de sistemas dindmicos, a partir da fung¢do de transferéncia, é determinada
pelos pdlos e zeros daquela fungdo e pelo sinal de entrada do sistema.

Apesar de terem sido ja mencionados em capitulos anteriores, recapitularemos
as defini¢des,

POLOS DE UMA FUNGAO DE TRANSFERENCIA Os p6los de uma fungéo de trans-
feréncia sdo os valores da varidveis de Laplace, s, que tornam a funcao de
transferéncia infinita, ou quaisquer raizes do denominador da funcdo de
transferéncia que sdo comuns as raizes do numerador.

ZEROS DE UMA FUNGCAO DE TRANSFERENCIA Os zeros de uma funcéo de trans-
feréncia sdo os valores das varidveis de Laplace, s, que tornam a fungdo de
transferéncia nula, ou quaisquer raizes do numerador da fungdo de transfe-
réncia que sdo comuns as raizes do denominador.

Seja a seguinte funcdo de transferéncia,

Y(s) s+3
G = =
() U(s) s+1
observa-se que essa possui um pélo em s = —1 e um zero em s = —3, representado

graficamente no plano s complexo com x e O, respectivamente, na Figura 56.

jw
planos
G(s)
R(s) [ s+2 ] Y(s)
— » —%—0
s+5 5 2 o

Figura 56: Pélos e zeros da fungdo G(s).

Enfim, pontos no plano s onde G(s) ou suas derivadas tendem ao infinito sao
denominados pdlos. Os pontos nos quais a fun¢do G(s) se anula sdo chamados de
zeros da fungdo de transferéncia.

15.2 MODELAMENTO

A ordem de um sistema é determinada pela ordem da fungdo de transferéncia
G(s), isto é, a maior poténcia de s no denominador do polinémio. Embora siste-
mas de controle possam ter ordem elevada, a palavra modelo é muito importante
na engenharia. O engenheiro constréi um modelo, a partir de um problema que
ndo possui solugdo exata, e acha uma solugdo aproximada 6tima. Modelar é o
processo de escrever uma equagdo ou sistema de equagdes que descreve o movi-
mento de um mecanismo fisico. O sucesso do modelo é determinado por quédo
bem a solu¢do da equagédo prevé o comportamento observado no sistema real.
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Um bom modelo deve considerar os aspectos essenciais do problema; desprezar
os fatores secundarios e fornecer resultados préximos o suficiente das respostas
reais. A habilidade em modelamento é baseada na visualiza¢do do problema fisico
e relacionamento com o que queremos analisar ou controlar. Se as previsdes do
modelo ndo estdo de acordo com as respostas reais ou esperadas é necessério
refina-lo, incluindo aspectos inicialmente desprezados.

Engineering is the art of molding materials we don’t wholly understand, into
shapes we can’t fully analyze, so as to withstand forces we can’t really assess, in
such a way that the community at large has no reason to suspect the extent of our
ignorance.

James E. Amrhein, 2009 - Masonry Institute of America (Retired)

15.3 SISTEMAS DE PRIMEIRA E SEGUNDA ORDEM

Muitos sistemas reais apresentam domindncia de primeira ou segunda ordem. Isto
é, embora a fungdo de transferéncia que representa o sistema tenha ordem ele-
vada, que, em geral, ndo sabemos qual seja ou como conseguir encontrar os pa-
rametros deste sistema de alta ordem, pode-se usar um modelo de primeira ou
segunda ordem para representd-lo. Pode-se, ainda, com a decomposi¢do da fun-
¢do de transferéncia em fragdes parciais, considerar a resposta como uma soma de
respostas de sistemas de primeira e segunda ordem ao mesmo sinal de entrada.

Desta maneira, é essencial o estudo da resposta de sistemas de primeira e se-
gunda ordem. Os sinais de entrada podem ter qualquer forma, mas, novamente,
pode-se considerar alguns sinais padrdo para andlise do comportamento ou dos
parametros do sistema de controle.

Serdo estudadas as respostas de sistemas de primeira e segunda ordem a al-
guns sinais padréo, inicialmente no dominio do tempo e depois no dominio da
frequéncia. A resposta no tempo estd associada a posi¢do dos pélos e zeros da
func¢do de transferéncia que representa o sistema.

A transformacao é justamente o mapeamento entre dominios! Dominio da frequén-

cia é apenas outra forma de olhar para o mesmo sinal (Figura 57) - cada dominio
traz informacdoes valiosas que serdo exploradas aqui.

Figura 57: Forma alternativas de identificar o mesmo local.
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15.4 SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

Um sistema de primeira ordem genérico, sem zero, tem uma fungdo de transfe-
réncia definida como (Figura 58)

K

:1+s't (23)

G(s)

onde T é a medida da velocidade de reacdo do sistema a um dado sinal de entrada.

U(s) K Y(s)
s+ 1

Figura 58: Diagrama de blocos de um sistema de primeira ordem.

Por exemplo,

a1y +aoy = u(t)
Ty +y = Ku(t)

onde T = aj/ap e K = 1/ag. Aplica-se a Transformada de Laplace em ambos os
lados da equagdo,

TsY(s) + Y(s) = KU(s)

' _Y(s) K
~Gls) = U(s) 14st

15.4.1 Resposta do sistema a uma fungdo degrau unitdria
Combinando a fungio de transferéncia de um sistema de 1¢ ordem e a Transfor-

mada de Laplace da fun¢do degrau com amplitude 1 (Figura 59), e aplicando a
transformada inversa, tem-se,

y(t) =K {1 — e’t/q
Percebe-se que a parcela e /7 é transiente, isto é, tende a zero quanto t — oco.

u()

K |1

! Y(s)=1s+1s

Fungéio de
transferéncia de um
sistema de 19 ordem

0 |
-1 0o 1
tempo (1)

Figura 59: Diagrama de blocos de um sistema de primeira ordem com entrada de uma
fungdo degrau unitéria.

No programa de MATLAB listado abaixo, foram utilizadas fun¢des ja definidas
anteriormente.

Y=[11;

2 U=[1 11;
model=tf (Y, U)
[yv,t]=step(model);
plot (t,y)
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0.9 8
0.8 / E

07 / |

osr |/ 1

04f | 1

0.1 1

Figura 60: Resposta do sistema de primeira ordem a um degrau unitario.

A resposta esta definida na Figura 6o.

A Figura 61 mostra a resposta para dois valores diferentes da constante de
tempo, para mesma entrada unitdria. Percebe-se que quanto menor for a constante
de tempo, mais rapida sera a resposta do sistema. Os gréficos sdo obtidos a partir
do programa,

Y=[1];

U=[1 1];

model=tf (Y, U)

[y,t]=step(model);
5 plOt(tly)

xlabel ('t') % Nomeia o eixo x
ylabel('y(t)') % Nomeia o eixo y
str = '$S\tau=1$s";
gtext (str, 'Interpreter', 'latex') %Adiciona texto ao grafico usando
o mouse
10 hold on
Y=[1];
U=[5 1];

model=tf (Y, U)
15 [y,t]l=step(model);

plot (t,y)
str = '$$\tau=5$s";
gtext (str, 'Interpreter', 'latex")

A Figura 62 mostra algumas caracteristicas importantes na resposta de um sis-
tema de primeira ordem a uma func¢do degrau. Um ponto importante é quando
a varidvel independente t atinge a constante de tempo do modelo. Neste ponto a
saida atinge 63,2% do valor em estado estaciondrio,

y(t) =K [1 - e—T/T] —0,6321
O tempo de subida (T,) é o tempo para que o sinal va de 0,1 a 0,9 do seu valor

final. T = 2,27. O tempo de regime (Ts) é o tempo para que a resposta alcance uma
faixa de valores de 2% em torno do valor final Ty = 4.
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1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 61: Resposta para valores de T =2 e T =5 a uma entrada degrau.

1
t Inclinagcdo= - t

1

O tempo de subida
(0-100%) &,
naturalmente,
infinito

0,632
Quanto menor for a constante

de tempo, mais rapida seraa
resposta do sistema.

v
le— 99,30 ——M8 ———p]

=<— 86,50
l—~ 9504,
—— 98 204

a  |=— 63,2%

[R]
a
(9%
a
.
a
h
a
o

Figura 62: Figura adaptada de Ogata [4].
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Define-se, ainda, a fracdo de erro da medida dindmica como,

E(t) — ‘J(t)_yoo _ eft/T

Y0) —yoo (24)

Portanto, para a medida de um instrumento de primeira ordem apresentar 0, 7%
de precisdo, deve-se aguardar cinco vezes o valor da constante de tempo. Ou, pode-
se dizer que o tempo de espera para uma medi¢do com precisdo melhor do que
5% é de trés vezes a constante de tempo ou mais. Portanto, a resposta é essencial-
mente completa ap6s 3 a 5 constantes de tempo.

Como o pélo da fungdo de transferéncia estd em —1/1, podemos dizer que o
polo esta localizado na reciproca da constante de tempo, e quanto mais afastado
o polo estiver do eixo imagindrio, mais rapida serd a resposta transiente.

O comando MATLAB 1tiview inicializa um visualizador para andlise de res-
posta de SLITs. O comando ltiview quando chamado sem argumentos de en-
trada, inicializa uma nova janela andlise de resposta do sistema, conforme Fi-
gura 63a.

Porém, se digitado, por exemplo, (lembre-se que definimos model anteriormente),

» ltview (model)

abre-se a janela com o modelo, conforme Figura 63b. Alguns parametros im-
portantes podem ser obtidos clicando o botédo direito do mouse e abrindo o item
Characteristics, como mostrado na Figura 64. Os p6los e zeros do sistema podem
ser obtidos com o item Plot Types, conforme Figura 65.

15.4.2 Resposta do sistema a uma fungdo impulso unitdria

Combinando a func¢édo de transferéncia de um sistema de 1a ordem e a Transfor-
mada de Laplace da fun¢do Impulso com amplitude unitdria, conforme Figura 66,
a resposta do sistema é dada pela inversa de Y(s),

K
t) = — —t/T
y(t) = e
Note pela Figura 67 que a resposta cresce imediatamente para 1/7 e decai ex-
ponencialmente (K=1). O crescimento imediato é em funcdo do modelo de pri-
meira ordem desprezar as aceleragdes (massa). Foi utilizada a fungdo do MATLAB
impulse (model).

15.4.3 Resposta do sistema a uma fungdo rampa unitdria

A funcdo rampa é um sinal que muda constantemente com o tempo. Matematica-
mente, a uma fun¢do rampa unitdria é dada por u(t) =t. A

A funcdo de transferéncia de um sistema de 1a ordem combinada a Transfor-
mada de Laplace da fun¢do rampa com amplitude unitéria, conforme Figura 68,
a resposta do sistema é dada pela inversa de Y(s),

y(t) =K t—T—i—Te*t/T}

A resposta do sistema, gerado pelo programa de MATLAB abaixo, é mostrado
na Figura 69. Percebe-se que a resposta estd defasada da entrada no valor de —r.

t = 0:0.1:10; % Vetor de tempo de simulacao
2 u = zeros(length(t),1l); % Vetor de entrada, com mesma dimensao de t
for i=21:1length(t) % Atribuicao de valores nao nulos linearmente ...
crescentes
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4/ Linear Systermn Analyzer
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(a) Comando » ltview.

{4\ Linear System Analyzer
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(b) Comando » ltview (model)

Figura 63: Fungéo de transferéncia.
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File Edit Window Help
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Figura 64: Obtencédo de parametros do sistema.

Figura 66: Diagrama de blocos de um sistema de primeira
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func¢do degrau unitéria.
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Figura 65: P6los do sistema.
1 impulso
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Figura 67: Resposta para valores de T = 2 e T =5 a uma entrada impulso

u(t)

1
1 U(s) =—
Y(S) = 52
B Transformada de Laplace
Funcéo de da fun¢dio rampa com

transferéncia de um dedividade 1
sistema de 1° ordem

-1 0 1
tempo (1)

Figura 68: Diagrama de blocos do sistema submetido a uma fungdo rampa unitaria.
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Linear Simulation Results

8 T T T T T T T T T

Amplitude
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Figura 69: Resposta de um sistema de primeira ordem a uma entrada em forma de rampa.

u(i) = t(i)-2; % Atribuicao de valores nao nulos
end
lsim(sys,u,t); % Simulacao

15.5 SISTEMAS DE SEGUNDA ORDEM

Enquanto a variacdo de um parametro no sistema de primeira ordem simples-
mente altera a velocidade da resposta, as variacdes nos parametros de um sistema
de segunda ordem podem alterar a forma da resposta.



Parte VIII

SIMULINK

O SIMULINK é uma ferramenta amigdvel, utilizada para Modelagem,
Simulagdo e Andlise de Sistemas Dindmicos. O programa se aplica a
sistemas lineares e ndo lineares, discretos e continuos no tempo.



SIMULINK

O SIMULINK é um programa que funciona de forma integrada ao MATLAB,
usado para modelagem e simulagdo de sistemas dindmicos lineares ou ndo-lineares,
em tempo continuo, tempo discreto ou uma combinagdo dos dois modos. Os resul-
tados das simula¢des podem ser visualizados, gravados em varidveis do MATLAB
ou em arquivos de dados.

As simulagdes realizadas com os comandos de linha do MATLAB ou resolvendo-
se as equagdes diferenciais do sistema, como foi visto em itens anteriores, sdo em
geral muito mais simples de serem realizadas no SIMULINK.

16.1 ACESSANDO SIMULINK

Inicie o SIMULINK a partir da linha de comando do MATLAB digitando simulink,
ou clicando no icone do programa na barra de comandos do MATLAB (Figura 70).
A janela principal do SIMULINK serd exibida com as bibliotecas de blocos dispo-
niveis para uso como mostra a Figura 71.

o=
@)
Simulink
Library
SIMULINK

Figura 70: fcone do SIMULINK.

28 Simulink Library Browser
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Simuiink Coder
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Simulink Design Optimization
Simuink Design Verifier
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Simuiink Real Time

Simuink Test
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o
System Identification Toolbox
Vehicle Network Toobox
Vision HOL Teolbox

Recently Used Blocks

Figura 71: Biblioteca de blocos do SIMULINK.

Para abrir uma janela para edi¢do de um novo modelo clique no icone New
Model na janela do SIMULINK, ou, se preferir, utilize a tecla de atalho CTRL+N.
A Figura 72 a janela (untitled) aberta.
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3 untitled - Simulinkc - O X
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2 e
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Ready 100% oded5

Figura 72: Area de trabalho.

Para armazenar o modelo clique em File e Save ou pressione CTRL+S. A
extensdo do arquivo é tipo do arquivo é s1x.

16.2 COMPONENTES DE UM MODELO

Um modelo no SIMULINK consiste em trés componentes: fontes, diagrama de
blocos e saidas. As fontes sdo as entradas do sistema e estdo presentes na bibli-
oteca Source, o diagrama de blocos é a modelagem das equag¢des do sistema;
e as saidas sdo os blocos de verificagdo do comportamento e estdo presentes na
biblioteca Sinks.

16.2.1 Fontes

As fontes mais comuns s3o:

CONSTANT - bloco que produz um sinal uniforme. A magnitude pode ser esco-
lhida com um duplo clique sobre o bloco;

STEP - produz uma fun¢do degrau. Pode-se configurar o instante em que se aplica
o degrau, assim como sua magnitude antes e depois da transigdo.

SINE WAVE - gera uma sendide com os seguintes parametros a serem configura-
dos: amplitude, fase e freqiiéncia da onda senoidal.

SIGNAL GENERATOR - pode produzir ondas senoidais, quadradas, dente de serra
ou sinais aleatérios.

A Figura 73 mostra a fonte St ep sendo adicionada ao modelo. Basta arrastar da
biblioteca a area de trabalho. Outros sinais podem ser gerados a partir de combi-
nagOes destes blocos apresentados. Para criar um sinal de entrada personalizado,
consulte, por exemplo, a referéncia [6].

16.2.2  Diagrama de blocos

O modelo do sistema continuo estd mostrado nos blocos da Figura 74. Verifique a
opgdo de introducdo de Equagdes de Estado ou Transformada de Laplace.
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Figura 73: Geragdo de uma fonte no modelo.

16.2 COMPONENTES DE UM MODELO
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Figura 74: Diagrama de blocos.
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16.3 SIMULANDO...

16.2.3 Saidas

Os dispositivos de saida sdo os blocos que permitem verificar o comportamento
do sistema, estes blocos sdo encontrados na biblioteca de dispositivos de saida

(Sinks).

scoPE O osciloscopio produz graficos a partir de dados do modelo. Nao existem
parametros a serem configurados.

xY GRAPH O bloco de XY Graph produz um gréfico idéntico ao grafico produ-
zido pelo comando plot do MATLAB. Para isso, devem-se configurar os
valores de minimos e maximos, da horizontal e vertical.

DISPLAY O bloco Display produz uma amostragem digital do valor de sua en-
trada.

TO FILE Pode-se ainda armazenar os dados em arquivos do MATLAB para usos
posteriores. Deve-se definir o nome do arquivo a ser criado.

TO WORKSPACE Pode-se ainda enviar os dados para a drea de trabalho do MA-
TLAB utilizando o bloco To Workspace Block. Deve-se definir o nome da

matriz.

sTOP SIMULATION O bloco de parada (Stop Simulation) causa a parada da si-
mulagdo quando a sua entrada for diferente de zero.

28 Simulink Library Browser
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Figura 75: Geragdo do modo de saida do modelo.

16.3 SIMULANDO...

A criagao de modelos no SIMULINK ¢ feita de forma grafica pelo posicionamento,
interligagdo e configuracdo de blocos funcionais. Apds carregar o SIMULINK e
abrir a janela da area de trabalho, os itens abaixo mostram os passos para se
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criar modelos de sistemas dinamicos, através do uso de um gerador de sinais
e de equagdes no espacgo de estados. Para ilustrar, serd mostrado como obter a
simulac¢do da resposta do sistema Massa Mola Amortecedor (MMA) ilustrado na
Figura 76 a uma funcdo degrau, conforme representado na Figura 77.

B

Figura 76: Sistema MMA.

Sendo a massa do corpo m = 5kg, coeficiente de amortecimento b = INs/m e a
constante elastica da mola k = 2N/m, as matrizes do sistema, conforme definido
no Capitulo 9, sdo,

|| 0 1 [ pamf, |0
L‘Z] - [—2/5 —1/5] ch(t)] - L /5] u(t) (25)

x'=Ax+ B

~ —

§ =7 P gt R ) )] "

Degrau Sistemano Scope
Espaco dos Estados

Figura 77: Modelo de sistema dindmico no SIMULINK.

16.3.1  Gerador de Sinais

1. Insira o gerador de sinais,

¢ Entre a lista de op¢des do Simulink Library Browser, selecione
na biblioteca de blocos Simulink;

¢ Escolha um tipo de bloco de fonte de sinal. Por exemplo, Source;

* Selecione Step e arraste este bloco para a drea de trabalho, conforme
jé ilustrado na Figura 73;

e Dé um duplo clique sobre o signal generator ou clique com o botao
direito e selecione os parametros de sua fun¢do Step (Figura 78).

2. Insira os blocos do sistema modelado:

* Qualquer bloco no simulink pode ser pesquisado na linha de comando
(Figura 79). O bloco é adicionado ao modelo clicando-se com o botao
direito sobre o bloco e escolhendo-se a opc¢do de adicionar ao arquivo
(no caso, com nome Exemploz).
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“i Source Block Parameters: Step x
Step

Output a step.

Parameters

Step time:

[ |

Initial value: '

[o |

Final value:
[ |
Sample time:

[o |

Interpret vector parameters as 1-D

Enable zero-crossing detection

7] Cancel Help Apply

Figura 78: Setup da fungdo Step.

- o X
88 Simulink Library Browser - o X
3= 0
Search Results: State-Space — —
Page 10f 1 (21 Blodks found) Y auatd Aip bEY
e — [ mane - bovane e iegew
mﬁ_mmd = Ay ) Uented
Daantrates s b s oz T2 3 mnee
Disarete State Space Ty I fad 1
Logc and Bit Operations = Integrator, Integrator, PID Controler
Lookup Tebles oA B SecondOrder  Second-Onder
Math Operations Limited
Vo erfcaton Deerete Siate Yo | | 1
e SRR [
Signal ém“ lpID Conroller (200F)  Simiedpes | Add blockto model Exemplol  Ctrlel
Sks Fixed-Pont y Tielp for the State-Space block.
)L@ 4 3%9P  Gotoparent Ese
Transport
Delay Time Dela Block parameters
{2
“zeropoe

Figura 79: Como adicionar um bloco.

¢ Dé um duplo-clique no bloco State-Space editar suas propriedades.
Ap6s inserir as matrizes da mesma forma como é feito nas linhas de
comando do MATLAB clique em OK (ver Figura 80).

¥ Function Black Parameters: State-Space x
State Space
State-space model:

dyfdt = Ax + Bu

y=0x+Du

Parameters
A
[t01; 215-y3] |

B:
[to;/51 |
(o
[te o1 ]
D:
[o |

Tnitial conditions:
[o |

Absolute tolerance:

[auto |

State Name: (e.g., 'position”)

7] cancel Help Apply

Figura 8o: Propriedades conforme Equacao 25.

3. Insira os dispositivos de saida, por exemplo, o Scope (osciloscépio),

* Clique em Commonly Used Blocks ou Sinks e insira o Source.
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4. Deve-se criar uma conexdo entre os blocos,

¢ Crie uma ligacdo entre o blocos posicionando o mouse sobre a saida
do primeiro bloco e arraste o cursor (que muda para a forma de uma
cruz) até a entrada do segundo bloco. Ao fazer isso a linha pontilhada
se tornard continua, com uma seta de direcionamento do primeiro ao
segundo bloco. Outra opgdo para ligar os blocos é clicar no bloco de
origem, segurar a tecla ctrl e clicar no bloco destino.

¢ Repita o caminho com o mouse ligando os blocos;

* Em nosso exemplo, complete as ligacdes até obter um modelo seme-
lhante ao da Figura 81.

*® =Ax+Bu
y=Cx+Du

h
Y

Step State-Space Scope

Figura 81: Modelo final da area de trabalho, de acordo com exemplo ilustrado na Figura 77.

5. Para realizar uma simulagdo de acordo com o desejado, deve-se antes confi-
gurar os parametros de simulacdo. Para isso clique no icone de configuracdo
e depois em Model Simulation Parameter e Data Import/Export,
para acessar as mais importantes opg¢des de simulagdo (veja Figura 82).

4 Eemplt - Simulink - o x

File Edit View Displey Diagram Simultion Analysis Code Tools Help

B-® o R RE R ICY SO Y — T

CtisE
TE & Stateflow -

[ Model Properties [

Exerplo1

© [Falerempor

! @ Configuration Parameters: Exemplo1/Configuration (Active) ~ ® X

Select: Simulation time

Start time: [0.0 Stop time: [10.0

BEURS

er
Data Import/Export
Optimization
Diagrostics Soiver options
Harduare Implementation e
Model Referencing bk
Simulaton Trget Maxstep sze: [outo ] Rtative toerance: [13 ]
Code Generation

22 HDL Code Generation Min step size: [auto_ | Absolute tolerance: [auto

| Initial step size: |auto ‘Shape preservation: | Disable All

L f ]

Variable-step ~| solver: odeds (Dormand-Prince)

-

X

Tasking and sample time options

» Tasking mode for periodic sample times: Auto

Ready (] Automatically handle rate transition for data transfer

[ Higher priority value indicates higher task priority
Zero-crossing options

Zero-crossing control: |Use local settings ~ | Algorithm: Nonadaptive

Time tolerance: 10°128eps signal threshold:  auto
| Number of consecutive zero crossings: 1000

Q@ oK Cancel Help Apply

Figura 82: Parametros de simulagao.

Vale a pena ressaltar algumas opg¢des de interesse:

* Simulation time Refere-se ao intervalo de tempo em que a resposta
dindmica deve ser analisada. O tempo que a simulagdo leva para ser
completada ndo é controlado, pois depende de fatores como a com-
plexidade do modelo e capacidade de processamento do computador.
Configure o intervalo de 8os para nosso exemplo.

* Solvers A simulagdo de um sistema dindmico envolve a integragdo
numérica de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias. Para isso, o
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SIMULINK oferece varios métodos de resolugdo com passos de inte-
gragdo fixos ou varidveis. Normalmente, o algoritmo de passo variavel
ode4s, (ja visto no Capitulo 9) fundamentado no método de Runge-
Kutta, fornece bons resultados.

e Step sizes E possivel controlar os valores dos passos de integracao
dos algoritmos de passo varidvel, como ode45. Como regra geral, pode-
se deixar o controle desses valores a cargo do SIMULINK em uma pri-
meira simulacdo e alterd-los caso os resultados obtidos ndo sejam ade-
quados. De preferéncia, devem-se manter valores iguais para o passo
maximo e inicial. Esta regra pratica funciona de forma conveniente para
a maioria dos problemas de simula¢do, embora nio seja a tinica nem
a mais adequada para todos os casos. Em muitas situagdes é possivel
melhorar os resultados de uma simulacgdo ajustando-se o fator de refi-
namento da simulagdo, como serd discutido adiante.

* Tolerance Os algoritmos de resolugdo usam técnicas de controle de
erro a cada passo de simulagdo. Os valores estimados dos erros sdo
comparados com um erro aceitavel, definido pelos valores de Relative
tolerance e Absolute tolerance, indicados na caixa de didlogo.
Os algoritmos de passo varidvel reduzem o passo de integragdo auto-
maticamente se o erro for maior que o aceitdvel. Em geral ndo é preciso
alterar estes parametros.

e Zero Crossing O SIMULINK utiliza uma técnica conhecida como a
detecgdo de passagem por zero ou zero-crossing detection para localizar com
precisdo uma descontinuidade sem recorrer a intervalos de tempo ex-
cessivamente pequenos. Normalmente, esta técnica melhora o tempo
de simulag¢do, mas pode, eventualmente, levar a uma parada de simu-
lagdo antes do tempo de analise definido pelo usudrio. Dois algoritmos
de zero-crossing detection estdo disponiveis: ndo adaptativo e adaptativo.
Para obter informacgdes sobre essas técnicas, consulte o manual do MA-
TLAB, em zero-crossing algorithm.

®¢ Save options, em Data Import/Export. Permite o controle dos
instantes de tempo em que serdo gerados os resultados da simulagéo.
A opcdo mais ttil é a do controle do fator de refinamento, Refine
factor, que permite obter um ntimero adicional de pontos de simu-
lacdo entre aqueles que o algoritmo usaria normalmente. Por exemplo,
se o fator de refinamento for definido como 5, cada passo de integra-
¢do (de tamanho varidvel) serd divido em 5 subintervalos. Na pratica, é
mais simples e eficiente (do ponto de vista computacional) melhorar os
resultados de uma simulagdo aumentando o fator de refinamento do
que reduzindo o tamanho do passo de integragéo.

Simule a resposta do modelo, clicando em Simulation e Run ou no icone na
barra de ferramentas, conforme ilustra a Figura 83. O programa avisa que a simu-
lacdo terminou emitindo um beep e exibindo a palavra Ready na parte inferior da
janela do modelo. Dé um duplo clique no bloco do osciloscépio (Scope) para ver
a simulagdo do sinal de saida. O resultado deve ser como mostrado na Figura 84.

E possivel alterar as escalas dos eixos a partir das op¢des de configuragio do
bloco (clicando com o botdo direito do mouse em algum ponto do grafico), mas
geralmente basta clicar no botdo de escala automatica, indicado na Figura 84. O
resultado final j4 estd apresentado com o ajuste de escala automatico.

Se o resultado da simulag&do parecer pouco preciso (o que vocé acha!?!) aumente
o fator de refinamento (3 ou 5 costumam ser valores adequados) e simule nova-
mente. Como padrdo, o SIMULINK armazena o vetor de tempo usado na simula-
¢do em varidvel do workspace chamada tout. A criacdo desta varidvel, incluindo
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% Exemplo1 * - Simulink

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis  Cod ools  Help

-3 Be-2-eeo P B-2 ]

Exemplol

® |[*a]Exemplo1

@
il

Figura 83: Para rodar o modelo.

Escala automatica

4 Scope

Figura 84: Para rodar o modelo.
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seu nome, pode ser ajustada na aba Data Import/Export em Configuration
Parameters.

Para enviar o resultado da simulagdo para a workspace do MATLAB deve-se
incluir o bloco To Workspace (navegue pela biblioteca Sinks para obter esse
bloco). E importante configurar o bloco To Workspace para gerar valores de
saida no formato array (o formato padrdo é Structure).

E possivel também usar varidveis do workspace como entradas para sistemas
do SIMULINK, usando o bloco From Workspace da biblioteca Sources.

Pode-se também resolver o exemplo da Figura 76 por Laplace. Tem-se,

my =u(t) — by —ky
com condigdes iniciais y(0) =0ey =0
Realizando a Transformada de Laplace,
F(s) —scY(s) —kY(s) = ms?Y(s)
a fungdo de transferéncia resulta em,

Y(s) €L

— m
Fs) sZ+sS+ Xk

G(s) =

Utiliza-se o bloco funcdo de transferéncia Transfer Fcn, em Continuous.
Deve-se preencher os pardmetros do bloco, Figura 85, com numerador [1/5] e
denominador [1 1/52 /5} . A resposta do modelo deve ser idéntica aquela mostrada
na Figura 84.

‘% Function Block Parameters: Transfer Fen > 5

2+1/5s42/5

Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or mz
denominator coefficient must be a vector. The o1 Step Transfer Fen Scape
number of rows in the numerator coefficient. Yol

coefficients in descending order of powers of s.

Parameters
Numerator coefficients:

5] |

Denominator coefficients:
[11 1/5 2/5) |

Absolute tolerance:

‘autn |

State Name: (e.g., 'position”)

Q9 Cancel Help Apply

Figura 85: Modelo SIMULINK. Solugéo por Laplace.

16.4 EXERcicIos

1. Resolva o sistema do exemplo MMA ilustrado na Figura 76, agora sem en-
trada no sistema, apenas com deflexdo inicial x, = Tm. Dica: use a opcéo
Integrator duas vezes para achar velocidade e deslocamento.

2. Essa atividade consiste resolver a equacéo diferencial que representa a dina-
mica de um sistema massa-mola-amortecedor néo linear. Um sistema massa-
mola-amortecedor néo linear é representado pelas seguinte equacéo diferen-
cial:

%(t) + 252 (t) + 3Inx(t) = u(t)
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onde x é a posicdo da massa, v é a velocidade da massa e u é a forca aplicada
na massa. Esse sistema pode ser escrito na forma x(t) = f(x,u,t) como
segue:

x(t) =v(t) =f1(t,x,v,u)
V() = =2v2(t) = 3Inx(t) +u(t) = f2(t, x, v, u)

Simule o sistema para a condicdo inicial x(0) = —0, Tm e v(0) = 0m/s e para
a forca u(t) variando na forma de um degrau de amplitude igual a 50N
no intervalo de tempo entre o e 10 segundos. Apresente como resultado o
arquivo .m que implementa o vetor de fungdes f e os graficos da posigédo,
velocidade e forga.

. Dado o modelo da suspensado de duas massas conforme Figura 37, analisado
no Capitulo 13, desenvolva aqui um modelo SIMULINK para obter as plo-
tagens de x1(t) e x2(t), sendo y(t) uma fun¢do degrau unitdria e condi¢oes
iniciais nulas. Dados: m; = 250kg, m, = 40kg, k1 = 15kN.m, k,; = 150kN.m
ecy =1917N.s/m.

. O sistema a ser simulado é um tanque de nivel, Figura 86. Uma corrente
de entrada alimenta o tanque, cujo valor da vazdo pode ser ajustado. Uma
corrente de saida tem a sua vazdo definida pela altura h de liquido no tan-
que, através da relacao F = kv/h. Mostre o comportamento da altura h com
o tempo. Os parametros sio: k = 8m>/2/min, A = 0,3m?. A altura inicial
h(0) =3m.

A equagdo de estado é dada por,
dh 1
_ = F — ) , =
== (Fo—kvh h(0) = 3m
Considera-se que existam dois niveis limites para o nivel (alarmes) que de-
vem aparecer no grafico da resposta do simulador:
* hamax = 4m (alarme nivel alto)

* hgmin = 2m (alarme nivel baixo)

—

F=ikVh

Figura 86: Reservatorio.

A vazédo de entrada permanece igual a Fos = 13,86m3/min até um tempo
de simulagéo de tgegy = 0,2min. Neste momento, uma perturbagdo degrau
em F,(t) aumentara esse valor para Fogeg = Fos + AFo. Ambas as vazdes
devem estar presentes em um mesmo gréfico.

A simulacéo ocorrerd desde o instante ty = 0 até tf = Tmin.

Monte o problema no Simulink. Localize o botdo GED (Graphical Editor)
na janela gréfica.
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CONVOLUCAO

Para SLITs pode-se determinar a resposta temporal a uma entrada arbitrdria atra-
vés da superposicdo de respostas ao impulso deslocadas no tempo. Essa superpo-
sicdo é chamada de soma de convolugéo.

Se a entrada de um sistema linear for expressa como uma superposi¢do pon-
derada de impulsos deslocados no tempo, a saida serd uma superposi¢do ponde-
rada da resposta do sistema a cada impulso deslocado no tempo. Se o sistema for
também invariante no tempo, a resposta do sistema a um impulso deslocado no
tempo serd uma versdo deslocada no tempo da resposta do sistema a um impulso.
Por isso, a saida de um sistema SLIT é dada por uma superposi¢do ponderada de

A1 SOMA DE CONVOLUCAO

A partir da defini¢do de impulso unitdrio Equagdo 5, considere o sinal x[n] amos-
trado por uma sequéncia de impulsos. Sabe-se que,

Ou seja, a multiplicagdo de um sinal x[n] por um impulso §[n] resulta num
impulso de intensidade x[0]5[n] (Figura 87). Pode-se generalizar,

x[n]dn — k] = x[kld[n — k]

Ou seja, a multiplicacdo de um sinal por um impulso deslocado k no tempo
resulta em um impulso deslocado k no tempo com amplitude dada pelo valor
no instante em que o impulso ocorre. Esta propriedade nos permite expressar
x[n] como a seguinte soma de impulsos deslocados no tempo, conforme ilustra
Figura 88,

xn] = ... +x[-216n+2] +x[—116m + 1] +x[0]6[n] +x[1]d[n — 1] +x[2]d[n—2] + ...

o0

xml= >  x[klsm—K

k=—00

z

Define-se um operador H que representa o sistema ao qual a entrada x[n] é
aplicada,e a saida y[n] de um SLIT para uma entada x[n] toma a forma de uma
soma de convolucéo,

y[n]zH{X[n]}zH{ > xklsn— }}y[n] = ) xKMH{Bm—K}= > x[khn—K

onde usa-se a notagdo de h[n] para a resposta do sistema H a entrada impulso,
d[nJ. Se x é um vetor com dimensdo n e h é um vetor com dimensdo m, a convo-
lucdo x x h ird ter um dimensdaor=n+m-—1.

No caso continuo a resposta é extrapolada para,

y(t) = Joo x(T)h(t—T1)dT

—0oQ
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dn

rndn =x0dn

A

SOMA DE CONVOLUGAO

5 I 1 1 1 I 1 1 I
=10 -B B -4 -2 0 2 4 6 B 10
T
5 T T T T T T T T
0
5 I 1 1 1 1 1 1 I
=10 -B B -4 -2 0 2 4 6 B 10

T

Figura 87: Soma de convolugao.
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A.1 SOMA DE CONVOLUGAO

5 T T T T T T T T T
—
|
= 0
-
I,
5 I 1 1 1 I 1 1 1 I
=10 -8 -5 -4 -2 0 2 4 5] 8 10
T
5 T T T T T T T T T
=0
5 I 1 1 1 1 1 1 I
=10 -8 -5 -4 -2 0 2 4 6 8 10
T
5 T T T T T T T T T
-
|
2.0
=,
5 I 1 1 1 I 1 1 1 I
=10 -B B -4 -2 0 2 4 6 B 10
T
5 T T T T T T T T T
o0
5 I 1 1 1 1 1 1 I
=10 -8 -5 -4 -2 0 2 4 5] 8 10
T

Figura 88: Exemplo de soma de convolugéo.
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G0 Y0 = H) ),

—— R

Figura 89: Diagrama de bloco esquematico da saida y(t) como a convolugdo de h(t) pela
entrada x(t).

Pode-se concluir que h(t), também chamada de reposta impulsional, traz consigo
informacdes intrinsecas do sistema que permitem o célculo da resposta a qual-

quer outra entrada x(t). E comum representar o diagrama de bloco do sistema
conforme ilustra a Figura 89.

Por exemplo, se a entrada x(t) e a resposta h(t) de um SLIT sao,
x(t) = 8(t) h(t)=e %, a>0

Entao a resposta do sistema a funcdo de entrada x(t) serd,

y(t) =x(t) xh(t)
:JOO x(T)h(t—T1)dT
:JOO x(t)e ety
y(t) = 15 (1—e Y

A.2 PROPRIEDADES DA CONVOLUQAO

As trés principais propriedades da convolugdo sao:
PROPRIEDADE COMUTATIVA Refere-se a ordem de aplicacdo dos sistemas,

hq(t) *ha(t) = ha(t) * hy(t)

PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA Refere-se a conexdo paralela de SLITs (Figura 9o),

y(t) =y (t) +y2(t)
=x(t) * hq(t) +x(t) x hy(t)
=x(t) * [hq(t) +ha(t)]
=x(t) *x h(t)
hy (6) hy (£) * x(t)
x(t) y(©) =@+ x() +h(D)*x(@)
hy (8) hy () * x(t) /
x(t) y(t) = [h (&) + ha () ] = x(2)

by () + ha(0)

Figura go: Diagrama de blocos que ilustra a propriedade distributiva e comutativa.
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PROPRIEDADE ASSOCIATIVA Refere-se a conexdo série de SLITs.

Y1 (t) =x(t) «hq (t)

y2(t) =y (t) xha(t)

y2(t) = [x(t) * hy (D] x ha(t)
= x(t) * [ (t) x ha(t)]

Além disso, pela propriedade comutativa, observamos que tanto faz a ordem
em que os sistemas S; e S, estdo em cascata pois hy[n] x hy[n] = hy[n] =
hi[n]. A Figura 91 ilustra diagramas equivalentes.

x(t) 1) = b (0 ¥ x(0)

*® y2(0) = hy(0) * x(0)

y(t) = hy(£) * ha(t) * x()

y(£) = hy () * hy (£) = x ()

v

x(t)
—

hy () * hy (1)

y(£) = hy () * hy(t) * x(t)

v

Figura 91: Diagrama de blocos que ilustra a propriedade associativa.

A.3 CONVOLUGAO NO MATLAB

A convolugdo em Matlab é realizada usando o comando conv, que ja foi apresen-
tada no Capitulo 6. Por exemplo, vamos determinar a soma de convolugdo entre
as seguintes sequéncias: x[n] = [1,5,7,9,3] e h[n] = [4,6,6,5,2].

Note neste exemplo que o tamanho da sequéncia x[n] é n = 5, o tamanho de
h[n] é m = 5 e o de y(n) serd, portanto, r = 9. Como regra geral, conforme ji
mencionado, tem-se que para sequéncia de tamanho finito a convolugdo produz
uma sequéncia finita de tamanho r = n+m— 1. A Tabela 20 mostra a convolugao
x[n]«hn] = > x[klh[k —n]. Na tabela, xo = x[0] = 1,x; = x[1] =5, ... ¢,

analogamente, hy = h[0] =4,h; =h[l] =6,...

0 1 2 3 4 5 6 7 8
o Xoho Xoh.] X0 hz Xoh3 X0h4
1 X]ho X]h,] X]hz X]h3 X]h4
2 tho th] thz X2h3 th.4
3 x3ho x3h1  x3hz x3hz x3hg
4 X4h0 X4h] X4h2 X4h3 X4h4
Saida y[r] = soma das respectivas colunas
ylrl ylo]  y0]  yl2] yl8] vyl  yl5]  ylel  yl71  yl8]

Tabela 20: Convolucao.
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A4 CAUSALIDADE E ESTABILIDADE DE SLITS

» h=[1, 5,7,9,3]1;
x=[4,6,6,5,2];
w=conv (h, x)

w =

4 26 64 113 135 117 77 33 6

A listagem foi tirada da Internet e mostra como programar a fun¢do conv, e a

Figura 92 mostra que as respostas usando a fun¢do ou programando sao idénticas.

24
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$Exemplo2

h=[ 2 71 3 1];
x=[ 8 3 1 2];

n = length (x);
k = length (h);

%% Convolucao

x1l = [x, zeros(l,k)];
hl=[h, zeros(1l,n)]; % zero padding of both x[n] and h[n] if size of
x[n] .ne. size of h[n]
for r =1: n+ k -1
y(r) = 0;
for i=1:n
if(r - i+1> 0)
y(r) = y(r) + x1(i)~hl(r -i+1);
m(r) = y(xr);
else
end
end
end
display ('Output is:' ); m
figure (1)

subplot (2,1,1);

stem(m, 'filled")

grid on

% ylim([-5 5])

xlabel ('$$ n $$', "Interpreter', 'latex')
ylabel ('$$ y[n] $$', 'Interpreter', 'latex')
title ('Convolucao sem usar a funcao conv');

%% Convolucao com conv

y = conv (h, x)

subplot (2,1,2);

stem(m, 'filled")

grid on

xlabel('$$ n $$', 'Interpreter', 'latex')
ylabel ('$$ y[n] $S$', 'Interpreter', 'latex')
title('Convolucao usando a funcao conv');

A.4 CAUSALIDADE E ESTABILIDADE DE SLITS

Um sistema é causal se a saida no instante n; depende da entrada apenas nos
instantes n; < n;. Caso contrdrio, o sistema anteciparia o que iria acontecer e
portanto seria antecipativo ou ndo causal.

Considere a saida de um sistema LID em um dado instante n;. Desse modo:

y[ny] = i hiklx [nj — k]
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Figura 92: Convolugdo no MATLAB.
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Reescrevendo a equacdo acima tem-se que:

o0

y[ny] = _21 hiklx [nj — k| + Z hiklx [nj — k]

k=—o00 k=0

ou

y [ny] = {h[=2x [y + 2] + h[=1]x [nj + 1] } 4 {h0}x [nj] + h(1]x [n; —1] + ...}
(26)

O primeiro termo entre chaves envolve os valores futuros de x[n]: x(n; +1),x(n0+
2), .... No nosso mundo fisico real, se a varidvel t (ou n no caso discreto) representa
o tempo, entdo tndo é possivel se ter um sistema nado causal, pois ndo é possivel
se prever o comportamento futuro do sistema dindmico. Assim, o primeiro termo
entre chaves deve ser nulo, de modo que: h(—1) = h(—2) = ... = 0, ou seja a
resposta ao impulso deve satisfazer a seguinte condigao:

h[n]'} =0, n; <0 (27)

Admitindo que se esteja trabalhando com um sistema causal, os limites na so-
matoria de convolugdo podem ser modificados de modo a refletir a condicéo esta-
belecida

y [ny] = i hiklx [nj — k]

k=0

ou

o0

y(t) = J x(T)h(t—T1)dT
0

A estabilidade é também uma propriedade muito importante a ser verificada

na implementacdo de um sistema. Um sistema é estdvel se, para uma entrada

limitada a saida também serd limitada. As vezes usa-se a sigla BIBO estével para

descrever esta definicdo de estabilidade de sistemas, onde o nome BIBO vem do
idioma inglés:

BIBO = Bounded Input, Bounded Output,

ou seja: entrada limitada, saida limitada. Pode-se provar que o sistema é estdvel se
e somente se a resposta ao impulso unitdrio h[n] é absolutamente somavel, isto ¢,
satisfaz

[o0]

> |hikl| < oo

k=—00
Para o caso continuo, a resposta ao impulso unitdrio h(n) é absolutamente

integrével, isto é,

ro [h(T)]dTt < o0

T=—00

134



Parte X

APOIO E REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

If I have seen further, it is by standing upon the shoulders of giants.
Sir Isaac Newton



BIBLIOGRAFIA

[1] RJ Braun. Beginning Matlab Exercises. Technical report, Department of Mathe-
matical Sciences - University of Delaware, 2008.

[2] RV Churchill. Varidveis Complexas e suas Aplica¢des. McGraw Hill, 1975.

[3] R. C. Dorf and R. H. Bishop. Sistemas de controle modernos. LTC Editora, 8th
edition, 2001.

[4] Katsihiko Ogata. Engenharia de Controle Moderno. Pearson Education, 5 edition,
2010.

[5] William ] Palm III. Introdugdo ao {MATLAB} para engenheiros. Mc Graw Hill,
third edition, 2013.

[6] UFES PET Engenharia de Computacao. Mini-curso de Simulink,
2009. URL pet.inf.ufes.br/{~}pet/pet{_}site/matlab-octave/
controle/Simulink.pdf.

[7] Singiresu Rao. Vibracoes Mecinicas. Pearson Education, 4 edition, 2008.

[8] Aguinaldo Siveira Silva. Fundamentos de controle cldssico, 2002. URL
http://www.labspot.ufsc.br/~aguinald/ensino/eel7063/
controle.pdf.

136


pet.inf.ufes.br/{~}pet/pet{_}site/matlab-octave/controle/Simulink.pdf
pet.inf.ufes.br/{~}pet/pet{_}site/matlab-octave/controle/Simulink.pdf
http://www.labspot.ufsc.br/~aguinald/ensino/eel7063/controle.pdf
http://www.labspot.ufsc.br/~aguinald/ensino/eel7063/controle.pdf

	Sistemas Dinâmicos para mecatrônica I 
	Conteúdo
	Introdução ao MATLAB
	1 Introdução
	1.1 Ferramenta MATLAB
	1.2 Objetivo

	2 Iniciando o MatLab
	2.1 Conceitos básicos da janela de comandos
	2.2 Comandos e expressões
	2.3 Strings
	2.4 Variáveis
	2.5 Formatos numéricos
	2.6 Funções comumente utilizadas
	2.7 Exercícios

	3 Manipulação de matrizes
	3.1 Sequências
	3.2  Operações matemáticas
	3.3 Outras operações com matrizes
	3.4 Exercícios


	Gráficos e Programação
	4 Gráficos
	4.1 Gráficos bidimensionais
	4.2 Gráficos tridimensionais
	4.3 Exercícios

	5 Programação
	5.1 Criando um script
	5.2 Criando uma função
	5.3 Controle de fluxo
	5.3.1 Estrutura condicional if
	5.3.2 Estrutura repetitiva while
	5.3.3 Estrutura repetitiva for
	5.3.4 A estrutura switch

	5.4 Vetorização
	5.5 Entrada de dados
	5.6 Comando fprintf
	5.7 Edição de funções existentes
	5.8 Subfunções
	5.9 Exercícios


	Polinômios e Sistemas de equações lineares
	6 Polinômios
	6.1 Exercícios

	7 Sistemas de equações lineares
	7.1 Exercícios


	Solução de equações diferenciais
	8 Sistemas dinâmicos lineares invariantes no tempo
	8.1 SLIT - sistemas lineares invariantes no tempo
	8.2 Representação de equações diferenciais no espaço de estados
	8.3 Simulação de sistemas dinâmicos lineares
	8.3.1 Função impulso
	8.3.2 Função degrau unitário
	8.3.3 Entrada genérica

	8.4 Exercícios

	9 Sistemas dinâmicos não lineares
	9.1 EDO de primeira ordem
	9.2 EDO de segunda ordem
	9.3 Modelo de um pêndulo não linear
	9.3.1 Linearização do problema
	9.3.2 Equações de estado

	9.4 Sistema de várias equações não lineares acopladas
	9.5 Exercícios


	Hands on
	10 Trabalho do semestre
	10.1 Introdução
	10.2 Dinâmica do braço robótico flexível
	10.3 O Trabalho
	10.4 Robô flexível real


	Transformada de Laplace
	11 Números complexos
	11.1 O número imaginário
	11.2 Operações matemáticas
	11.3 Funções
	11.4 Exercícios

	12 Função de variável complexa
	12.1 Introdução
	12.2 Limite
	12.3 Continuidade
	12.4 Derivada e as relações de relações de Cauchy-Rieman
	12.5 Funções analíticas
	12.6 Derivadas no MATLAB
	12.7 Exercícios

	13 Transformada de Laplace
	13.1 Introdução
	13.2 Transformada de Laplace utilizando MuPAD
	13.3 Transformada inversa de Laplace
	13.3.1 Expansão em frações parciais quando a transformada apresenta pólos distintos
	13.3.2 Expansão em frações parciais quando a transformada apresenta pólos iguais

	13.4 Resolvendo equação diferencial com Laplace
	13.5 Exercícios

	14 Diagrama de blocos
	14.1 Diagrama de blocos
	14.1.1 Diagrama de Blocos em cascata
	14.1.2 Diagrama de Blocos em paralelo
	14.1.3 Diagrama de Blocos em sistema de malha fechada

	14.2 Funções de transferência com MatLab
	14.3 Álgebra de diagramas de blocos
	14.4 Diagrama de Blocos com Múltiplas Entradas para SLITs
	14.5 Exercícios


	Resposta de sistemas de primeira e segunda ordem
	15 Sistemas de primeira e segunda ordem
	15.1 Conceito de pólos e zeros da função de transferência
	15.2 Modelamento
	15.3 Sistemas de primeira e segunda ordem
	15.4 Sistemas de primeira ordem
	15.4.1 Resposta do sistema a uma função degrau unitária
	15.4.2 Resposta do sistema a uma função impulso unitária
	15.4.3 Resposta do sistema a uma função rampa unitária

	15.5 Sistemas de segunda ordem


	Simulink
	16 Simulink
	16.1 Acessando SIMULINK
	16.2 Componentes de um modelo
	16.2.1 Fontes
	16.2.2 Diagrama de blocos
	16.2.3 Saídas

	16.3 Simulando...
	16.3.1 Gerador de Sinais

	16.4 Exercícios


	Appendix
	A Convolução
	A.1 Soma de convolução
	A.2 Propriedades da convolução
	A.3 Convolução no MATLAB
	A.4 Causalidade e estabilidade de SLITs


	Apoio e Referências bibliográficas
	Bibliografia



