DINAMICA DE SISTEMAS BIOLOGICOS E FISIOLOGICOS
Capitulo 2 (Cont.)

2.6 Sistemas quimicos

A modelizacdo matemadtica dos processos quimicos envolve os principios basicos de
termodinamica, cinética, fendmenos de transporte, etc.

Um sistema quimico recebe materiais e energia do exterior, fornece materiais e energia
ao exterior e dentro dele acontecem reac¢des quimicas.

Para escrevermos as suas equagdes aplica-se o principio geral de conservacao de massa
e de energia (nada se perde, tudo se transforma).

Genericamente, o principio de conservacao do componente S do sistema ¢ dada pela
equacdo de balanco,

[acumulacéo de S } [ﬂuxo de S para } {ﬂuxo de S para} {quantidade de S } {quantidade de S }

dentro do sistema

dentro do sistema fora do sistema

: N gerada no sistema consumida no sistema
intervalo intervalo intervalo intervalo intervalo
de tempo de tempo de tempo de tempo de tempo

S pode ser a massa total, a massa de um componente individual, a energia total.

Assim, para um sistema quimico genérico, poderemos escrever

Balanco massico total:

d(pV) Z o.F Z ¥

i:entradas Jsaidas

Balango massico para o componente A :

d(n,) _ d(C V) _
dt 2, <f

c, F.xrV
Z 4,7

icentradas Jisaidas

Balanco energético total:
dE d U+K+ P)

Fh— F
@ 2 AEh= 2, pEh =0,

ientradas Jisaidas

em que
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p = densidade do material do sistema

p, = densidade do material do fluxo de entrada i

p; = dendidade domaterial do fluxo de saida j

V = volume total do sistema

F, = caudal volumétrico da entrada i

F, 2 caudal volumétrico da saida j

n, = niimero de moles do componente 4 no sistema

A ~ .
¢, = concentragdo molar (moles/volume) de 4 no sistema

A ~ .
¢, = concentra¢do molar de 4 na entrada i
A ~ r .
¢, = concentra¢do molar de 4 na saida
J

r = taxa de reaccdo por unidade de volume para o componente 4 no sistema

h. = entalpia esecifica do material na entrada i

h, = entalpia especifica do material na saida j

U,K, P = energia interna(U), cinética(K) e potencial (P)

O = quantidade de energia trocada entre o sistema e o seu ambiente por unidade de tempo

W_ 2 trabalho (shaft work) trocado entre o sistema € o seu ambiente por unidade de tempo

Aplicando a um sistema qualquer obtém-se equacgdes diferenciais de 1* ordem, que
constituem o seu modelo matematico.

Exemplo: aquecimento de um tanque bem agitado (stirred-tank)

Seja um tanque que estd a ser alimentado por um caudal de liquido F; (m*/min) &
temperatura 7; (°C). No tanque ¢ aquecida por uma serpentina a vapor onde entra um
caudal de vapor de F), kg/min. Do tanque sai um caudal F' de liquido a temperatura 7. O
tanque estd bem agitado e por isso a temperatura da saida ¢ iguala temperatura dentro do
tanque. O vapor de aquecimento, ao perder energia na serpentina condensa, saindo o
condensado para o exterior.

Condensaiz

o

Sleam

(de Stephanopoulus)
Aplicando os principios genéricos indicados acima
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Massa total no tanque Mt:
Mt =pV = pAh
sendo p a densidade do liquido, 4 a sec¢ao do tanque, /4 o nivel do liquido.

Energia total do liquido no tanque Et:

Et=U+K+P

Nao ha variacao da energia potencial nem da cinética porque o tanque ndo se move.
Por isso a variagdo da energia serd apenas a variagao da energia interna U.

Para liquidos, sendo H a sua entalpia,

dU dH

dr dr

H=pVe,(T-T,,)

sendo

A . , . ’ .
¢, = capacidade térmica do liquido no tanque

T

ref

A A . \ . r . r
= temparatura de referéncia a qual se assume que a entalpia do liquido ¢ nula.

Aplique-se agora o principio da conservacao da massa e da energia.

Conservacao da massa:

{acumulagﬁo da} {massa total} {massa total}

massa total entrada saida
intervalo ~ [intervalo intervalo
de tempo de tempo de tempo
ou seja
d(pAh)=p i~ pPF Mwﬁ—pF 3A@=E—F =
dt dt
dn_F_F
d A A

Conservagao da energia
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{acumulagﬁo de } [total de energia} {total de energia} {energia fomecida}

energia total entrada saida N pelo vapor
intervalo B intervalo intervalo intervalo
de tempo de tempo de tempo de tempo
ou seja

dlpAhc (T -T,)]
L pFe, (T, ~T,,)= pFe, (T =T,,)+0

pac,d[h(T—T,)]
= . i ! =pFc,(I,-T,)-pkc, (T-T,)+0

Ad[WT -T —
S AN p-1, - Fa-1,)+ 2
dt ‘ oo

P
Ad[hT] _ EY: —FT+£7 assumindo Trg/’ =0
dt PCy

=

AdIT) _ a7 AT%z Ah‘jl—fﬂ(Fi - F)

dt dt
= Ahd—T+T(E.—F)=E.7;—FT+£
dt pc,
T gy 2
dt pc,
dr 1

=R -1y
dt  Ah 4h pc,

Juntando as duas equagdes

dh _F_F
dt A4 A
LA WA
dt  Ah 4h pe,

obtém-se um sistema de duas equacdes diferenciais de 1* ordem nao lineares acopladas.

Note-se que este sistema quimico € a conjugacao de um fluidico com um térmico.

2.7 . Sistemas biologicos

Os sistemas bioldgicos descrevem o funcionamento dos seres vivos. Vejamos o

exemplo da modelizacdo da evolugdo da populagdo de espécies.

2.7.1.Crescimento de uma populacio de uma espécie biologica

Suponhamos uma espécie biologica cujos individuos nascem e morrem na

mesma estacdo (isto ¢, vivem um niimero inteiro de anos).
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Inicialmente existem N, individuos. Ao fim de um ano, N; individuos, etc., ao
fim de k anos N, individuos.

Em principio poderemos admitir que
N 1= AN, 0

em que 4 ¢ uma constante positiva que depende das condi¢des ambientais(existéncia de
alimentos, agua, clima, etc.). Se 4> 1, a populacdo aumenta; se A<l, diminui; até a
extingdo. Se A ¢ constante ao longo dos anos, a populagdo crescera ilimitadamente,
levando a explosdo populacional Maltusiana.

Ora se a populagdo crescer sem limite, ndo havera alimentos suficientes por um
lado, e por outro lado os predadores terdo mais facilidade em cagar individuos da
espécie em analise, e por isso o crescimento da populagdo serd limitado. Este efeito de
limitagdo pode ser introduzido na equagdo através de um termo subtractivo que seja
insignificante para pequenos valores de N (pequenas populagdes) e muito influente para
grandes valores de x, por exemplo

N1: AN() — BN()2

Se B<<4, o termo subtractivo so sera relevante para grandes valores de V.
Nos anos seguintes teremos

N,= AN, — BN/
N;= AN, — BN’

Hé-de haver uma altura m em que a populagdo ndo podera crescer mais, isto €,
em que atinge o seu valor maximo, N, No instante seguinte

Nm+1: ANmax - B]vmax2
para que N,,+; seja positivo,

AN, —BN, >0=N, (A-BN, )>0=>A-BN, >0

max max

= A>BN, =N, g%

Encontramos assim o limite superior da populagdo, A/B.
Exprimindo a populagdo como uma frac¢do da populagdo méaxima, por xy,
N k
N,

max

teremos, da equagdo anterior, substituindo,

_ 2 _ 272 _ 2
Ny, =AN,-BN; = x;, \N,,, = AN, —Bx; N, = x,,, = Ax, = B; N,

A
= X, = Ax, — Bx; B = Xy = Ax (1-x,)
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Temos assim encontrado o modelo de crescimento populacional, na forma de
uma equacdo de diferencas ndo linear,

X =Ax (1-x)=f(x,), xe[0,1]
em que x; ¢ a populacdo no ano k, como uma frac¢ao da populacdo méaxima.

Haveré estados de equilibrio, em que a populacdo se mantém constante ao longo
do tempo? Nestas circunstancias teriamos

Kt = X
ou seja,
X, = Ax,(1-x,)=x, = Ax, — Ax; =x, = (A—1-Ax,)x, =0

A-1-A4x, =0 xk:E 1 !
= 0 = A = A
M= x, =0 x, =0

Se A>1, temos assim dois estados de equilibrio. Se A<l, s6 a origem pode ser
estado de equilibrio, dado que x; tem que ser maior do que zero. Note-se que 4>0.

2.7.2. Modelo Lotka-Volterra de predador-presa

Este modelo ( http:/www.math.duke.edu/education/ccp/materials/engin/predprey/pred2.html)
descreve a interac¢do biologica entre duas espécies, na relacdo particular em que uma,

predadora, come a outra, a presa. H4 muitos exemplos na natureza: ledo-gazela, passaro-
insecto, pandas-eucaliptos, etc.. Para ndo complicar o modelo facam-se as seguintes
hipoteses:

- a espécie predadora ¢ totalmente dependente da presa (€ o seu nico alimento),
- a presa tem uma quantidade ilimitada de alimentos,
- a presa s6 tem um predador, o que esta a ser considerado ¢ ndo tem outras limitagdes.

Na natureza as coisas sdo mais complicadas, mas assim poderemos desenvolver um
modelo aceitavelmente complexo.

Se existirem zero predadores, a presa ndo tem qualquer limite ao seu crescimento e por
isso cresce exponencialmente. Sendo x(t) a populagdo actual no instante t, a sua taxa de
crescimento sera

) _

% ax(t)

Mas havendo predadores, o crescimento serd menor: os predadores introduzem um
factor negativo nesta equagao.
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Se y(t) for a populagdo de predadores no instante t, cada um deles tem certa
probabilidade de encontrar uma presa. Essa probabilidade ¢ tanto maior quanto mais
predadores existirem e tanto maior quanto mais presas existirem. Por isso se pressupde
que

- a taxa de encontros entre um predador e uma presa ¢ conjuntamente proporcional ao
tamanho das duas populagdes.

- dos encontros realizados, uma parte fixa resulta na morte da presa.
Assim

% =ax(t)—bx(t)y(t)

Quanto a populacao de predadores, y, se ndo tiver alimentos morre a uma velocidade
proporcional ao seu tamanho, ou seja, neste caso,

dy(1)
=—cy(t)
dt
por nao haver energia para novos nascimentos.
Ora felizmente para os predadores existem presas, € por isso eles vao ai buscar energia

para se reproduzirem. Por cada encontro predador - presa hd uma parte que resulta em
alimentos para o predador e por isso a sua populagdo variara de acordo com

% =—cy(t) + px(£) y(2)

sendo p uma constante.

Juntando as equagdes obtidas obtém-se o modelo de Lotka-Volterra

dx(?) =ax(t)—bx(t)y(t)
% =—cy(t) + px (1) y(2)

composto por duas equacdes diferenciais de 1* ordem acopladas, que ndo podem ser
resolvidas separadamente e para as quais nao ¢ possivel encontrar uma solugao analitica
(mas apenas computacional).

Pode-se mostrar que existe um par (x;, y5) para o qual dx/dt=dy/dt=0, isto &, as
populagdes estdo em equilibrio e ndo variam ao longo do tempo. Para isso basta fazer
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0=ax(t)—bx(t)y(t)
0 =—cy(r) + px(2) y(1)

{ [a—by(0)]x(1) =0 A x(1) £ 0 { a-byy=0  |YO=
= = [ N

[—c+ px()]y(&)=0Ay()#0 —c+ px(1)]=0 x(t) =

N o e

um tal estado chama-se regime permanente ou estado estacionario. O seu valor depende
das constantes a ,b ,c ,e p , os parametros do modelo.

Voltaremos a este modelo mais tarde (trajectorias de fase, estados de equilibrio, ...).

Existem modelos mais completos de duas populagdes. Por exemplo em
http://www.math.montana.edu/frankw//ccp/modeling/continuous/twovars/body.htm
encontra-se um modelo que inclui competicao (luta pelos mesmos recursos) entre
espécies, interaccao agressiva (combatem-se activamente, embora ndo se comam),
cooperagdo ou simbiose (ajudam-se mutuamente), relagao predador-presa, interacgao
forte-fraco (uma espécie esta mais capacitada para sobreviver).

2.8 Sistemas fisiologicos

Os sistemas fisioldgicos incluem os organismos dos animais em geral € do homem em
homem em particular. Sdo dos sistemas mais complexos que a natureza criou. Eles
compdem-se em grande medida de sistemas dos tipos que vimos (mecanicos, fluidicos,
quimicos, etc.) que ao incluirem 6rgaos vivos adquirem, por sinergia, novas
propriedades.

Vejamos o exemplo de um vaso sanguineo

Considere-se um vaso sanguineo ilustrado na figura.

V £ volume do vaso
A
O, = caudal de entrada
A ~ \
B, = Pressio a entrada do vaso

Q, = caudal de saida

A ~ \ e
P, = Pressdo a saida

P, (Pressdo exterior) = 0

Figura . Representacdo de um vaso sanguineo (de Hoppensteadt , p. 9)
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Admita-se que o vaso esta a funcionar em regime permanente em que todas aquelas
quantidades sdo constantes. Nessas condi¢des, necessariamente Q;=0», porque ndo ha
acumula¢do de sangue no vaso por ser constante o seu volume. Seja 0= Q;=0- esse
valor do fluxo.

Para encontrarmos uma relagao entre Q, P; P, ¢ V consideram-se duas propriedades do
vaso: a sua resisténcia ao fluxo e a sua complacéncia (compliance) para com a pressao
(que tende a aumentar a sua sec¢ao). A fim de facilitar a analise idealizem-se duas
situacoes:

1) um vaso sem complacéncia, rigido, de volume constante e bem conhecido.
Para ele teremos, como nos sistemas fluidicos,

n-n

0="7%

A R chama-se resisténcia do vaso e teremos aqui um vaso de resisténcia.
i1) um vaso eléstico sem qualquer resisténcia fluidica. Nestas condicdes a
pressdo na entrada ¢ igual a pressao na saida, para qualquer valor de Q. A

relacdo entre a pressao P e o volume do vaso pode ser aproximada pela
relacao

V=CP = sz
P

em que a constante C se chama a complacéncia do vaso. Também se pode escrever
V=V,+CP

em que V; ¢ o volume do vaso para pressao nula (volume “morto”, dead). C ¢ na mesma
a complacéncia do vaso.

Poderemos constatar a analogia das duas situagdes seguintes:

vaso Conforma a complacéncia C, o vaso alarga-se até
chegar a um volume fixo, que depende da
complacéncia. Ai
V=CP

condensador Conforma a capacidade C, o condensador carrega-
se até chegar a uma carga fixa, que depende da
capacidade. Ai
o=Ccr
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Estas situagoes 1) e ii) idealizadas exprimem a realidade com alguma aproximag¢do. Um
vaso real tem resisténcia e complacéncia ao mesmo tempo. A relagdo entre as varidveis
ndo ¢ exactamente linear.

No corpo humano a circulagdo produz uma divisdo entre os vasos de resisténcia e os
vasos de complacéncia. As grandes artérias e veias sdo sobretudo de complacéncia,
porque bastam pequenas diferencas de pressao para produzir o fluxo de sangue, e o0 seu
volume sofre variagdes muito significativas. As pequenas artérias e veias nos tecidos
(arteriolas e vénulas) sdo sobretudo vasos de resisténcia: o seu volume varia pouco e
verificam-se ai grandes diferencas de pressao.

Considerando as duas propriedades poderemos conceber um circuito eléctrico
equivalente de um vaso, com as seguintes analogias

Vaso Circuito electrico
Pressao, P V, Tensao
Volume, A% Q, Carga,

Caudal, Q 1, Corrente,
Resisténcia, R R, Resisténcia
Complacéncia, C C, Condensador C

P, variavel v variavel
b, __ B R e _vi—vm _dn v, v
dt RC RC dt R dt RC RC

Modelo biomecéanico da inspiracio/expira¢io pulmonar

O acto de inspirar e expirar pode ser descrito por um sistema biomecanico ilustrado pela
figura seguinte.

i(t)

Figura . A biomecanica da inspira¢ao (Bruce, p. 31).
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No estado de relaxamento, sem qualquer fluxo de ar, a pressdao dentro dos pulmdes ¢
igual a pressdo atmosférica, Pg. Durante a inspirag@o os musculos respiratorios — isto &,
o diafragma e os musculos da caixa toracica contraem-se e baixam a pressdo (Ppi(t),
pressao pleural) em torno dos pulmdes dentro do peito.

Devido a sua elasticidade (descrita pela complacéncia C, o inverso da elasticidade), os
pulmdes expandem-se devido ao abaixamento da pressao transmural dentro deles e por
isso a pressdo interior dos pulmdes (representada por Pr(t)) decresce momentaneamente.
Gera-se assim uma queda de pressdo na resisténcia fluidica Raw das vias respiratdrias,
donde resulta um caudal de ar para dentro dos pulmdes. Enquanto os muisculos se
contrairem, com forca crescente, este processo repete-se e a inspiracdo continua. No fim
da inspira¢do os musculos expiratorios do abdomen e da caixa tordcica. contraem-se,
forcando Py (t) a ultrapassar Pg (pressdo atmosférica) e expulsando o ar dos pulmdes. Na
respira¢do de descanso os musculos de expiragdo ndo se contraem, basta a relaxacao dos
musculos de inspira¢do para que Pp(t) ultrapasse Pg.

Este processo biomecanico pode ser descrito matematicamente a partir das propriedades
fisicas das estruturas envolvidas. Trata-se de um sistema misto fluidico-mecanico.

O fluxo de ar depende da diferenca de pressao através da resisténcia fluidica Raw e da
propria resisténcia

Se 1(t) representa o caudal de ar de inspiragdo/expiragdo, teremos,

I(t):%;—PL(t) ouseja P, —P,(1)=I(H)R,,

AW

Sendo V(t) o volume dos pulmdes, durante o intervalo de tempo At a variagao do
volume serd, admitindo I(t) constante durante At,

s 0 - V0 =10 Ar= D =10

=1(1)
= 1()=V,(1
e por isso, substituindo em cima
P~ P0)=V,(O)R,,

A complacéncia dos pulmdes C;, ¢ definida pela relagao entre o volume dos pulmdes e a
pressdo transmural

v, (1)
LR -P0)

donde
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V. (t V. (t
R-p="2 = pp e
L L

Substituindo agora P|. na expressdo acima,

B-RO=VORy =F-P,0+L2-viOR,,

= BP0 =V (DR, +722

L
Como a pressao atmosférica ¢ constante, define-se a pressao diferencial

P(t)=F, = F, (1)

c
P()=V, ()R, + 0
v, (0)+ — 0= —im)
ou

v, (t)+aV, (1) = bP(t)

obtendo-se uma equagao diferencial de 1* ordem, linear, que relaciona o volume dos
pulmdes ¥ com a pressao relativa intramural P(?). Do ponto de vista sistémico pode
representar-se pelo diagrama de blocos

P@) : , 0
Sistema de respiragdo

|

Note-se que

o t
Vey=1(t) = V(O =V(O0)+[I(t)dt

em que Vz(0) ¢ o volume em repouso. Como ¢ constante (caracteristica do individuo),

pode considerar-se nula e V() representa por isso a variagao do volume dos pulmdes

em relagdo a V(0).

2.9 Outros tipos de sistemas

Podem-se desenvolver modelos para sistemas de outros tipos: financeiros, de gestao,

sociais, etc. Por exemplo um empréstimo bancario pode ser modelizado de modo

simples.

Considerando
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A
yO = valor do empréstimo total
A ~ A
u k = prestagao entregue no mes k

r = taxa de juro, 1007%, mensal

A ;e A
Y = montante em divida no més k
o que se fica a dever para o més seguinte € igual ao que se deve no més corrente mais 0s
juros sobre os que se deve no més corrente, menos a prestacao u; que se faz no més
corrente. Ou seja, € uma equagao de balanco financeiro dada por

Vi =Vt —u, =(+1)y, —uyy

2.10 Analogias entre os diversos modelos

Entre os diversos tipos de sistemas existe uma relacdo de analogia no sentido de que se
pode representar por exemplo um sistema mecanico por um sistema eléctrico cujos
componentes sao numericamente iguais € cujas variaveis seguem trajectorias iguais na
forma. A tabela seguinte sintetiza essas relagdes.

Tabela de analogias

ELECTRIGS |MECA. Treaws| nEed . Roas | Fwidiear | TERMICAS

] -1 pe
L
oot R a8 _B ot 82| & R
AR AEENA, Hanry ' -t
€ . L : i-“.l K .i,r.'l’" E I’K&:

ENERLA lC Lcd M gm-" e "\_ éch" C %_Crz
:?ELC::E;ZF "’ Z s f T (binairio) ? ?.
VARIFVEC vl
Sl V' v &) 4 Trqu

Alguns sistemas fisiologicos também se podem representar por sistemas analogos, por
exemplo mecanicos ou eléctricos.

2.11. Simulacao das equacoes diferenciais e de diferencas.
As equagoes diferenciais podem-se simular em circuitos electronicos com componentes
apropriados.

No caso de equagdes lineares bastam blocos que executem as operagdes de adicao,
multiplica¢@o por uma constante e integracao.
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Trés bloca dufiivie, beisiess :

oA gy COE S gt

% V; =AY Vo = [0 di 49,
Somad.v A plficader Ihh,ndw Ry

Com eles poderemos simular qualquer equagao diferencial linear invariante.

Uma equacdo diferencial de 1* ordem:

j+.zy=.u. 'E:}'y’
Y=

(¢4 oG- do 1" ovsltmn)

4?_ A,.:( i (- welina -._f,n,‘ neussaUy sm .{;uzrguﬁ-

o S5 WMMMRM f-JI—‘camcv\ItT)aw -f:LCLM
( tom & chamads MW’\. analifo)

@ fplhum".ze_m omalipan o~ ,OWWM ol sl —

_}.’L»‘oo obiave’s oz obsrvacn d&q ANOAR AT

oo aanant omald [l a,mla—FM as i sulirs

pire

° naling axnda LMMWM
f:hiﬁEm (eyrsp o shody a we. ne c-;tq?;
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Simulacdo do posicionamento de um satélite
- o T )
Jo=T > o= 34_. [ """ |L—D

406« 0.0 -;TT

velacatusts v
A iz, PR e,

Sistema de duas equacdes diferenciais de 1* ordem

§,+5‘yz=u. g, =-SY+an
91“371""’ 92.‘331

Equacgdo diferencial de 2* ordem

J+osg -2y =M B»[:jL

24 adltn _y it ,l\.ﬁ:?mdu..
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Equacgdo diferencial de 3* ordem

L L1

y +a.'}'+1;9+,cy=u..

LI L

'j =-ﬁ§-b§-cj+u ﬁ/jdt:[ﬁ‘&&:/f/?'ﬂ#dt

Sistema de duas equacdes diferenciais de 2 ordem:

h +2Y, '37:z +o5h+01f, = 4y
s &

'jz-p-q,f‘?;—-z - S'?, + l5jfz =24,

::ri = -.25’ +39¢"95":h"%? 1. + 44

:-(zz-gayfi +8Y, -4 Y, +2Us

podendo-se desenhar o diagrama de blocos:
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Sistemas continuos com atraso puro

Emi manilia, /Jntu.-l-“‘- Wa ol L e
et doso 75«141'2! St gM.al;uu. ﬁm.u{wmcr ol %D(Ma

=
§ i
: 5
dc.&t..u,..... /\—-\
. 'l"'gl'" Yl = wit-Ty)

T f'trh,',h VUL USSRV LD ,#Kn ) '{'Mb—lﬁomt e a wWihnla
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Sistemas nao lineares

Para sistemas nao lineares, em que por exemplo as variaveis se multiplicam umas pelas
outras (como no modelo de Lotka-Volterra), sdo necessarios blocos adicionais que
executem essas operacoes.

O SIMULIMK (Matlab) simula blocos electronicos (pode-se dizer que implementa
blocos electronicos por programacdo). Contém um grande conjunto de blocos que
permite implementar facilmente qualquer operagdo matematica e portanto simular
qualquer sistema (linear ou ndo linear). Por exemplo para o modelo de Lotka-Volterra
tem-se o seguinte diagrama de blocos no SIMULINK, em que as constantes a, b, ¢, p,
sdo implementadas por amplificadores (quadrados na figura). No capitulo 3 veremos
porque 1/s ¢ um integrador.

Diagrama no SIMULINK
Modelo de Lotka-Volterra

dx(t) _

o ax(t) —bx(t) y(¢)

d

% =—cy(t) + px(t)y(1) > i —

A simulagdo de sistemas discretos, definidos por equagdes de diferengas, também de

pode fazer no SIMULINK. Agora o bloco integrador ¢ substituido pelo bloco atraso

(unit delay).

De facto, para a equagdo de diferengas por exemplo do empréstimo bancario, linear
Vi = Vi ¥19 —upy =A+1)y —u,

Poderemos definir o operador atraso z ', e o de avanco z tal que

Z_l[ykﬂ]:yk 2] = Yia Z[Z_l[ykﬂ]]zz[yk]:ykﬂ

Poderemos representar aquela equagdo do empréstimo pelo diagrama de blocos seguinte
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[

Visuakzagdo

Diagrama SIMULINK do empréstimo bancério

Para o modelo de crescimento populacional, ndo linear, teremos que usar o bloco de
produto.

Modelo do crescimento de uma Diagrama no SIMULINK
populacao isolada
0 1
) N[
xk+1 = A‘xk (1 - -xk) = A.xk - Ax]f o Afraso UEUEI[ZEI;._
M |Produto

Qualquer equacdo diferencial se pode reduzir (aproximar) a uma equagao de diferengas,
aproximando a derivada (pelas diferengas para a frente, por exemplo) ou o integral (pela
regra trapezoidal, por exemplo).

2.12. Conclusao

Na generalidade dos sistemas podem-se aplicar os principios basicos (do respectivo
dominio) para se obter um conjunto de equacdes diferenciais (nos sistemas continuos)
ou de diferencas (nos sistemas discretos), que sdo uma representacdo matematica do
sistema e constituem por isso um modelo matematico.

Esse modelo servird, como veremos, para o estudo do comportamento do sistema (a sua
evolucdo temporal, por exemplo) e contém caracteristicas matematicas que exprimem

propriedades internas essenciais do sistema.

Obtido o modelo, importa saber como se vai usar, e € esse o tema dos proximos
capitulos.
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