DINAMICA DE SISTEMAS BIOLOGICOS E FISIOLOGICOS

Capitulo 3

Funcao de transferéncia e dinamicas dos sistemas

3.1. Aplicacao da transformada de Laplace as equacdes diferenciais
A transformada de Laplace ¢ uma boa ferramenta para a resolucdo de equagdes

diferenciais. Por exemplo no Capitulo 2 vimos o sistema mecanico da suspensao de um
automovel, para o qual obtivemos a equagao diferencial de 2* ordem
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Aplicando o a propriedade da derivagdo no dominio temporal, obtém-se
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Verifica-se que a saida Y(s) tem duas parcelas:
1) a devida as condigdes iniciais, Y, € entrada nula (zi de zero input)
i1) a devida ¢ entrada, Y, € condi¢des iniciais nulas (zs de zero (initial) state)

Considerando as duas em simultaneo, depois de reduzir ao mesmo denominador,

Y{ﬁ)z ~2,p 41 = :2/‘2:'/5-”
N (22543041 A(r+1) (s +5)2

Procurando as raizes do denominador e decompondo-o em frac¢des parciais, obtém se
ZAEt30 44 =(A ziuffn-w,f‘ 2 2@44)[,3 +0,J‘")2
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Calculando agora os residuos A1, A2 e A3 pela técnica que estudamos,
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obtém-se
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Calculando agora a transformada inversa obtém-se y(t)

Yf)= £ — 22 , t2o

Y

Verifica-se que y(0)=-1, como era de esperar.
3.2. Polinémio caracteristico, modos e estabilidade

Se calcularmos a resposta da suspensdo quando apenas as condigdes iniciais s30 nao
nulas (ndo aplicamos qualquer entrada), obtemos,

V(p) = [£249)96) +24(0) _ 2906) A+ [3Yle)+256)
€ 2A% 3,5 +4 2(n+0,5) 7+ 1)

e invertendo, decompondo previamente em fracgdes parciais,
Ya ( A) 2 -+ AL
n+8,5 L+
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Calculando Al e A2,

A = 2 Y(o) A+ [39(e) +25()) » —Y/o)-f?»‘j&)-!-?.jfo):z(w)ﬁ%)
2 (2+1) A weE 1
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podemos constatar os seguintes factos:
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E por isso podemos afirmar que as duas exponenciais

-5t
€

.e"* .

sdo caracteristicas intrinsecas do sistema, independentes de toda a realidade externa e
das condi¢des iniciais. Chamam-se por isso, aos seus expoentes -0,5 ¢ -1, modos do
sistema ¢ s3o como que a sua DNA.

Analisando mais em detalhe, obtemos
; -o,st -
Laclt] = 2[00+ 56] £ o [~9le)-25(e)] 2 ¢

Para certas combinagdes particulares de condigdes iniciais o sistema exibe um
comportamento estranho. Vejamos.

Se

9= -516),

Tactt) =46 -290] " = yiy i

a resposta s6 depende de um dos modos; o outro modo ndo aparece, nao ¢ excitado.
E se
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a resposta também sé depende de um dos modos, ndo sendo o outro excitado.

Podemos assim constatar que,

@05 maedn saS &)CC..,‘/&_::LV, %g&,, Gm-‘-"c.eﬂ,t'm‘ct‘a,.;
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Qual a origem dos modos?

Se no exemplo da suspensdo automovel considerarmos M=2, B=4, K=20, u=0, t>0, vem
he+ B¢ - v .
470 Ky w o Fa2iriog= L g
2 e

A )= A Ylo) - o)+ 20l(s) - 2Y0le)+4oYls) =p
A2 +20+10)110) = 2y §lo)+29( )
V(o) = _2Xle)t4l) +244)

2
A+zr+40

Calculemos a resposta temporal, invertendo este Y(s):

()= AY) +y(s) 2296) . (A'j{uJ-)-?.) +(3,+j,)
p)*+9 (r41)*+ 32

Desenvolvendo,
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Ou seja, consultando a tabela da transformada de Laplace,

Y& = ). Efm 3f+§'-(7o+ﬁ,) Et_ﬁmit

e graficando,
ff.o =4 [__ i &
g,=0 > Yle)= 2 c«;zi‘-'-si 2 pomal
1 awehiendy £

{

aspirpel dwnsn ads oad»&g.“.’

obtemos o movimento oscilatorio da suspensao.

Se aumentarmos B de 4 para 14 (maior atrito, maior amortecimento) a suspensao deixa
de oscilar (verifique, refazendo os célculos, ou use o Simulink, com condigdes iniciais
nos integradores).

Portanto os modos derivam das propriedades construtivas do sistema.

No caso geral temos, sendo p o operador de derivagao,
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= by, “(-?i” + by, _, dm-ufﬂ-e---- + b, )+ boult)
Aplicando a transformada de Laplace (a ambos os lados da equagao)
A" ¥(a) - A"400) - Gla)- ey
+¢”_IF1 -”?'/,a) - /3@-?{0) N 7@'”]

-|-':10.,P Y(o}-:fé)] + Q. Y(”)
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m - .
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m=2)

+b, /; U - by A Ufe)h ,,ah-:i&)-'"—éof*/o)

+ boUln) - b, Uls) + 5, U(/J)

ou seja, rearranjando,

h-1

(/Jh-l- p D A p+a,) Y/A)—r [—4"'5;(0)-.._ o.,y(ay -

- ( AMAM = 5"'_' Am:... +E;,A+Lo) U{") *'I"'l-’m ”m;‘;("} B 7

e se a entrada u(¢) for nula para todo o ¢
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verifica-se que Yi(s), e portanto y,i(t) depende das condigdes iniciais

3.3. Estabilidade em relacio as condig¢des iniciais

Se um modo do sistema tem parte real positiva, ou se tem parte real nula e
multiplicidade maior do que um, entdo a sua exponencial (seja real, seja complexa)
tende para infinito em valor absoluto.

Se uma dada condi¢do inicial excita um destes modos, a saida do sistema tendera para
infinito, mesmo que a entrada seja nula. O sistema diz-se entdo instdvel. No caso
contrario, em que todos os modos tém parte real negativa o sistema ¢ estavel. Um modo
e parte real nula mas de multiplicidade 1 mantém a estabilidade do sistema.

Assim podemos enunciar uma condi¢do necessaria de estabilidade em relagcdo as
condicdes iniciais:

= £ cawo:cfi NECESSARILL. DE  ESTABILIDAOS
QAUE ToPW o7 hadw1 S€ SHTuéEn A
SEMI-Plawo CHRUERDS ou SET4, TEWMNI™
PArTE REAL NEGATIVA, OU , M UMTE
SE SITUEM av Eilxe |hAStNARID NAY
CON MULTIPUCIDRDE UM .

A resposta as condi¢des iniciais pode representar-se por

Y [A) = I{A)
26 A-(A)

em que
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A resposta livre, ou ndo forcada, ¢ a que se obtém com entrada nula (e condigdes
iniciais ndo nulas).

3.4 Funcio de transferéncia

Seja o exemplo
24 +35®) +98) = wit)

Calculando a transformada de Laplace, com todas as condigdes iniciais nulas,

(2/32'43/) +1)Yhl=vi)

Y(/)):-'- 1 —-.U(ﬁ)

2p* 43,4 +1

Ou seja
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Y= Glo)VUln)
\
;uuch% DE TRANFERENCIA

i rads & de o Tinde \ Lron
We.& Az ales .

G(s) “transfere” a entrada para a saida, ou de outro modo, a entrada transfere-se para a
saida através ou pela accdo de G(s) e por isso chama-se a G(s) fun¢éo de transferéncia.

A fungdo de transferéncia obtém-se a partir da equagdo diferencial de ordem n que
descreve o sistema, aplicando-lhe a transformada de Laplace e resolvendo para Y/U.

Se tivermos a possibilidade de aplicar um impulso de Dirac ao sistema, a sua resposta
sera

Y(s)=G(s)U(s) = G(s).1=G(s)
€ portanto

@) =LY (9)]=L"[G(s)]

ou seja, a funcdo de transferéncia também se pode definir como a transformada de
Laplace da resposta do sistema a um impulso de Dirac. Por isso se conhecermos s
funcdo de transferéncia e quisermos calcular a resposta impulsional 4(?), basta fazermos

hl) = Jf*’[é(»). (5] | = L7 [6o) 1L [at)]
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Por exemplo

. & =3t
Glo)- 3214 . 4 2 A i2e

Ar43p42 N4t AL

Exemplos de célculo da fungdo de transferéncia:

e sistema de dois tanques (0 mesmo da ingestdo de um farmaco, com A;=A,=1)

A-| lq'g, ﬁg E?_, 5_3 i (ﬁ-"zl'f' Aaﬁl ‘f‘;‘-]-‘ffg)?; -f'?a::?c.

[,& hibe @la 5 1 (B, +hy Bos 2) +1]Qfs) = Qo)

- Qzln) _ 4
6)
Quin)  AAAL R +1 (AR + AL B+, £2)

o susjumed abmivel MG+ B+ ky=u

(A1 + B + k)Yl Vo)

6—()} = Y(ﬂ)z -
Uln) s*H+0B+ K

No caso geral, sendo p o operador de derivacao,

o (aso gk AP yl) = B(b) wtf)

6,(/5) - B(»)
Alnr)
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Poélos e zeros da funcio de transferéncia
Os pdlos de G(s) sdo as raizes do seu denominador.

Os zeros sao as raizes do seu numerador.

G(n)= B(r) Bh) =0 > 2evn

Se 6h) 2~ }ro%ﬁ-k( Goun A agww»ﬁ) B Cofrmay

Po‘lé : M}\M_ i,«w;;‘a-w% TK;.V ?‘: ?\ /!,L.«( e C ,-,451
£ A «i o ol (f'y) Se @( )\) =

2ero. Uim vuiwﬁ-,ﬁh»ﬂ_) rlal B
&ww,&rem}u»déé/a)ké/?ﬂ)-

A funcdo de transferéncia pode escrever-se com o numerador ¢ o denominador
factorizados, dizendo-se que estd na forma polo-zero.

Z‘IEL’ LR | é“\ :a‘rn

br, o, -, pn ¢ plo N> m

6-(/}) - k (4 -E,)(A-E;_)."(A—'Em)
(d'h)(”—/’a)"' (""ﬁn)

A funcido de transferéncia é assim completamente caracterizada por
- 0s polos
- 0S Zeros
- 0 ganho K, no numerador, uma constante caracteristica do sistema.
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N(n) =0 = ()6-'3‘,)(,’_-&.:,)... (p—&h):-—-o

KN 2o >k (2-3) (0-24 ) (n-2m)=s VR

" 2ern s/ ﬁ,-s, $+ nal M'N/m /&wm/ﬂww?:' o Wumuela

Se por exemplo tivermos uma fun¢do de transferéncia G(s) com
e zeros: -2, -3
e polos: -1,-0.5, -4
e G(0)=5

Dos polos e zeros poderemos escrever

é.(r))'.:_ K (/3‘-42,)(9'(‘31_ )K?
(1+4)(A+a3,!‘)(m-q} B s

Para calcularmo o valor de K usa-se o terceiro dado, obtendo-se

Glo) = & é(o}:fe___w_:BK
Les. Y4

- K= I

&l M (242)(743)
(/’-H )(o-;-o,j‘) (r+6)

(continua em Capitulo3B)
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