FUNCAO DE TRANSFERENCIA

m Transformada inversa de Laplace
= Método da expansdo em fragbes parciais
m Solucdo de equacdes diferenciais

= Conversédo modelo de estado para fungéo de
transferéncia

m Exemplos
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Definicdo da Transformada inversa de Laplace

A transformada inversa de Laplace é dada por:

(1) = LU[F (s)] =2iﬂj I E(s)etds

C—joo~

para t>0 e onde c, chamada de abcissa de
convergéncia, € um real constante escolhido a
direita do maior ponto singular de F(s).
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Algumas consideracdes sobre a TIL

m Corresponde portanto a uma integral fechada que percorre
um caminho paralelo ao eixo imaginario de baixo p/ cima.

m Para uma abcissa de convergéncia nula, o percurso é o
préprio eixo imaginario englobando todo o SPD no sentido
horario.

= Nao ha necessidade em geral de se calcular a integral.

m Encontra-se a TIL por decomposicéo e uso da tabela de
transformadas.

joo R w

A

cJ o
A
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Calculoda TIL

Expanséo em FragOes Parciais

Aplicase — X (S)I — Funcao —) quociente de dois

guando raciona polindmiosem s

Q(s) |<— ordemm

X(s) =

P(s) | <— ordemn
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Etapas para o calculo da TIL

1) desenvolver X(s) em fragbes parciais  x(g)=AS)
inomi P(s)l

Encontrar as Escrever polinbmio
raizes de P(s) na forma fatorada

~ (s-r)(s-1,)- (S-fn)l

montar polindmios P;(S) degraulou?2

©.__._ G

S R CE T A TN

calcular as constantes C , |
2) Calcular a transformada inversa de cada termo
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Exemplo de calculo da TIL: raizes simples

i a+bs
X = r * ry
=X = o)

Prlmelro
—) X (s) = —=1

(s-1) (s—r)
OndeC, eC, séo

X (s) = _a+bs_ = C_:l +_Co {—3 determinadas pela
(s rl)(s rz) (s 1) (s- I‘) igualdade
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Continuacao: Calculo das constantes

X(s) = atbs _ G , G ‘
(S_ 1)(S_r2) (S_r1) (S_rz)

@ *(S_r1)|

a+bs C,
_rz)

T (s—r)X(s) = =C,+(s—n)

(s-r) (s

Como s pode assumir s _a+hbr
qualquer valor = —1I = & (r,=r,)
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Continuacao: Calculo das constantes

_ a+bs _ G N C,
(s—r)(s—r) (s—r) (S_rz)‘

Analogamente @ M

a+bs C,
=(s-r,)——+C
(s—r) ( . (s—n) 2|

X(s)

T (s—r)X(s) =

Como s pode assumir — ls=r1 —  C,= a+br,
2| 2

qualquer valor - (r,=-r)
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Finalizacdo do exemplo de raizes simples

Substituindo as constantes obtemos
a+br, 1 . a+tbr, 1

X(s) =
(rl B rz) (s— rl) (rz B rl) (s- rz)

Lembrando que —> L(e™)= 1

L S+a

a+br, ot 4 At br, ..

HOBS XIS (r,—1,) (r,—n)

Generalizando para
N raizes simples

— C=(s-1)XE), |
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Exemplo com raizes multiplas

_ _ a+bs
Sa (s—r1)2<s—r2)|

L] :> Primeiro X () = C, _ C, . G
passo (s-n)" (s—n) (S—r)

onde as constantes
o0 determinadas X(9=—oubs - G, G , G
pelaigualdade (S=r)°(s=r) (s=w)® (s-n) (s—r,)
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Continuacao: Calculo das constantes

X(s) = atbs _ C N C,
C(smr)P(s-r,) (s-n)? (s-n) (s-r)
@ *(S_ 1)2|
5 _at + bs _ B (s- 1)
(s—r)?X(s) = o) =C,+(s 1)C+( - C,

Como s pode assumir s _a+hbr
qualquer valor = —1I = & (r,=r,)
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Continuacao: Calculo das constantes

(s—n)*X(s) =

TS -+ (s 1)c2+—(s‘”)203‘
(5 rz) (S_rz)

obtém-se a constante

Derivando aeq. acimaefazendos=r, —> Cﬂ

ds s

-
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e CLRIO —i%“—bsﬁ ‘

EC rba
(r,-1,)?




Continuacao

atbs _ C N C,
(s-n)%(s-r,) (s-r)* (s-r) (s-r,)

Analogamente @ M

L (S—1,)X(s) = atbs _ (s-r,) +(s

X(s) =

> = > C, 2)C C‘
(S_r1) (S_rl) (S 1)

Como s pode assumir g _ athbr, br
qualquer valor = —ZI = G
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Finalizacéo

Portanto para g
raizesiguais

1 del
| :>c:p:(lo_1)| [(s—r)qx(s)]%

Generalizando —

S=T;

p:1,...,q‘

T I = S
Hs-r)7H (q-!
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Exemplo de raizes simples usando MATLAB

Encontrar a TIL da expressao abaixo.

N(s) . s*+4s+8

D(s) S’+6s’+11s+6

Método: usar o comando residue
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Solucéao

Usando os comandos:
+ np=[1438];
« dp=[16116];
e [r p k]=residue(np,dp);

Obtém-ser=[2.5-42.5],p =[-3-2-1] e k=[], correspondendo a

N(s)_ 25, -4 25
= = + +

H (s)

D(s) s+3 s+2 s+l

e portanto | (t) = 2,56 — 4e +2.5¢™

symss
ilaplace(($"2+4* $+8)/($"3+6* " 2+11* 5+6))

A funcgdo acima corresponde a resposta ao impulso, e pode ser tragcada com
0 comando impulse bem como calculada diretamente.
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Comparando os resultados

Impulse Response
From: U(1)
0.¢
o8r t=0:.1:5;
07 h=2.5*exp(-3*t)-4.0* exp(-2*1)+2.5* exp(-t);
impulse(np,dp);
g 06 hold on
2 2 ) plot(t,h,*")
E ¢
<
0.4
0.3
0.2
0.1}
0 0. i 1 3
Time (sec.)
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Exemplo de raizes multiplas com MATLAB

Encontrar a TIL da expressao abaixo.

N(s) = s*+4s+4
D(s) S’+3s*+3s+1
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Solucéo

Usando os comandos:

e np=[144];

e dp=[1331];

e [rpKk]=residue(np,dp);
Obtém-ser=[121],p=[-1-1-1] e k=[], correspondendo a
N(s) _ 1 + 2 + 1
D(s) s+1 1(s+1)?® 2(s+1)°

H(s) =

symss

tant =(1+2t+ et
€ portanto ’h(t) (l 2 J/Zt )e ‘ ilaplace((s"2+4* s+4)/(s"3+3* ' 2+3* s+1))

Calculando a resposta acima bem como a resposta respectiva com o
comando impulse, as curvas encontram-se a segulir.

Obs.: Como | _ 1 pela convolugéo
Epdin 2

(S+ a) J-[ e At-T)g aryr o7& ‘_d; 1 1
0 (s+a)(s+a)
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Comparando
Impulse Response
From: U(1)
1.4
12|
t=0:.1:10;
14 h=1/2*t/2.* exp(-t)+2.*t.* exp(-t)+exp(-t);
impulse(np,dp);
° . hold on
RN plot(t,h,*?)
3 >
E @
< 0.6

04t

Time (sec.)
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Exemplo de raizes complexas

Encontrar a TIL da expressao abaixo.

N(s) _ 1
D(s) s°+2s+5

Nesse caso, a decomposicao deve ser feita lembrando que

sejalp=-a+hj e 1, =-a-bj || ugnp=-_ "
: . (s+a)®+b?
(s—(=a+hj))(s —(-a hj)) ) e
i i L(e™cosht) =—————
((s+a) —bj)((s +a) +hj) (s+a)’ +b
a>0,b>0

(s+a-bj)(s+a+hj)

(S+ a)z +b? | EM 621 - DMC - UNICAMP

Solucéao

Usando os comandos:
s np=[1];
+ dp=[125];
e [rpk]=residue(np,dp);
Obtém-se r = [-0.25i 0.25i] e p = [-1+2] -1-2j]. Portanto pode-se escrever

1 i 1 i
H(s)=—= =
(9) 4(5—1—2j)+4(s—1+2j)
0 que leva a seguinte TIL, consultando a tabela
h(t) = __lie(_1+2j)t . lie(_l_zj)t = le_t (— ie?)t +je2It ) = le't sen(2t)
4 4 4 >
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Solucéo

Ou, usando os comandos:
s np=[1];
* dp=[125];
e p=roots(dp);
« a=real(p(1));
+ b=imag(p(1));
Obtém-se p = [-1-2] -1+2j] e a =-1, b = 2. Portanto pode-se escrever

Ni_ 1 1 b
H(s) = D(s) - (s—a)? +b? b D(s—a)2 +b? @

__ b
(s+a)® +b?

o que leva a seguinte TIL, consultando a tabela _
a g L(e™ senbt) =

h(t) = %e“ =n(@) )
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Outro exemplo de raizes complexas

Encontrar a TIL da expressao abaixo.

N(s) . s+b5
D(s) s°+2s+5
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Solucéo

Usando os comandos:
* np=[1 5[;
+ dp=[125];
e p=roots(dp);
+ a=real(p(1));
* b=imag(p(1));
Obtém-se p = [-1-2] -1+2j] e a =-1, b = 2. Portanto pode-se escrever

N(s) s+5 s—-a 5+a b
H(s) = _ _ +279 g
) D(s) (s-a)®+b*> (s-a)®+b® b (s-a)’ +b°

observando que agora temos uma soma de sendide e cossendide

’h(t) =gt cos(2t) + 2et sen(zt)‘ ‘ ilaplace((s+5)/(s"2+2* s+5)) ‘
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Comparando
Impulse Response
From: U(1)
16
141
1.2 H
t=0:.1:10;
h=exp(-t).* cos(2*t)+2* exp(-t).*sin(2*1);
08 impulse(np,dp);
g hold on
£ > o6 plot(t,h,*’)
E e

Time (sec.)
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Solucéo de equacdes diferenciais

= A Transformada de Laplace facilita a solu¢do de equacdes
diferencias.

= O resultado obtido é a solu¢cdo completa.
» O método consiste em trés passos:
e Aplicaapropriedade da derivada no tempo

« Decomp®e a expressdao resultante em termos simples
e Calcula atransformada inversa
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Solucéo de equacao de 2a. ordem

Encontrar a solugcéo da equacao abaixo:

2%+ 7x+3x=0
x(0)=3
x(0)=0

Usando:

XI5 sX(s)-x(0)
XI5 gsX(s) - x(0)] - x(0)
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Solucéo

Aplicando Laplace:

25°X (s) - 2X(0) - 25¢(0) + 7SX () - 7x(0) +3X () =0

Substituindo as condig¢es iniciais:
252X (9) + 75X (9) +3X(5) =65+21] |x(5) = 05F2L

262 475+3
Separando em fragBes parciais:
6s+21 3.6 0.6
X(S)=———— X(g)=—"—" =~
(s+05)(s+3) ) s+05 s+3

Encontrando a transformada inversa:

X(t) = 3.6e** —0.6e™
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Aplicando a sistemas lineares

O mesmo método pode ser aplicado para se
encontrar respostas completas de sistemas
lineares representados por sua funcao de
transferéncia ou por sua EDG.
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Conversao FT para ME

m Para converter de FT para ME os métodos de
realizacao de sistemas ja apresentados podem ser
usados.

m A partir da FT podem ser encontrados diretamente
0os modelos candnicos controlavel e observavel.

s Também podem ser encontrados 0os modelos em
cascata e desacoplado (diagonal).
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Exemplo de 1a. ordem

y+ay(M) =Bu®] > ¥+y0=bu()

% 0=
x(0) = x,
ry+y(t) =bru(t)] TJ Const. de tempo
G .
Y | Ganho estético
Aplicando Laplace VJ J
7sY(s) —1y(0) +Y(s) = yU (s)] Y(s) = Tqy+1u (s)

CondigBesiniciais nulas ——
Funcdo de transferéncia
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Resposta ao impulso unitario

A) Seja u(t) =4(t) O impulso unitério] ——> U(s) :L[5(t)] =1J

—> y) = L'[v(s)] =]

Y(s) = —U(s)|:> Y(s):—| = YOV ey

— y(t)—L‘lﬁE—?e ’t‘ = y(t)=¥ i\

| EM 621 - DMC - UNICAMP

-]l-/]/T)‘

Matlab: Resposta ao impulso unitario

t

yt)=Yer
T
Sistema estavel

Usando os comandos: .

« t=0:0.1:10; 09

e tau=1 > r

e np=[1]; 06 J ,>1,

+ dp=[tau 1]; 05 _I

e yl=impulse(np,dp,t) Z:

e tau =2 0:2 ﬂ

e dp=[tau 1]; 01 —_—

« y2=impulse(np,dp.t) % 2 z s 8w

* plot(t,yl,t,y2)

| EM 621 - DMC - UNICAMP




Resposta ao degrau unitario

B) Sgja u(t) =degrau unitério| —> U (s)= L[u(t)] :él

—> y(t)=L'[Y(9)] =]

oy oy 1 — ]/—T
L] Y(s)—mU(S) @Y(S)—mglﬁ Y(s) y(s+]/r)s|
T

Yr __C +& (— FracOes

(s+Vr)s s+Ur s ‘ parciais
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Continuacao

vr  _ ¢ .G
(s+11)s s+ur s‘

L s+yn)]

L:C1+ (S+]7/T)C2
TS S

Como s pode assumir — C =1
qualquer valor = T — &=
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Continuacao

Yr _ C &l

(s+11)s s+]1/r s

Analogamente

[l x5

Ut s .
(s+11) _s+]/rC1 Cz‘ 2

Como s pode assumir — s=0] > C,=1
— I 2

qualquer valor
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Finalizacéo

b _ O _ 1 N _ —%t
i

Substituindo as constantes obtemos

Y(s) ZVET_;/T +§E

=

1
-=t
t) = —eT symstau s gama
y( ) y ilaplace(gama* (Utau)/((s+1/tau)*s))
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Matlab: Resposta ao ao degrau unitario

w0=y%—€“H

Usando os comandos:
¢ t=0:0.1:10;
e tau=1
* np=[1];
e dp=[tau 1];
e yl=step(np,dp.t)
e tau=2
e dp=[tau 1J;
e y2=step(np,dp,t)
e plot(t,yl,t,y2)

1
09r

0.8f ﬂ

0.7

06F ﬂ
05F

0.4}
>
03r u

0.2r

0.1

0
0 2 4 6 8 10

Efeito da constante de tempo
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continuacao

Usando os comandos:

¢ t=0:0.1:10;

*+ gama=1

* np=[gama];

+ dp=[11];

e yl=step(np,dp.,t)

e gama=2

+ np=[gama];

e y2=step(np,dp,t)

e plot(t,yl,t,y2)

2

o V2 v.> v

14}

121

1t
08r M
06
041
02

0

0 2 4 6 8 10

Efeito do ganho estético
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Resposta a rampa unitaria

C) Seja u(t) = degrauunitario] 1
- — > U@E-=Lue]==
tu(t) = rampaunitariaj S
—> y(t) = L'[v(s)] = 77|
-y -y 1 Y(s) = yr
v =Zue| o Yo oglo verg e
74
]/T = C, +&+&<j Frag.a?s
(s+1r)s® s+lr s s parciais
| EM 621 - DMC - UNICAMP
Continuacao
Yt = Cy +&+&
(s+1r)s® s+lr s s
1L *s+yn)]
— 1 _ s+1/t s+1/t
ﬁ‘cﬁ( = Je, ! s )C3|
Como s pode assumir — C =1
qual quer valor = T = G
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Continuacao

= Loy L
(s+11)s? s+t s

IRRC]

T Ut S
= C,+C,+sC
(s+vyr) s+1yr * 2 T°

yr  _ G CC|

Como s pode assumir — ls=0] —> C,=1
— I 2

qualquer valor
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Continuacao

Ut s?
= C,+C,+sC
(s+vyr) s+1yr * 2 T°°

derivando com

relacdo as

= Yr  _ 2s s°C,
- = C, - +C
(s+y7)* s+yr = (s+yr)’

Como s pode assumir — 5=0 — C :_TI
— I 3

qualquer valor
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Finalizac&o

Substituindo as constantes obtemos

t
t) = el +t—-r1 symstau s gama
I:‘> y( ) y ilapl ace(gama* (1/tau)/((s+L/tau)* s"2))
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Matlab: Resposta a rampa unitaria

A(t)

y(t):y%e_:tﬂ—rE

o B N W B O N © ©

)
N
s
o
©

10
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continuacao

Usando os comandos:
. t=0:0.1:10; il
. rampzt; 6l T2 > TlI
* Qgama =2 1l //
e tau=0.5 2l //'
+ np=[gama];
e dp=[tau 1]; ol ﬂ //
¢ yl=lsim(np,dp,ramp,t); 6 // I
. tau=2 s - d
+ np=[gama]; 2 g
 dp=[tau 1]; L S e )
e y2=lsim(np,dp,ramp,t);

« plot(t,yl,ty2)
Efeito da constante de tempo
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Resposta a uma sendide

D) Seja u(t):sin(wt)l —> U(S)=L[Sin(a)t)]: w |

? + 62

—> y) =L v(9)] = 7]

Y(s):ELHU(s)|:> (g = _“ |:> Y(9) =y I

rs+1 s? + w? s+1/1 §° +w®

H_/

Ut % ¢, . C . G I Fragoes

(s+17) S?+w? s+Ur s+jw s-jw parciais
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Continuacao

Vr « _ G . C . G
(s+11) S*+w? s+1r s+jw s-jw
L s+yn)]
- yr_ % - +(S+]_/T)C +(S+]_/T)C3
s*+w’ S+ jw S-jw
Como s pode assumir o= C ——T
qualquer valor = i ol+wir?
| EM 621 - DMC - UNICAMP |
Continuacao
Vr w _ C C, ., G
s+1r) s*+w® s+1r s+jw s-jw
(s+17) Y j j |
@ *(s+jw)]
Vi & _(s+ja)
— = C, +C, +
6+07) G- Gun) > 5]

Como s pode assumir =

qualquer valor

s——1m|:>C

Jw+J/T)( 216«))‘
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Continuacao

+
(s+1r) s +w?® s+1UT s+jw S-jw

Loxs-iw)]

T Vi w  _(smjw). , (s-iw). .
) ) e el o @?

w/T

Como s pode assumir S =
qualquer valor :>_JI = G (Ja)+l/T)(21w)

Vr w _ C C2+C3|
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Continuacao

Substituindo as constantes obtemos

W 1 o 1
Y(9) = VEH(JT s+1/r ~ jwrlT)-2jc) s+ (Jwﬂr)(zjaé(s—jaﬂ

T 1) 4] 4
> yt) = LY (9)] = LY ()] + LY, (s] + LT Ys(s) |
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Continuacao

CaculandoasLITs

40 wr
t)y=L" = e
> WO = L T s r 1r it

1 0 or —;‘

_1D a&/T 1 D_ a&/T —j ot
— %0- " B in(2i) (st 108 Cjworin)(-2ja) ‘

~ —lD w/r 1 |:| a)/T j“’t
:> ys(t) = ij_,_j/r)(zjw)(s—Jw)H (Jw"‘]/T)(ZJw) |
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Finalizacéo

Caculando asLITs

t

0 wr _h W't &y W't Qi
(2jw)

Yi(t) = y%wﬁr (- jw+1T)(-2jw) (jo+Yr)

Utilizando as e!' =cost + j sent
expressdes de Euler e = cost — j sent

wr O0-1 1
t) = T +cosat +—senat
%) y1+wzr2 g Tw a
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