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1. SERIES

Neste capitulo, sdo apresentados definicdes e teoremas relacionados a séries nu-
méricas e a séries de funcdes. As demonstracdes dos teoremas citados sao encontradas

em livros de calculo [15] e de calculo avancado e analise [7,8].

1.1 — Sequéncias numéricas infinitas
Uma sequéncia numérica infinita € uma fung&o discreta cujo dominio € N\ {0}.

Notagdo: {a,}, ne N\ {0}, a, =f(n).

Exemplos
n’ 1 49 16 25
19) fa, t=(-1)"™ R I e PR
) fan=(-1) 3n-1 o {2 5'8" 11’14 }
29) A sequéncia {an}: o1 € convergente ou divergente?
+
fp1-Jt2345 n ntl
" 3'5'7'9'11" "2n+1'2n+37 "

Se lima, existe, entdo {a,} é convergente. Caso contrario, {a,} é divergente.
n—o0

Como lim —him =1 {a,} € convergente
n—o 20 +1 n~>002+1 2 b 9 )

n

1.2 — Séries numéricas infinitas

Uma série numérica infinita é definida como sendo a soma dos termos de uma se-

guéncia numérica infinita.

0

Notacao: E a,=a,+a,+a;+--+a, +--

n=1
S, =4,
S,=a,+a,
Somas parciais: S, =a, +a, +a,

S,=a,+a,+a;+---+a

n

Se limS, =S, entdo a série numérica infinita € convergente. Se o limite S nao existe,

n—oo

entdo a série numérica infinita é divergente.

13



o1 11,111

“~nn+1) 12 23 34 45 n(n+1)
1 1 1

a. = —

S —1-—+ - N
n+1 n+1

lims, = lim—— =1

n—oo noon4+1

Logo, a série numérica infinita &€ convergente.

1.3 — Convergéncia de séries numéricas infinitas

Diferenciar:
e condicdes necessarias a convergéncia;
e condicdes suficientes a convergéncia;

e condicdes necessarias e suficientes a convergéncia.

1.3.1 — A série geométrica

Teorema: A série geométrica

0

E ar"*=a+ar+ar’+ar’+..., com a#0,

n=1
. a
(i) converge, e tem por soma T, se I <1(-1<r<1);

(ii) diverge, se |r[>1 (r<-1ou r>1).

Exemplos
L1111 1
10 TN S N
)22”1 NP T T U T 2
2
5 5
20) 0,5 = 05555, = >4 > 4> 4> L _ %10 =@=§
~10 100 1000 10000 -1 79 79
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1.3.2 - Condic&o necessaria a convergéncia

o0

n—oo

Teorema: Se a série numérica infinita E a, é convergente, entdo lima, =0.
n=1

A reciproca ndo é sempre verdadeira.

1.3.3 — Teste da divergéncia

o0

n—ow nN—o0

Se lima, n&o existir ou lima, =0, entdo a série numérica infinita E a, é diver-

n=1

gente.

1.3.4 — Série de termos positivos: o teste da integral

Teorema: Se f € uma funcéo continua, decrescente e de valores positivos para todo

X >1, entdo a série numeérica infinita
Zf(n):f(1)+f(2)+---+f(n)+---
n=1

o0

(i) converge se a integral impropria J- f(x)dx converge;
1

o0

(i) diverge se a integral imprépria J f(x)dx diverge.

1

Exemplo

o0

A série harmobnica E £:1+E+1+l+1+... é divergente.
n 2 3 4 5
n=1

.1 - . f -
lim—==0 (condi¢do necesséria, porém nao suficiente)

n—oo n

Jm %dx = Iimj b %dx= lim[In(x)]’ = lim[In(b)—0] =

b—o0 b—o0 b—o0

Como a integral diverge, a série harmoénica diverge.
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1.3.5 - Convergéncia absoluta e condicional

o0 o0

A série E a, é dita absolutamente convergente se E la, | =[ay] +|a,|+[as|+-..

n=1 n=

convergir. Se E a, convergir mas E la,| divergir, entéo E a, e dita condicional-
n=1

n=1 n=1

mente convergente.

Teorema: Se E la,| converge, entéo E a, também converge.
=1

n=1

Exemplo

ari 1 .
A série 1+2—2—3—2——+—+—————+--- é absolutamente convergente, uma

vez que 1+i+i+i+i+i+i+i+ = i—”—z (prova-se posteriormente
22 3 4 5 6 Zn 6

usando a Série de Fourier).

1.4 — Convergéncia de séries de funcbes

1.4.1 — Convergéncia uniforme

Série de numeros reais

o0

E a, =a, +a, +a, +...

n=1

2" 4 8 16 32

—=2+—+—+—+—+

n! 21 3 4 5
n=1

Série de funcbes

X - A
—=1+X+E+—+—+—+... (série de poténcias)
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o0

: . a 2 : ] L ~ :
A série de Fourier ?O + {an Cos(%} + bnsen(nLLXH € uma série de fungdes tri-

n=1

gonométricas.

0

Sejam a série Zun(x), onde {u,(x)}, n=12,3,...€¢ uma sequéncia de fungdes de-

n=1
finidas em [a,b], S,(x)=u,(X)+u,(X)+us(x)+---+u,(x) a soma parcial da série e

limS, (x)=S(x). A série converge para S(x) em [a,b] se para cada ¢ >0 e cada x < a,b]

existe um N > 0 tal que |Sn(x)—S(x)| <& para todo n> N.Onumero N depende geralmente

de ¢ e X. Se N depende somente de ¢, entdo a série converge uniformemente ou € uni-

formemente convergente em [a,b].

Teorema: Se cada termo da série E un(x) € uma funcdo continua em [a,b] e a

n=1

série é uniformemente convergente para S(x) em [a,b], entdo a série pode ser integrada

b {2 0 b
termo a termo, isto &, I Zun(x) dx —Z{J‘ un(x)dx}.

a | n=t n=1
Teorema: Se cada termo da série E u,(x) é uma funcéo continua com derivada
n=1
continua em [a,b] e se E un(x) converge para S(X) enquanto E u'n(x) converge unifor-

n=1 n=1

memente em [a,b], entdo a série pode ser diferenciada termo a termo em [a,b], isto &,

2 iun(x) zi[olixun(x)j.

n=1 n=1

1.4.2 — Teste M de Weierstrass
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897): matematico aleméao.

Se existe uma sequéncia de constantes M, ,n=1,23,..., tal que para todo x em um
intervalo

@ |u,(x) <M, ;

17



(b) ZMn converge,
n=1

o0

entdo E u,(x) converge uniforme e absolutamente no intervalo.

n=1

Observacdes:

12) O teste fornece condicdes suficientes, porém ndo necessarias.

22) Séries uniformemente convergentes ndo sdo necessariamente absolutamente conver-
gentes ou vice-versa.

Exemplo
- cos(nx cos(2x) cos(3x) cos(4x . .
E Lz):cos(x)+ (2 )+ (2 )+ (2 )+ € uniforme e absolutamente
n 2 3 4
n=1
. cos(nx)| _ 1
convergente em [0,2x] (ou em qualquer intervalo), uma vez que |——(<— e
n n
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1.5 — Exercicios complementares

0

2
01. Mostre que a série r21 diverge.
5n“+4

n=1

Resposta: use o teste da divergéncia.

o0

1
02. Mostre que a série converge e determine sua soma.
Z (2n-1)2n +1)

n=1

1
Resposta: >

03. Determine se as séries infinitas a seguir sdo convergentes ou divergentes.

n o “ox
a) > Resposta: a série é divergente: ——dX =00,
n°+1 , X+l
=1
In(n L 7 In(x 1
b) E (3 ) Resposta: a série é convergente: (3 )dx ==,
n J. X 4
=1
Z L e [ 2
C) ne Resposta: a série € convergente: | xe dx=—.
e
n=1 o1
1 L ©dx
d) — Resposta: a série é divergente: =0,
nin(n) , XIn(x)
n=2

04. Verifique se as séries de funcdes seguintes sdo uniformemente convergentes para todo
X.

a) Z%ﬂ”x) Resposta: a série € uniformemente convergente para todo
=1
X.
b) Z 2 Jlrxz Resposta: a série é uniformemente convergente para todo
=1
X.
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z :sen f
C) 1 Resposta: a série é uniformemente convergente para todo

05. Seja f(x)= M. Prove que | f(x)dx =2 LI
n? (2n-1)*
0 n=1

n=1

1
SF o Teste M de Weierstrass (prove que Z— converge
—1

sen
Resposta: use |——*

usando o teste da integral) e o fato de que uma série uniformemente convergente pode ser

integrada termo a termo.

0

1 4
Observacéo: mostra-se futuramente que E W =L . Assim,
n —_

96
j Zsen nx

. rovs o [ [, 860 5569, o
0

1.3 3.5 5.7
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2. A SERIE DE FOURIER

Neste capitulo, apresenta-se a Série de Fourier e suas propriedades. Mostra-se tam-
bém como a Série de Fourier surge naturalmente no processo de solu¢do de uma equacao

diferencial parcial.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1766-1830): fisico, matematico e engenheiro francés.

Principais contribui¢des: teoria da conducao do calor, séries trigpnométricas.
Por que aproximar uma fung&@o por uma série de senos e cossenos?

Para facilitar o tratamento matematico do modelo, uma vez que as fun¢des trigono-
meétricas seno e cosseno sao periodicas de periodo fundamental 2z, continuas, limitadas

e infinitamente diferenciaveis.

2.1 — Funcdes periddicas
Uma funcéo f : R — R € periddica de periodo fundamental se
f(x+P)=Ff(x) ¥x P>0.

Exemplos
14 1
/\ /\ /\DE i
15 [ - 5 5 o 15 - o m s
0.5 0.5
dE =14
(a) (b)
&
()
5.8
1
IR
] onda triangular
15 10 5 o 5 10 15

(c) (d)
Figura 2.1: (a) f(x)=sen(x), fun¢éo de periodo fundamental P =27; (b) f(x)=cos(x), fun-

cdo de periodo fundamental P=27z; (c) f(x)=5, funcdo de periodo fundamental

P=Kk,k>0; (d) fungcdo onda triangular, de periodo fundamental P =2.
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Como as funcdes sen(x) e cos(x) s&o 2m-periddicas, temos que

sen(x)=sen(x + 27)=sen(x + 4z) = sen(x + 67)=---

cos(x) = cos(x + 277) = cos(X + 47) = cos(X +67) = -+

Funcdes perioddicas surgem em uma grande variedade de problemas fisicos, tais
como as vibra¢des de uma corda, 0 movimento dos planetas em torno do sol, a rotagao da
terra em torno do seu eixo, 0 movimento de um péndulo, a corrente alternada em circuitos

elétricos, as marés e os movimentos ondulatorios em geral.

2.2 — Séries trigonométricas

Denomina-se série trigonométrica a uma serie da forma
a70 +a, cos(x)+ b,sen(x)+a, cos(2x)+ b,sen(2x)+a, cos(3x) + b,sen(3x) + - -

ou
a?o + Z[an cos(nx)+ b, sen(nx)] (2.2.1)
n=1

ou

8o 4 E ancos(mj+bnsen(mj : (2.2.2)
2 L L
n=1

Obtém-se a forma (2.2.2) através de uma transformacao linear que leva um intervalo

de amplitude 2L em um intervalo de amplitude 2r.

Em (2.2.1) ou (2.2.2), para cada n temos um harmonico da série ea,, a, e b, séo

os coeficientes da série.

a,: constante
a, =f(n) e b, =f(n): sequéncias infinitas

Exemplo

— 2 cos(nr)= 2(-1)' :{an}:{_g 121 _2 }

7' 7' 37 27 571

A série trigonométrica (2.2.2) também pode ser escrita na forma

a?u E Ansen[me+¢nj, (2.2.3)

n=1

onde A, =.a,’+b’, a =Asen(¢p,)eb, =A cos(,).
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A forma (2.2.3) € obtida multiplicando-se e dividindo-se a forma (2.2.2) por

a’+b?:

8 ¥ +b {a cos( j+b sen(nnxﬂ 2, +b," .
2 Ja,>+b’ ’ L )l fa?sp?

B E Ja,2+b,’ cos(nnxj b, sen[nnXJ :
— a,’+b’ a,+b’ L
Considerando \/a +b

o0

a, nm X nmXxi,
7+Z: {sen cos( j+cos¢ )sen( 3 j ;

n=1

a—°+ E Asen(mﬂbJ
2 L

n=1

" = cos(¢, ), tem-se que:

n

=Sen(¢n) e

nm X
Em (2.2.3), o termo Ansen(nTer)nj € chamado harménico de ordem n e pode ser

caracterizado somente pela amplitude A, e pelo angulo de fase ¢, .

Questdes
01. Dada uma funcéo f(x) 2L-periddica, quais as condi¢cdes que f(x) deve satisfazer para
que exista uma série trigonométrica convergente para ela?

02. Sendo m,n € N, mostre que:

o L
€) cos( jdx 0,n=0;
. L

nm L
L L
n:O:J‘ cos( jdx_J‘ dx=[x]" =L-(-L)=2L
-L -L
nmx,) . :
(b) j sen dx 0 (f( ) sen[TJ é impar no intervalo [-L,L]);

J. _fen(%)dx ) _n_';icos(%ﬂi - _n_n[COS(nft) cos(—nr)]=0
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L

L
n:O:j sen(m)dx:-“ 0dx =0
-L L -L
Nz X 0, sem=#n
(c)j cos ( jdx_{

L L, sem=n= O
Lembrando que: cos(u)cos(v) = %[cos(u +V)+cos(u—v)]

L L
cos(m” cho (n” X lax = 1 {cos[—(m +n)r X} + COS[M}}CIX =0 sem=#=n
L L L 2 -L L L
o L

L L
m=n=0= cosz(m)dx 1 cos(zrmxjﬂ ax=1| dx =E[X]I:,_ =L
)T ) UL 2] 772

o L

L
m=n=0= cos(mnxjco (nnXde—— 2dx = [x]", =2L
L L 2|

(d) j en

X nz X 0, sem=n L ,
sen| ——= ldx = (o produto de duas fungdes impares e
L, sem=n=0

par);
Lembrando que:sen(u)sen(v)= % [cos(u—v)—cos(u +v)]
L 1 L
sen[mn sten(nn—xjdx == {COS{M} — COS{M}dX =0sem=n
n L L 2) . L L
[ (" 2 1" 1
m=n#0= senz(nn—xjdx=—‘[ {1—003( nnxﬂdx:—j dx ==[x]; =
L 2 L 2 2
o L -L -L
oL L
m=n=0= sen[mnxjse (nnxjdx——j 0dx =0
L L 2
o L -L
(e) j cos [ L jdx 0 (o produto de uma funcéo par por uma impar é im-
par).

Lembrando que :sen(u)cos(v) = %[sen(u +V)+sen(u—v)]

T LN B
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Observacdes

12) Os resultados encontrados anteriormente continuam validos quando os limites de inte-

gracdo —L e L sao substituidos por c e ¢ + 2L, respectivamente, comc e R .
28) Funcdes ortogonais

Definicdo 1: O produto interno ou produto escalar de duas fungdes f(x) e g(x) em

um intervalo [a,b] € o nimero
b
t10)- [ stontgoc

Definicdo 2: Duas funcdes f e g sdo ortogonais em um intervalo [a,b] se

10)- j ()0 ~0.

As fungdes f(x%sen(?j e g(xﬁcos(?] sd0 ortogonais no intervalo

(-L,L).
2.3 — Série de Fourier
2.3.1 — Definicao

Seja a fung&o f(x) definida no intervalo (—L,L) e fora desse intervalo definida como
f(x+2L)="F(x), ou seja, f(x) &€ 2L-periddica. A série de Fourier ou a expansio de Fourier

correspondente a f(x) é dada por

sendo que os coeficientes de Fourier a,,a, e b, sdo dados pelas expressdes a seguir.

a zij Lf(x)dx

oL
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o L L
e L
b, _1 f( )sen(mjdx
L L

2.3.2 — Coeficientes

Se a série

A+ Z{an cos(nﬂ X}+ b sen(n” Xﬂ
L L

converge uniformemente para f(x) em (-L,L), mostre que, para n=12_3,...,

_0 .
2

1. Multiplicando f(x):A+Z{ancos($j+bnsen(?ﬂ por cos(mﬂx

n=1

j e integrando

de —L a L, obtém-se:

L L
J- f(x )cos(m de Aj cos mnxjdx+
n L n L

C (- mm X ) mm X nTm X '
+ a, cos[ )cos( jdx +Db J- cos( jsen(—jdx
Z J. L L N L L

n=l |

1 n=1,2,3,..m,...

Considerando m=0 emle =M em Il:

L
I f(x)cos(mtxjdx =a,L;

L

L L
a,, ZEJ‘ f(x )cos(mn jdx ou a, lj f(x)cos(”“_xjdx.
L] L L] L




L
Paran=0, a, =%J‘ f(x)dx . (2.3.2.1)
L

o0

2. Multiplicando f(x):A+Z{ancos(nﬁijjtbnsen[n”Txﬂ por Senimﬂx

n=1

) e integrando

de —L a L, obtém-se:

o

L

mm dex =A sen[m7T dex +
L N L

2 L

) mm X N7 X mm X N X
+ a, sen(—j cos(—jdx +Db, sen(—]sen[—jdx
Z . L L N L L

n=1

| n=1,2,3,..,m,...

Considerando N=M em I;

L
j f(x)sen(mtxjdx:me;
-L
L L
bmzlj‘ f(x)sen(mjdx ou bn=1j‘ f(x)sen(mjdx.
L] L L] L

o0

3. Integrando f(x)=A+ Z{an cos(ntX}L b sen(nTxﬂ de —L a L, obtém-se:

1
L
j (x)dx = Aj dx+Z[ I cos( jdx+b J sen(?jdx].
-L
Para n=123,..., obtém-se:

I_Lf(x)dx =2AL;

L

A= E (x)dx . (2.3.2.2)

Comparando (2.3.2.1) e (2.3.2.2), conclui-se que a,L =2AL= A= a?o_

Observacdao: os resultados encontrados continuam validos quando os limites de integracéo

—L e L s&o substituidos por ¢ e ¢ + 2L, respectivamente, com ce R.
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Teorema

Se E E ) so uniformemente convergentes em a<x <b e se h(x)

0

é continua em a<x<b, entdo as séries Z[un(x)+vn(x)], Z[un(x)—vn(x)],
n=1

n=1

o0 o0

Z[h(x)un(x)] e E [h(x)v, (x)] sé&o uniformemente convergentes em a<x <b.

n=1 n=1
Demonstracdo: KAPLAN, W. Calculo avancado. Vol. 2. S&o Paulo: Edgard Blicher, 1972.
Pagina 393.

Teorema
Toda série trigonométrica uniformemente convergente € uma série de Fourier. Mais

precisamente, se a série
%0 +a, cos(x)+b,sen(x)+a, cos(2x)+ b,sen(2x)+ a, cos(3x) + b,sen(3x) +

converge uniformemente para f(x) paratodo X, entdo f(x) é continua para todo X, f(x)

tem periodo 2z e a série trigonométrica é a série de Fourier de f(x).

2.3.3 = Continuidade seccional ou por partes

7

Uma funcéo é seccionalmente continua ou continua por partes em um intervalo

a <t < se este intervalo pode ser subdividido em um numero finito de intervalos em cada

um dos quais a funcéo é continua e tem limites, a direita e & esquerda.

Exemplo

F(t)

4 R B

~‘._____._.__
':._-_

)

h

[SY S

Figura 2.2: Funcao seccionalmente continua — [13].
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2.3.4 — Convergéncia: condi¢cdes de Dirichlet

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): matematico alemao.

Seja a fungédo f(x). Se:
(1) f(x) é definida em (-L,L), exceto em um nimero finito de pontos;
(2) f(x) é 2L-periddica;

(3) f(x) e f'(x) sio seccionalmente continuas em (- L,L),

a, \ (nﬂx) [nﬁxj
—+ E a, cos| —— [+ Db sen| — ||,
2 L L

n=1

entao, a série

com coeficientes de Fourier, converge para:

(@) f(x), se x € um ponto de continuidade;

SELSELS

, S€ X é um ponto de descontinuidade.

Observacoes

12) f(x, ) e f(x_) representam os limites laterais de f(x), a direita e & esquerda, respectiva-
mente.
f(x+)=hlim f(x+h) e f(x_)=hlim f(x—h)
—0" —0"
2%) As condicdes (1), (2) e (3) impostas a f(x) sdo suficientes para a convergéncia, porém

nao necessarias.

Demonstracdo: SPIEGEL, M.R.; WREDE, R.C. Célculo avancado. 22 ed. Porto Alegre:
Bookman, 2004.

Teorema fundamental

Seja f(x) uma fung&o definida e muito lisa por partes no intervalo —n < x < e seja
f(x) definida fora desse intervalo de tal modo que tenha periodo 2x. Entdo a série de

Fourier de f(x) converge uniformemente para f(x) em todo intervalo fechado que ndo con-

tenha descontinuidades de f(x). Em cada descontinuidade X, a série converge para
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1[ lim f(x)+ lim f(x)]

X—Xo+ X—Xo—

Demonstracdo: KAPLAN, W. Célculo avancado. Vol. 2. S&o Paulo: Edgard Blicher, 1972.
Pagina 461.

Observacao: uma funcédo continua por partes € lisa por partes se em cada subintervalo

tem derivada primeira continua; é muito lisa por partes se em cada subintervalo tem deri-

vada segunda continua.

Teorema da unicidade

Sejam f,(x) e f,(x) fungdes seccionalmente continuas no intervalo —n<x <, de
modo que ambas tenham os mesmos coeficientes de Fourier. Entdo, f,(x)=f,(x), exceto

talvez nos pontos de descontinuidade.

Demonstracdo: KAPLAN, W. Célculo avancado. Vol. 2. S&o Paulo: Edgard Bliicher, 1972.
Pagina 456.

2.4 — Série de Fourier de uma funcéo periédica dada

Exemplo 1
Seja f(x):{

a) Construa o grafico de f(x).

0, se-5<x<0

3 se0<x<5 ,f(x)=f(x+10).

R i s s e o 3 e

0 8 6 -4 2 9 2 4 6 8 10

0, se-5<x<0

3, se0<x<5 ,f(x)=f(x+10).

Figura 2.3: Gréfico de f(x)={
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b) A fungéo f(x) satisfaz as condigdes de Dirichlet?
e f(x) é definida em (-5,5), exceto em x =0 (ha um nimero finito de des-
continuidades no intervalo);

e f(x) é periédica de periodo fundamental p =10, isto &, f(x)=f(x +10);

e f(x) e f'(x) sdo seccionalmente continuas em (—5,5).

Assim, a série de Fourier converge para f(x) nos pontos de continuidade e para

3 (média dos limites laterais) nos pontos de descontinuidade.

c) Determine a série de Fourier correspondente a f(x).

P=2L=10=1L=5

L 0 5
1 1 3r.s 3
a,=— | f(x)dx== Odx 3dx |==|x], ==(5-0)=3
b o SU - ]5[10 5-0
L -5 0
L 0 5
a, _1 f(x)cos(mjdx=l Ocos(nn—xjdXJr SCos(mjdx
L) L 5 ) 5 0 5

a, = §{isen[m—xﬂj = sen(nm)—sen(0)] = 0

" 5| nx 5 nm
a,=0
L 0 >
b, = 1 I f(X)Sen(mjdx = 1“‘ Osen(dex + I 3sen(m]dx]
L L 5 S5 5
L -5 0
5
bn - g|:_ % COS(MTXJ}O - _n_375 [COS(nTC) - COS(O)] - n_:il: [1_ COS(nTE)]

b, = -0y |- 2o 4]

b, = > [-1y+1]

Série de Fourier de f(x):

o0

n+1
f(x)=§+E E 1) +1sen(nnxj;
2 T n 5]

n=1
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3 3[2 (mx) 2 (3ax) 2 (5ax) 2 (7nx _
f(x)=>+2| Ssen| — |+ =sen| —= |+ Zsen| —= |+ =sen| —= |+...|;
2 5 5 5 5 7 5

3 6] (nx) 1_ (3ax) 1 (5zx) 1 (7rnx _
f(x)==+—|sen| — |+=sen| =—= |+ =sen| —= |+ =sen| —— |+...|;
2 m| 5 3 5 5 5 7 5

o0

f(x)= g +%Z znl_lsen[(2rl _51)n X} :

n=1

ANAAAAN 39 W\.w‘mfvd l—f*——~4|l 3i{L—~F——~~
2.5 25
2 2]
15 15
1 11
05 0.51
fion AMA faa s anll ; e
40 8 B % 2 9 2 1 [% 8 'fo 10 & B I".h 2 ﬁﬂ 2 4 s 8 1"3
x X
(a) (b)

Figura 2.4: (a) Expans&o de f(x) em série de Fourier com n=19; (b) expansdo de f(x)

em série de Fourier com n = 49.

d) Redefina f(x) para que a série de Fourier seja convergente para f(x) no intervalo

-5<x<5.
3/2, x=-5
0, -5<x<0
f(x)=13/2, x=0
3, 0<x<5
3/2, x=5
Exemplo 2

Seja f(x)=x?, 0<x <27z, f(x)=f(x+2n).

a) Esboce o gréfico de f(x).
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40

0 8 6 -4 20 2 4 & 8 10

Figura 2.5: Gréfico de f(x)=x?, 0<x <27, f(x)=f(x+2n).

b) Expanda f(x) em uma série de Fourier.
P=2L-2n=L=x
A fungdo f(x) esta definida em (0,2L), e ndo em (-L,L).

c+2L 2n 2n
1 1 1| x3 1 8r?
a = — f = — 2d = —| — :—8 3—0 —_—
0 LJ‘c (X)dx n_[o XX TC|:3j| 3Tc(TC ) 3

0

c+2L 2n
a, = EJ‘ f(x)cos(nn—xjdx = EJ‘ x? cos(nx Jdx (2.4.1)
L . L ),

Usando integragédo por partes, tem-se que:

J-udv = uv—jvdu :

u=x?, du=2xdx dv=cos(nx)dx, v= sen(nx);

n

2
sz cos(nx Jdx = %(nx) —%jx sen(nx )dx ;

u=x, du=dx dv=sen(nx)dx, v=-— cosr(]nx) ;

2
x? cos(nx Jdx = 2> serrll(nx) - %{— XCOAX) coi(nx) + %J-cos(nx x} .

x*sen(nx) | 2 cos(nx)  2sen(nx)

+C.
n n? n®

x? cos(nx Jdx =
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Voltando a (2.4.1), obtém-se:

2n 5 2n
. EJ‘ X2 cos(nx)dx = l[x sen(nx) L2 cos(nx) Zsen(nx)} ;
0 0

" n T n n? n®
1| 4n 4

n:_‘:_2_0:|:_2,
| n n
4

an 23;;5

c+2L 2n
b, = EJ‘ f(x)sen(nn—xjdx = EJ‘ x?sen(nx )dx (2.4.2)
L . L ),

Usando integracao por partes, tem-se que:

u=x?, du=2xdx dv=sen(nx)dx, v=-— Cosr(]nx) :
2
szsen(nx)dx = —%S(nx) - %Ix cos(nx)dx ;

u=x, du=dx, dv=cos(nx)dx, v= sen( )

2
x2sen(nx)dx = -2 cos(nx)+ {xsen X —l-“sen nx x}

n n

x? cos(nx) L2 sen(nx) 2cos(nx

2 [
x?sen(nx Jdx = - =

Voltando a (2.4.2), obtém-se:

2n 2 2n
b 1“- xsen(nxJdx = l{_ x? cos(nx) L2 sen(nx) . Zcos(nx)} ;
0 0

T n n? n®

1[ Ax® 2 2} 4rm
b, ==|- +——— =

n n® n n

N
n

Série de Fourier de f(x):

f(x)= % n 42[003(:"‘) - nse”(”x)} . (2.4.3)

n n

n=1

Em x =0, (2.4.3) converge para a meédia dos limites laterais, ou seja,
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47> +0 B

2n?.

jl ) D ;j

@) ()
Figura 2.6: (a) Expanséo de f(x) em série de Fourier com n =10; (b) expans&o de f(x)

em série de Fourier com n = 20.

1 1 1 7’

. . Zw 1
c) Usando a série de Fourier de f(x), prove que oz = 1+2—2 + 7 + rg 4= e
=1

Considerando x =0 em (3), tem-se que:

Observacoes

12) Comando do winplot para uma funcéo definida por varias sentencas

joinx()
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Exemplo

x? +2, x <1

f(x)=4-x+4, 1<x<3
i, X>3
X

joinx(x2 +2|1,-x+4|3, ij

2%) Comando do winplot para uma soma

sum(f(n,x),n,a,b): soma de f(n,x) de n=a até n=b

Exemplo

o0

f(x)= % + Z%sen(an)

n=1

(4/pi)+sum((1/n)*sin(2*n*x),n,1,100)

Exercicios

01. Seja f(x)=x+7, —7 <x<x,uma fungdo 2z -periodica.
a) Verifique se f(x) satisfaz as condi¢Bes de Dirichlet.

b) Expanda f(x) em uma série de Fourier.

= n+1
Resposta: f(x)= 7+ ZZﬂsen(nx) :

n
n=1

o (_l)n+1 .
c) Mostre que Zm =
n=1 -

d) Como f(x) deveria ser definida em x=—z e x= 7 para que a série de Fourier con-
vergisse para f(x) em —z<x<7?

e) Plote simultaneamente o grafico de f(x) e da série de Fourier que converge para
ela.

02. Calcule a série de Fourier do sinal perioddico representado no grafico (a) da Figura 2.7.
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0 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
(a) (b)
Figura 2.7: (a) Sinal; (b) Série de Fourier do sinal com n =5.

o0

1- cos( j
Respostaf :—+—Z cos[nzxj.

03. Seja o sinal representado no gréafico abaixo.

24—

o

3

4

Figura 2.8: Sinal.

a) Determine a série de Fourier correspondente ao sinal.

o0

n+1
Resposta: f(x):1+i E Lﬂsen(nrcx).

T n
n=1

b) Para quanto converge a série de Fourier do sinalem x=1? Eem x =27

Resposta:1.
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c) Use a série de Fourier determinada em (a) para calcular para quanto converge a série

0

- 2 : 1
numerica — .
r]2

n=1
TCZ
Resposta: e

d) Plote simultaneamente os gréficos de f(x) e da série de Fourier de f(x).

2.5 - Funcdes pares e funcdes impares
Uma funcgéo f(x) é par se
Assim, f,(x)=x?, f,(x)=2x°-4x?+5, f,(x)=cos(x) e f,(x)=e* +e™ s&o funcdes

pares. O gréfico de uma funcéo para é simétrico em relacao ao eixo das ordenadas, como
ilustra a Figura 2.9.

Figura 2.9: Gréfico da fungdio f(x)=e* +e™, x e[-55].

Uma funcéo f(x) é impar se

f(—x)=—f(x).
Assim, f,(x)= x5, f,(x)=x°-3x?+2x, f,(x)=sen(x) e f,(x)=tg(3x) s&o funcdes im-

pares. O grafico de uma funcéo impar € simétrico em relagéo a origem, como ilustra a Figura
2.10.
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Figura 2.10: Grafico da fungéo f(x)=x*-3x*+2x, x e[-2.2].
Teorema — Propriedades das funcfes pares e impares

(a) O produto de duas funcdes pares € par.

(b) O produto de duas fun¢des impares é par.

(c) O produto de uma fungéo par e uma funcao impar € impar.
(d) A soma (ou diferenca) de duas funcdes pares € par.

(e) A soma (ou diferenca) de duas funcdes impares é impar.

a
0

(f) Se f(x) é uma fungdo par, entdo j f(x)dx = Zj f(x)dx .

(9) Se f(x) € uma fungéo impar, ent&o j f(x)dx =0.

Demonstracao

Seja F(x)=f(x)g(x).

(a) As fungBes f(x) e g(x) sdo pares.
f(-x)=f(x). g(-x)=g(x)
F(=x) =f(=x)g(-x) = f(x)g(x) = F(x)

- F(x)é par

b) As fungdes f(x) e g(x) s&o impares.

f(—x)=—f(x), g(-x)=—-g(x)
F(=x)=f(=x)g(-x) = =F (x)[- g(x)]= F(x) g(x) = F(x)

- F(x)é par
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(c) A fungao f(x) é par e a fungdo g(x) é impar.

f(=x)=1(x). g(-x)=-g(x)
F(=x)=f(=x)g(-x) = F(x)[- g(x)]= = (x) g(x) = -F(x)

- F(x)éimpar

Seja F(x)= ()ig(X)

(d) As fungdes f(x)
f(-x)=f(x) o(-
F(—X)Zf(—X)ig(-X)
- F(x)épar

(e) As fungdes f(x) e g(x) sdo impares.

f(=x)=—f(x). g(-x)=—-g(x)

F(—(X))= f(=x)+g(-x)=~F(x)-glx)= ~{f (x) +g(x)] = ~F(x)

- F(x)éimpar

F(=x)=f(=x)-g(-x) = =f(x)+ g(x)= [f (x) - g(x)] = ~F(x)
F(x)é impar

(f) f(x) & par =>f(-x)=f(x)

f (X)dx = - j :f (- x)ix = I :f(_ Xdx = j :f(x)dx

f (x)dx = j Zf(x)dx s j :f(x)dx _ j :f(x)dx s j :f (X)dx = 2 j' :f(x)dx
(9) f(x) & impar = f(~x)=—f(x)

.._:f (x)dx = - j aof (=x)dx = J‘ Oaf (= x)dx = — j :f(x)dx

..aaf (x)dx = j Zf (x)dx + j :f (x)dx = - j :f(x)dx + Ioaf(x)dx 0

Exemplo

f(x)=x" cos(2x Jsen(3x), x e }oo,00
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f(—x) = (~x)° cos(~ 2x )sen(- 3x)
-x° cos(2x |- sen(3x))]
x® cos(2x )sen(3x)

- 1(x)

f(x) é fungéo par

Exercicios

Verifique a paridade das seguintes fungodes:
01. f(x)=sen(x)cos(4x), x € |-o0,00[ .

02. f(x)= cos(2x)cos(5x), x € J-oo,c[.

03. f(x)=sen(3x)sen(x), x & J-c0,0].

04. £(x)= sen(5x)cos(xsen(2x), x < }-o,00],
05. f(x)=x"sen(2x), x < }-o0,od[.

06. f(x)=x*cos(3x), x e }-o0,cd[.

07. f(x)=x" cos(xsen(4x), x < }-o0,od[.

08. £(x)=(x-+2)cos(2x), x < 0,51

09. f(x)=e"sen(x), x e }-o0,[.

10. f(x)=(e* +e ™ )cos(3x)sen(x), x e Joo,o[.
11. f(x)=x+e*, xel-o,od.

12 f(x)zl, x o0,

—r
—_
X
\_/
H

13. — (e* +e™ ben(10x)cos(8x), x € oo, 0[]0,

><

14. f(x)=(e* —e™* Joos(x)sen(3x), x e o000

2.6 — Série de Fourier de cossenos

A funcéo f(x) é parem (-L,L).
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L L
a, :% f(x)dx:%J‘ f(x)dx
-L 0

o L L
f(x)cos[mjdx: 2 j f(x)cos(mjdx :
L L], L
[ ——7

funclopar

o —L

o L
p =1 f(x)sen(?}dx =0

o -L

funcloimpar

o0

: : a
Série de Fourier de cossenos: f(x)= ?°+ E a, cos(%)

n=1

Exemplo

Expanda f(x):{—x,se-2<x<0

, f(x)=f(x +4) em uma série de Fourier de cosse-
xse 0<x<2

0 o0

1 7’ 1
nos. Mostre que W = Y e calcule para quanto converge a soma
n i

n=1 n=1

o0

Resposta: f(x)=1+izz( 1)2 lcos(nzx), r.

T n

n=1

L
L4
-

—X,8e-2<x<0

Figura 2.11: Grafico da fungéo f(x)={ —2<x<2, f(x)=f(x+4), expan-

x,se 0<x<2'
dida em série de Fourier de cossenos com n=5 (azul) e n=100 (vermelho).
2.7 — Seérie de Fourier de senos

A fungdo f(x) € imparem (-L,L).
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o L
ao:% f(x)dx =0

[

o L
a, = 1 f(x)cos(@jdx =0
L L

[ TN
funcaoimpar

o L L
1 Nz X 2 nz X
b =— f — =— —_—
=T (x)sen( 3 )dx L-“f(x)sen( 3 jdx
| — 0

¢ L

funcdopar
Série de Fourier de senos: f(x)= E bpen(?].
n=1
Exemplo

Expanda f(x)=x, -2<x <2, f(x)=f(x+4), em uma série de Fourier de senos.

2 n+l
Resposta: f(x):i E (_1n) sen(nzxj.
T
n=1

Figura 2.12: Grafico da funcéo f(x)=x, —2<x <2, f(x)=f(x +4), expandida em série de

Fourier de senos com n =10 (vermelho) e n=100 (verde).
Exercicios

01. Seja f(x)=2x, -3<x <3, f(x)=f(x+86).
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a) Desenvolva f(x) em uma série de Fourier.

00

n+l
Resposta: f(x)= 12 z (_1n) sen( n;; X) :
T

n=1

b) Determine para quanto converge a série E T

n=1

Resposta: n/4.

02. Calcule a série de Fourier do sinal periédico representado no gréfico (a) da Figura 2.13.

2..
W ! [ i
1184
16 1)
1.4
1.
0.4
0.5 064
| | Vo
02
R R R NS MR AR AR AR ARARr AaR T 0 8 6 -4 2 0 2 4 B 8 10
Ed
() (b)
Figura 2.13: (a) Sinal; (b) Série de Fourier do sinal com cinco harménicos.
3 8\ Cos(nzﬂj_l Nz X
T
Resposta: f(x)=—+— Ccos .
posta: 1(x)=5+-£ "2 oo 12|

n=1

03. Calcule a série de Fourier do sinal periodico representado no gréfico (a) da Figura 2.14.
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Figura 2.14: (a) Sinal; (b) Série de Fourier do sinal com vinte harmdnicos.

(-1) - Zsen(n”

Resposta: f(x)=EZ nz 2 jsen(nﬂxj.
T n 2

n=1

4 -4 <x<-2
-3x-2, -2<x<0

04. Seja f(x)= 3.2 0<x< '

f(x)="f(x +8). Determine a série de Fourier de f(x).

4, 2<x<4
5 24z°° COS[nzﬂj_l Nz X
T
Resposta: f(x)=—+— cosS )
P () 2 7l n? [ 4 j
n=1

05. Seja f(x)=xsen(2x), -n<x<m, f(x+2r)=F(x), representada graficamente na Figura
2.15.

Figura 2.15: Grafico de f(x)=xsen(2x), -m<x <m, f(x+2n)="f(x).
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a) Determine a série de Fourier de f(x).

a n+l
Resposta: f(x)= —% + gcos(x) - %cos(Zx) - 42% cos(nx).

n=3

b) Empregando (a), calcule para quanto converge a série numeérica

2(—1)”*1 1 1 1 1 1 1
=t ————t————+
nn+4) 15 26 3.7 48 59 6.10

n=1

Resposta: s .
48

06. Seja f:R —R/f(x)=xcos(3x), -n<x <, f(x+2m)=F(x).
a) Calcule a série de Fourier de f(x).
| 1 4 1 O n(-1)
Resposta: f(x)= Zsen(x)— gsen(Zx)—gsen(3x)+ 2 (—sen(nx).

n—3)n+3)

n=4

b) Determine para quanto converge a série numérica

2(—1)"”(2n+3)_5 7.9 1 13 15

nh+3) 14 25 36 47 58 69

n=1

Resposta: % .

2.8 — O fendbmeno de Gibbs

Josiah Willard Gibbs (1839-1903): matematico e fisico tedrico norte americano. Prin-

cipais contribui¢des: andlise vetorial e mecanica estatistica.

O fendmeno de Gibbs descreve a maneira peculiar como a série de Fourier truncada

de uma fungdo f(x) periddica e seccionalmente continua se comporta nas vizinhancas de

uma descontinuidade dessa funcédo. A n-ésima soma parcial da série de Fourier apresenta

oscilacbes de maior amplitude nas proximidades de uma descontinuidade do tipo salto fi-

nito. A amplitude dessas oscila¢gdes nao diminui com o aumento do numero de harmaonicos,

porém tende a um limite. H4 uma estimativa para a amplitude das oscila¢cdes nas proximi-

dades de uma descontinuidade X, dada por
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0,0g[f (X0+ )_f(xo- )]

A Figura 2.16 ilustra o fendbmeno de Gibbs para a onda quadrada.

0, -1<x<0

L 0<x<1’ f(x +2)=f(x).

Onda quadrada: f(x)= {

- n+1
Série de Fourier da onda quadrada: f(x)= % W1 E Lﬂsen(nnx).

T n

n=1

0, -1<x<0

L 0<x<l’ f(x+2)="f(x), com

Figura 2.16: Série de Fourier da onda quadrada f(x) ={

n=>5 (vermelho), n =10 (verde), n =20 (rosa) e n =100 (preto).
Exercicio

Pesquise a respeito dos seguintes aspectos do fenébmeno de Gibbs:
a) amplitude das oscilagdes;
b) como minimizar os efeitos do fendbmeno de Gibbs;
c) consequéncias do fenbmeno de Gibbs associadas principalmente a compactacao de

imagens e de audio;
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d) semelhanca entre os fen6menos de Gibbs e de Runge (interpolacdo polinomial).

2.9 — A identidade de Parseval para séries de Fourier

Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836): matematico francés.

Se a, e b, sdo os coeficientes de Fourier correspondentes a f(x), e se f(x) satisfaz

as condicdes de Dirichlet, entdo

Demonstracao

Assume-se que a série de Fourier correspondente a f(x) converge uniformemente

para f(x) em (-L,L)

e L e L
a, = % f(x)dx f(x)dx =a,L
o L -L
1 (" Nz X (- nz X
a, =— f(x)cos(—jdx f(x)cos[—)dx —a, L
L o —L L o —L L
1 o L e L
b, = L] Lf(x)s,en(%jolx Lf(x)sen[?jdx —b,L

Dessa forma, multiplica-se

por f(x) e integra-se termo a termo de —-L a L.
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o L

[f(x)]?dx = a?" _Lf(x)dx + Z

o L n=1

[an J‘LL f (x)cos($]dx +b, Jt f (x)sen($]dx]

[f(x)]?dx = a7°aoL+Z(ananL+bnan)

n=1

| L[f(x)]zdx = L[§+2(aﬁ + bﬁ)]
%J. L[f(x)]zdx:§+2(aﬁ +b§)

-L n=1

o L

o L

Aplicacdes

e Convergéncia de séries numéericas.

e Verificar se uma série trigonométrica é a série de Fourier de uma funcao f(x).
Exercicio

—X,5e-2 0 . . .
Seja f(x)z{ X,98m e = xs f(x)=f(x+4), e sua respectiva Série de Fourier

xse 0<x<2'

2 n2

4 Zw ~1'-1__(n o :
f(x)=1+— ) cos( ZXJ . Determine a identidade de Parseval correspondente a
T

n=1

série de Fourier de f(x).

o0

1 1 1 1 7[4
Resposta: - I+ —F—— .= 2.9.1
P Z(Zn -1) 3 5t 7 96 (2.9.1)

2.10 - Convergéncia de séries numéricas atraves da série de Fourier

Exemplo

Empregando a identidade (2.9.1), mostrar que

49



n=1
1 1 1 1 1 1 1
F: l+3—4+5—4+7—4+--- + 2—4+4—4+6—4+-~-
n=1
1 1 +L(i_i_i j
n4 (2n—1)4 24 24 34 44
n=1 n=1

IE N
16 n* 96

n=1

1 16z x

n* 1596 15(6)
n=1
q 1

— = 2.10.1
D (220
n=1

o0

Empregando (2.9.1) e (2.10.1), mostra-se que E

n=1

1 z*
(2n)*  1440°

0

1 1., 1. 1.
(2n)4 24 44 64 84

n=1
1 _72_4_7r_4_167r4 ~157*
(2n)* 90 96 1440
n=1
1 _ =
(2n)" 1440
n=1
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2.11 - Derivacédo e integracéo da série de Fourier

Teorema

Se {u,(x)}, n=1,2,3,..., forem continuas em [a,b] e se Zun(x) convergir unifor-

n=1

memente para a soma S(x) em [a,b], entdo

jabS(x)dx = Z“:un(x)dx} ou Lb iun(x) dx = i{jabun(x)dx}.

n=1 n=1
Assim, uma série uniformemente convergente de funcdes continuas pode ser inte-

grada termo a termo.

Teorema

Se {u,(x)}, n=1,2,3,..., forem continuas e tiverem derivadas continuas em [a,b] e

se E u,(x) convergir para S(x) enquanto E u,(x) é uniformemente convergente em

n=1 n=1
[a,b], entdo em [a,b]

o0 0

S'(x)=Zu'n(x) ou % Zun(x) N %un(x).

n=1 n=1 n

Dessa forma, a série pode ser derivada termo a termo.
Observacdo: os teoremas oferecem condi¢cdes suficientes, porém nao necessarias.

Teorema

A série de Fourier correspondente a f(x) pode ser integrada termo a termo de a a X,

e a série resultante convergira uniformemente para J- f(u)du desde que f(x) seja seccio-

a

nalmente continuaem —L<x <L e ambos, a e x, pertencam a esse intervalo.

Exemplo

Seja f(x)=x, -2<x<2.
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a) Obtenha uma série de Fourier para f(x): x*, 0<x < 2, integrando a série de Fou-
= n+1
rier f(x)=x=i E ) sen(nﬂxj.
Vs n 2

b) Use a série obtida anteriormente para mostrar que E

n=1

(_1)n+1 72_2
n? 12

2 2 4 2
2 16 T X 1 21 X 1 3n 1 47 X
x* =C—=—|c0S| — |- =5C€0S| —— |+ —5COS| —— |- —5COS| —— |+
s 2 2 2 3 2 4 2

0

Em (1), se a soma E C,=C,+C, +...<w for conhecida, podemos usa-la para

i=1

determinar a,.

52



4 16 \ (-1)™  (nzx

fx)=x*==--— 2.11.1

(x)=x 3”2 = cos[ > j ( )
n=1

b) Considerando-se x =0 em (2.11.1).

Xz:ﬂ_ﬁzw (G
3 z? n?

n=1

0 _ E_E = (_1)n+1
3 7 n?
n=1

4 18N\
3 7l n?

2.12 - A forma exponencial (ou complexa) da série de Fourier

o0

a) Mostrar que f(x):a?o+ E {ancos($j+bnsen($ﬂ pode ser escrita na
n=1

0
Nz X

forma complexa f(x)= che'L .

n=—o0

b) Mostrar que os coeficientes de Fourier a,,a, eb, podem ser escritos como uma

L

. 1 -t X

Unica integral c, =Zj f(xJe b dx,n=0+1+243,....
-L

a) Recordando as identidades de Euler

Leonhard Euler (1707-1783): matematico suico.

e*'? = cos(@)+isen(9)
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Seja f(x)=[cos(x)+isen(x)f .

d

—f(x)=[icos(x)—sen(x)le"* +[cos(x)+isen(x)[~i)e

dx

dixf(x) = [icos(x)—sen(x)—icos(x)+sen(x)e " = 0= f(x) é constante

(0)= [cos(0) +isen(0) " =1

f(x)=1

Voltando-se a (2.12.1):

1=[cos(x)+isen(x)* = cos(x)+isen(x)=e'*.

Assim:

X nm X . nm X
e - =cos| — |+isen| — |;
L L
- nmx) . nm X nmx) .__(nmx
e =CcoS| ——— |+isen| ——— |=cos| —— |—isen| — |.
L L L L

As igualdades anteriores conduzem a:

X nmx
nm X et +e L
coS = ;
L 2
X nmx
nmw X gL —e ¢t
sen = . )
L 2i

Substituindo as igualdades acima na série de Fourier de f(x), prova-se o item a.

54

(2.12.1)



n=1
0 jrxo nrx rxo nrx
a e Lt +e ¢t e L —e ¢t
f(x):?°+ a, > +b, o
i
n=1

n=1
a i iz x 1 _ ,,m_
f(x)=-2+ 8, 0, T [T B Y
2 2i 2i
n=l -
a i —_1i jhzx _jhzx
f(x)="2+ 8, 10, T [ B tiDa 1
2 2 2
n=l -
. a, —ib a, +ib
Considerando ¢, =—" > Lec,=—" 5 L, tem-se que:
a,=c,+c_; b =ilc,—c_);
f(x)= E ce b
a
n=0=>c,=-—>
2
Exercicio
" 0, sem=n
Mostre que e L dx= .
N 2L, sem=n
b) Multiplica-se f(x): E cneIT por e L , integra-se de —L a L e considera-se N=m.
oL .Mz X = PL  nzx  mzx
f(x)e de:g c,|] ete badx
[ oo o -L
oL L max = oL i(n—m)zzx
f(xe . dx= E c,| e t dx
o -L N——oo o -L
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L
j f(xe . dx=c,2L

L

c =% f(x)e_dex
L

Pode-se mostrar o mesmo usando-se a defini¢cdo de c, .

L L
1 ] 111 Nz X .1 Nz X
c.=—(a —ib )==| = f(x)cos| —— |dx—i— f(x)sen| —— |dx
=20, -ib,) ZHLU i R b ]
o L
cn:i f(x cos(mj—isen(m] dx
2L) | L L

oL Nz X

¢, =~ f(x)e * dx

Exemplo

f(x)=x, -2<x<2, P=4=L=2

L Nz X
c,=— | f(xe - dx

-L

Integrando-se por partes, tem-se que:

i 2X nm X 4 nm X ? i 4
c, =——|-=Zcos +—5 5 Sen =——| ——cos(nn)|;
21 nm 2 n°r 2 2l nm

0

c, :A(—l)",n;to;
nm

n=0=c, =0 (substitua n por 0 em (2.12.2));
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(- Y B ape™ BN

n=—o0 n=—c0o

Verificando a equivaléncia entre as formas exponencial e usual:

f(x)= %2%% cos[?j - sen(%ﬂ :

N=—o0

Para n opostos, (_l) icos[ nr;xj se anula e (_1) sen(nzxjduplica. Assim:

n n
- n+1
f(x)zi E 1) sen[nnxj;
T n 2
n=1
1 2
Co :—j‘ xdx =0
4
-2
Exercicios
01. Determine a série de Fourier na forma exponencial de f(x):e‘x, —MT<X<T,

f(x)=f(x+2n).

Resposta: f(x):senh(n) E 1) e™ .

T 1+in

n=—

10, -5<x <0

~10, 0<x<5'’ f(x)=f(x+10). Expanda f(x) em série de Fourier na

02. Seja f(x):{
forma exponencial.
© i(2n—l)7-t X

10i2(—1)n+1+1 e Nige °
: _1oi (1) +1 _ _ f(x)= 2 .
Resposta: f(x) . ——e *.n 0=c¢,=0 ou f(x) . n;ﬁ 2n-1

N=—o0

03. Seja f(x)=2x, -n<x <n, f(x+2m1)="F(x).
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a) Expanda f(x) em série de Fourier na forma exponencial. Para quanto converge a

sérieem x=+1?

o0

Resposta: f(x)=2i E 1) e™,n=0=c¢,=0.

n

N=—o0

Em x =+r a série de Fourier converge para a média dos limites laterais,

ou seja, zero.

o0

b) Use a série determinada no item a para calcular — -
n
n=1

TCZ
Resposta: ? :

2.13 — Aplicacdes da série de Fourier na solucao de equacdes diferenciais parciais

A série de Fourier surge na solucdo de equacdes diferenciais parciais, tais como a

equacao do calor, a equacao da onda e a equacao de Laplace.

2.13.1 — Equacbes diferenciais

Uma equacéo diferencial é uma igualdade que relaciona uma funcdo e suas deriva-
das (ou apenas as derivadas dessa funcao).
Uma equacéo diferencial ordinaria (EDO) € uma igualdade envolvendo as derivadas

de uma funcdo de uma Unica variavel independente.

Exemplos

(1) d)é—it)+3y(t):0, t>0

(2) u"(x)—4u(x)=3cos(2nx), x >0

Uma equacao diferencial parcial (EDP) é uma igualdade envolvendo as derivadas de

uma funcédo de duas ou mais variaveis independentes.
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Exemplos

3) u,(x,t)=2u,(x,t) 0<x<2 t>0

4 a2t1(><2,>/)+82u(>§,y)
OX oy
(5) u,(x,t)+u(x, thu, (x,t)=Tu_(x1), 1<x<5,t>0

=2xy, 0<x<1, 0<y<1

A ordem de uma equacédo diferencial é dada pela derivada (simples ou parcial) de
maior ordem que ocorre na equacao.

Uma equacdo diferencial € dita linear quando depende linearmente da funcao (vari-
avel dependente) envolvida e seus coeficientes independem dessa funcéo.

Uma equacao diferencial é dita homogénea quando o termo que independe da fun-
cdo incognita e de suas derivadas € identicamente nulo.

Assim, nos exemplos dados anteriormente, tem-se em:

(1) uma EDO linear de 12 ordem homogénea;

(2) uma EDO linear de 22 ordem n&o homogénea;

(3) uma EDP linear de 22 ordem homogénea;

(4) uma EDP linear de 22 ordem ndo homogénea (equacao de Poisson);

(5) uma EDP nao linear de 22 ordem ndo homogénea (equacéo de Burger).

Na solucao de equacdes diferenciais parciais pode-se ter dois tipos de informacdes
suplementares necessarias a unicidade de solugéo: condi¢des iniciais e condicbes de con-
torno (dominios limitados). Dessa forma, tem-se problemas de valor inicial, problemas de
contorno ou problemas mistos (ambos).

Uma equacéo diferencial parcial de segunda ordem da forma

A0 0xY) g 0%(xy)  O%0xY)  o(xy) , - dd(x.y)

07 X3y oy +Fxy)=G

é dita eliptica se B> —4AC <0, parabdlica se B> —4AC=0 e hiperbolica se B> —4AC>0.

2.13.2 - Equacéao do calor
u,(x,t)=xu,(xt) (equagio diferencial parcial parabdlica)

A formulagdo matematica da equacao do calor pode ser encontrada em FIGUEI-

REDO, D.G. Andlise de Fourier e equagdes diferenciais parciais, pagina 1.
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Obter uma solugédo u(x,t) para o problema misto abaixo.

2
M _gou t>0,0<x <2
ot OX
)=u(2,t)=0, t>0
)=X, 0<x<2

u(x t] <M (solugo limitada)

S

Solug&o: u(x,t)=X(x)T(t) (separag&o de variaveis) . (2.13.2.1)
Substituindo (2.13.2.1) na equacdo diferencial parcial, obtém-se:

0 ok

2 (xT)=32(xT):
at( ) axz( )
2
Xd—T:3Td—>2<;
dt dx
2
%%Z%%zcz_xz_ (2.13.2.2)

Pode-se mostrar que uma constante ¢>0 em (2.13.2.2) ndo satisfaz as condi¢oes
de contorno.

Assim:

Z—I +34T=0
Jix (2.13.2.3)

XZ

+ X =0

A solucédo do sistema de equacdes diferenciais ordinarias (2.13.2.3) é:

_ 3%t
T=Ce . (2.13.2.4)
X = A, cos(4 x)+ B,sen(4 x)
Substituindo (2.13.2.4) em (2.13.2.1), encontra-se
u(x,t)=e>**[Acos(4 x)+Bsen(1 x)] Ae B constantes. (2.13.2.5)

Precisa-se agora determinar A e B de tal maneira que (2.13.2.5) satisfaga as condi-

¢Oes de contorno.
u(0,t)=0=e***A=0=A=0= u(x,t)= Be**'sen(1 x) (2.13.2.6)
u(2,t)=0=Be *'sen(21)=0 (2.13.2.7)
Como B =0 satisfaz (2.13.2.7) (ndo interessa a solugéo trivial), evita-se essa esco-

lha (u(x,t)=0). Considere-se entdo
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sen(2/1):0:>21:n7r:>1:n7”,n cZ. (2.13.2.8)

Substituindo-se (2.13.2.8) em (2.13.2.6):

2_2

3n“rt
u(x,t)=B,e sen(mj. (2.13.2.9)

2
Em (2.13.2.9), substitui-se B por B, , indicando que constantes diferentes podem ser
usadas para diferentes valores de n.

Lembrando que somas de solu¢des da forma (2.13.2.9) sdo também solucdes (prin-

cipio da superposicéo), pode-se escrever (2.13.2.9) como:

2_2

= 3n“zt
u(x,t)= ZBne 4 sen[n”ij. (2.13.2.10)

n=1

A solugdo (2.13.2.10) deve satisfazer também a condigo inicial u(x,0)=x, 0<x < 2.

Portanto, substituindo t=0 em (2.13.2.10), obtém-se:

X = E anen(?j, 0<x<2. (2.13.2.11)

n=1
Observe-se que (2.13.2.11) equivale a expandir f(x)=x, —2<X <2, em uma série

de Fourier de senos. Logo:

B =—icos(nn)=—i(—l)n —i(—l)””. (2.13.2.12)

" nr nm nm

Substituindo (2.13.2.12) em (2.13.2.10), chega-se a solucéo

o0

n+l 3n%r?t
U(X,t):ﬂ &e7 4 Sen(mj .
T : : n 2

n=1

(2.13.2.13)

Exercicio

Mostre que a solucao (2.13.2.13) satisfaz a equacao diferencial parcial, as condi¢cdes

de contorno e a condigé&o inicial.

2.13.3 - Equacéo da onda

u,(x,t)=c’u,,(x,t) (equacao diferencial parcial hiperbélica)
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A formulagdo matematica da equacao da onda pode ser encontrada em FIGUEI-

REDO, D.G. Analise de Fourier e equacdes diferenciais parciais, pagina 130.

Determinar uma solug&o u(x,t) para o seguinte problema misto.

2 2
6_u:a2_u O<x<L, t>0
ot? ox?
u(0,t)=u(L,t)=0 t>0
u(x,0)="f(x) O<x<L
u,(x,0)=0 O<x<L
u(x,t) < M
Solugdo: u(x,t)=X(x)T(t) (separagio de variaveis) . (2.13.3.1)

Substituindo (2.13.3.1) na equacdo diferencial parcial, obtém-se:
O (ryoar O
ot? ox?
2 2
aTe
dt dx
1 d*T 1d%*X )
=— =-\"; 2.13.3.2
a’T dt* X dx? ( )

2
d—2T+ a’’T =0
dt

(XT)=a (XT);

X

2.13.3.3
42 ( )

t2

+XMX=0

A solucédo do sistema de equacdes diferenciais ordinarias (2.13.3.3) é:
T = A, cos(art)+ A,sen(ait)

. 2.13.3.4
X =B, cos(Ax)+ B,sen(ix) ( )
Substituindo (2.13.3.4) em (2.13.3.1), encontra-se
u(x,t)=[A, cos(art)+ A,sen(art)]B, cos(ix)+ B,sen(ix)]. (2.13.3.5)

Deve-se agora determinar as constantes para que (2.13.3.5) satisfaca as condi¢cdes
de contorno e as condi¢des iniciais.
u(0,t)=0= B, [A, cos(art)+ A,sen(ait)] =0 =B, =0 (a solugao trivial ndo interessa)

(2.13.3.6)
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u(x,t)=[A, cos(art)+ A,sen(art )] B,sen(ix)] = sen(ix | Asen(ait )+ B cos(art)]

(2.13.3.7)
u(L,t)=0 = sen(LL JAsen(a)t)+ Bcos(ait)] =0 (2.13.3.8)
sen(kL)=0:>kL:nn:>k:n—f, nez (2.13.3.9)
u, (x, t) = sen(Ax JarAcos(art) - arBsen(art)]
u,(x,0)=arAsen(Ax)=0=A=0 (2.13.3.10)

Substituindo (2.13.3.9) e (2.13.3.10) em (2.13.3.7), tem-se que:
u(x, t) = Bsen(Ax)cos(ant);

u(x,t)= B.sen[ X |cosf 18| (2.13.3.11)
! L L

n=1

Em (2.13.3.11), acrescenta-se o indice n a constante B pensando-se na superposi-

¢ao de solucoes.
u(x,0)=f(x) = E anen(”“Tx) = f(x). (2.13.3.12)
n=1
Tem-se em (2.13.3.12) a expanséo de f(x) em uma série de Fourier de senos. Logo:

L
B, :%J‘ f(x)sen(?}dx. (2.13.3.13)
0

Substituindo-se (2.13.3.13) em (2.13.3.11), obtém-se a solucdo procurada.

u(x,t)= %Z["‘OLf(x)sen(%jdx}en( ntxjcos( nnLatj (2.13.3.14)

Exercicio

Mostre que a solucao (2.13.3.14) satisfaz a equacdao diferencial parcial, as condi¢cdes

de contorno e as condi¢des iniciais.

2.13.4 - Equacéo de Laplace

Uy (X,y)+u,,(X,y)=0 (equacdo diferencial parcial eliptica)
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Obter uma solucdo u(x,y) para o problema de contorno a seguir.

2 2
6_u+8_u:0 O<x<1,0<y<l1

ui

v

Figura 2.17: Condicfes de contorno para a equacao de Laplace.

Solucdo: u(x,y) = X(x)Y(y) (separagéo de variaveis).

(2.13.4.1)
Substituindo-se (2.13.4.1) na equacao diferencial parcial, obtém-se:

0 0 _
y(X\()JFW(XY)_O,

2 2
d X+Xd Y=0;
dx > dy?

Y

2 2
VLS
dx dy

_7\42 .

1 d?*X 1 d?Y
ydxzz_dezz_ﬁ; (2.13.4.2)

2
2f+ﬁxzo
X
2.13.4.3
d2Y ~ ( )
dy?

A solucéo do sistema de equacdes diferenciais ordinarias (2.13.4.3) é:

2Y =0
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X = A, cos(Ax)+ B,sen(rx)

. 2.13.4.4
Y = A, cosh(Ly)+ B,senh(Ly) ( )
Substituindo-se (2.13.4.4) em (2.13.4.1), encontra-se
u(x,t)=[A, cos(Ax)+ B,sen(ix)[A, cosh(ry)+ B,senh(ry)]. (2.13.4.5)

Deve-se agora determinar as constantes para que (2.13.4.5) satisfaca as condi¢cdes
de contorno.
u(0,y)=0= A,[A, cosh(ry)+B,senh(ry)]=0= A, =0 (a soluc&o trivial n&o inte-

ressa) (2.13.4.6)
u(x, t) = sen(Ax A cosh(Ly)+ Bsenh(Ly)] (2.13.4.7)
u(x,0)=0= Asen(Ax)=0=A=0 (2.13.4.8)
u(x,t) = Bsen(Ax senh(Ly) (2.13.4.9)
u(Ly)=0= Bsen(L)senh(Ly)=0=sen(A)=0 =i =nm, neZ (2.13.4.10)

Substituindo-se (2.13.4.10) em (2.13.4.9) e usando-se o principio da superposicao,

tem-se que:

o0

u(x,t)= Zanen(nnx)senh(nny); (2.13.4.11)

n=1
u(x))=u, = Zanenh(nn)sen(nnx) =u,. (2.13.4.12)

Tem-se em (2.13.4.12) a expansao de u, em uma série de Fourier de senos. Assim:

1

1
senh(nmt)B, :§J‘ u,sen(n x)dx = B, =L{—nicos(nn x)} ;
0 T 0

senh(nn)

2U 2U n+l
By = — 5 )= —L |0+, 13.4.
" nn senh(nn)[ cos(nm) +1] nm Senh(nn)[( )" ] (2.13.4.13)

Substituindo-se (2.13.4.13) em (2.13.4.11), obtém-se a soluc¢ao procurada.

n+1
2 E sen (nx Jsenh(nmy) (2.13.4.14)
n senh (nm)

Exercicios

01. Mostre que a solucéo (2.13.4.14) satisfaz a equacgao diferencial parcial e as condi¢des

de contorno.
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02. Suponha uma barra de comprimento L (extremos em x=0 e Xx=L) com temperatura
inicial dada por uma funcao f(x). Determine a distribuicdo de temperatura na barra.
Para este caso, o problema de valor de contorno é dado por

@:Kg, t>0,0<x<L
ot oX

u (0,t)=u,(L,t)=0, t>0
u(x0)=f(x), 0<x<L

|u(x t) < M (solugéo limitada)

- = L _anzz‘zt
Resposta: u(x,t)= %J- f(x)dx + %Z{“ f(X)Cos( ntxjdX]e o COS( ntxJ} |
0 0

n=1

03. Solucione o problema misto a seguir.

gu(x,t):ziu(x,t) 0<x<4,t>0
ot ox’
u(0,t)=u(4,t)=0 t>0
u(x,0) = 25x O<x<4
u(x,t) <M
Resposta:
Bn =@(_1)”+1
nm

2 n+1 n?r?t
u(x,t)= 200 Z (_2 e_gsen[mexj
T

n=1

04. Solucione os problemas de valor de contorno a seguir empregando o método de sepa-

racdo de variaveis.
3u, (x,y)+2u,(x,y)=0
u(x,0)=4e™
Resposta: u(x,y)= 1"

) a%u(x, y)= Z%U(X, y)+u(x.y)

u(x,0)=3e "> +2e >

Resposta: U(x,y)=3>¥ + 2%

66



2.14 — Exercicios resolvidos

01. Seja f:R = R/f(x)=x%sen(2x), x e (—n,x), f(x +21)=F(x).

a) Plote o gréfico de f(x) com pelo menos trés periodos.

sy

o9
84
74
6+
54

9 -8 -7 -6 5 4 3 =2

R " N S P
A AT W M AR W MY SR
—t 1t

(@) (b)
Figura 2.18: Grafico de f:R — R/f(x)=x’sen(2x): (a) x e (—m,); (b) f(x +2m)=F(x).

b) Determine a série de Fourier de f(x).
f(—x) = (—x)*sen(— 2x) = —xsen(2x)
f(x) é fungéo impar (produto de uma par por uma impar) =a, =0, a, =0vn>1

P=2L=2n=L=m

L b3
b, = 2 f(x)sen(n T dex = gj x*sen(2x Jsen(nx )dx (2.14.1)
LJ, L TJ,

Empregando-se a identidade sen(u)sen(v)zé[cos(u—v)—cos(u+v)] em (2.14.1),

tem-se que:
b, = E{J. x? cos|(n — 2)x Jdx —j x? cos|(n + 2)x]dx} : (2.14.2)
T 0 0
Calculando a integral indefinida (integragéo por partes).
u=x2, du = 2xdx u=x, du=dx
os(ax
dv = cos(ax Jdx, v = sen(ax) dv = sen(ax)dx, v=—- ; )
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j K cos{axix = X Se0&) 2 j xsen(ax ix

a a

_ x"sen(ax) _Z{_ x cos(ax) L1 j Cos(ax)dx} (2.14.3)

a a a a

2
_X searll(ax) s 2xc:§(ax) ~ ZSe;(ax) LC

Retornando a (2.14.2).

b — l{xzsen[(n —2)x] L2 cos[(n—2)x] 2sen|(n—2)x]
" n n-2 (n-2) (n-2)°

Z}+
|

b, = l{nzsen[(n ~2)n] , 2ncos|(n—2)r] 2sen|(n— Z)n]} .

n+2 (n+2) (n+2)°

] l{xzsen[(n +2)x] L2 cos[(n+2)x] 2sen|(n +2)x]

n n-2 (n-2)° (n-2)
1 { n?sen|(n + 2)x] L 2m cos(n +2)x] 2sen[(n+ 2)1'5]}
m n+2 (n+2) (n+2)°

cos|(n+2)r]=(-1)" e sen[(n + 2)x]=
2n(-1)" 2n(-1)" | _ o 1 1
% = {( -2y (n+2)2}_2( Y {(n—z)2 (n+2)2}

b, = 2(_1) [(n+2) —rEn -2) } _ 2(_1){# +4n +(n42—(2;2—4n +4)}

o

Para calcular b,, volta-se a (2.14.2).
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@ T T

b, :i{ xzcos[(2—2)x]dx—j xzcos[(2+2)x]dx}
T o0 0
_1 xzdx—j x? cos(4x )dx
T o0 0
LT xzsen(4x)+2xcos(4x)_23en(4x) "
“nl 3} 4 42 4
_ifn’ _2n
“nl 3 16
1
3 8
16 o1 O n(-1)°
f(x)=—"sen(x)+| ——= |sen(2x)+16 ~sen(nx) (2.14.4)
9 3 8 (n* —4)
n=3

c) Plote simultaneamente os gréficos de f(x) e da série de Fourier de f(x) truncada

(empregue diferentes harmonicos) e faca comentarios pertinentes.

y y

D 7 » v & 9 9 9 ® ¢
T Sy S M SN M S |
L B S R S B E—

i
T
T

“f o L& b kL
T T T T * 7T 7
LI e E p

~
O ——

o0

2 1\
Figura 2.19: Gréafico de f(x)=—%sen(x)+(%—%Jsen(Zx)JrlGZ n(-1) sen(nx): (a)

— (n2 - 4)2

n=3; (b) n=1000.

Comentarios: Como f(x) tem descontinuidades do tipo removivel em

+ 7, +3n,+5mn,..., nd0 se observa o fendmeno de Gibbs na série de Fourier de f(x). Nas
descontinuidades de f(x), a série de Fourier converge para a média dos limites laterais

(zero).
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d) Use a série de Fourier de f(x) para determinar para quanto converge a série numé-

rica

' (—1)"(2n+1 3 5 7 9
Z )"@n+1) _ 3 5 7 N
(2n-17(2n+3)7 1°5° 377 529 72117 T

n=1

Considerando-se X :g em (2.14.4) e lembrando que (n2 —4)2 = (n2 —2Xn2 +2):

T 16 3 5 7 9
fl=|=0=-""-+16 - + - +...
[Zj 9 (12.52 32.7% 529 7211° j

16 . N (1) (2n+1)
9 162 (2n—-1)*(2n +3)?

n=1

O (C)™(2n+1) 1
Z(Zn “1)(2n+3¢ 9

n=1

02. Seja f :R — R/f(x)=senh(x)cosh(x), x € (-, xt), f(x+2n)="F(x).

a) Determine a série de Fourier de f(x).
f(— x) = senh(-— x)cosh(- x)
= -senh(x )cosh(x)
- 1(x)
f(x) = senh(x)cosh(x) é uma fung&o impar (produto de uma impar por uma par)

=a,=0a,=0vn2>1

P=2L=2n=L=m

o L n
b, = 2 f(x)sen(n T X]dx = EJ‘ senh(x)cosh(x Jsen(nx Jdx
LJ, L TJ,
2 (e (e sen(nx Jdx
TJ, 2 2

e 41-1—e

_2 J sen(nx dx
s 4

=i{ ezxsen(nx)dx—J‘
2n | ]

0

ezxsen(nx)dx} (2.14.5)

0
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Calculando a integral indefinida (integracéo por partes) Jeaxsen(nx)dx .

u=e*, du=ae®dx
cos(nx)

dv = sen(nx)dx, v =—

n
ax
J-ea"sen(nx)dx _ & oos(nx) + E-‘-eax cos(nx )dx

n n

u=e*, du=ae*™dx

dv = cos(nx Jdx, v = sen(nx)

n n n

e®sen(nx)dx = — e” cos(nx) + E{e"“sen(nx) —~ %J‘ x sen(nx)dx}

2 2

ax ax 2
e™sen(nx)dx = —° cc:]s(nx) L& sen(nx) —a—j > sen(nx Jdx
n n

2 ax ax
(1+%Jje“sen(nx)dx __e¥cos(nx) a8 sen(nx)
n n

n2

2 ax ax
j‘eaxsen(nx)dx: L {_e cos(nx)+ae sen(nx)}rC

n?+a? n n?

(2.14.6)

Substituindo-se (2.14.6) em (2.14.5), primeiramente com a =2 e depois com a =-2.

n

2 2x 2x
o _ L. {_e cos(nx)+29 sen(nx)

n
+
0

" 2nn?+4 n n?
1 n __ e > cos(nx) 2e *sen(nx)[’
2nn®+4 n n’ S
N L " e*cos(nn) L1oe” cos(nm) 1
" 2mn?+4| n n n n

b, :incgs(nn)(—e2“+e‘2“)
2t n°+4

:2_2%(_(927:_'_{%)

~ l n(_l)n+1 e
T 2n n?+4 e e ™)

_ 1 n(_l)le eZTc _e—ZTC
T n’+4 2
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_senh(2m) (-1)""n
T n?+4

b) Plote simultaneamente os gréficos de f(x) e da série de Fourier de f(x) truncada

(empregue diferentes harmonicos) e fagca comentérios pertinentes.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 I

Figura 2.20: Grafico de f(x)=senh(x)cosh(x), x e (-, ), f(x +2m)="f(x).
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Figura 2.21: Gréfico de f(x)=senh(x)cosh(x), x e (-, 1), f(x+2r)=F(x) (azul), e da série

de Fourier de f(x) com n =1 (vermelho).

<

140

~130
—~140
)

Figura 2.22: Gréfico de f(x)=senh(x)cosh(x), x e (-, 7), f(x+2r)=F(x) (azul), e da série

de Fourier de f(x) com n=10 (vermelho).
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140
130

130

<

~140

120

de Fourier de f(x) com n =20 (vermelho).

140
1301
1201
1104
100
90+
80
70
60
50
40+
301
201
10+

Figura 2.23: Gréfico de f(x)=senh(x)cosh(x), x € (-, ), f(x+2r)="f(x) (azul), e da série

20

Figura 2.24: Gréfico de f(x)=senh(x)cosh(x), x € (-, ), f(x+2r)="f(x) (azul), e da série

de Fourier de f(x) com n =50 (vermelho).

74



<

140

~130+
—140

Figura 2.25: Gréfico de f(x)=senh(x)cosh(x), x € (-, ), f(x+2r)="f(x) (azul), e da série

de Fourier de f(x) com n=1000 (vermelho).

Figura 2.26: Grafico da série de Fourier de f(x) com n=1 (vermelho), n =10 (verde es-

curo), n =20 (verde claro), n =50 (marron) e n =1000 (preto).
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Comentarios: Como o prolongamento periddico de f(x) tem descontinuidades do tipo salto

finito, observa-se o fendbmeno de Gibbs na

maior amplitude nas vizinhancas dos saltos.

série de Fourier de f(x), isto é, oscilagdes de

A estimativa para a maior amplitude é de cerca

de 9% da amplitude do salto. Nas descontinuidades de f(x), a série de Fourier converge

para a média dos limites laterais (zero).
03. Seja f(x)=cosh(3x), -n<x <m, f(x+2n)

a) Determine a série de Fourier de f(x)

f(—x) = cosh(-3x)
= cosh(3x)

= t(x)

P=2L=2n=L=m

=f(x).

f(x)=cosh(3x) é uma fungéo par =b, =0 vn>1

a, =— cosh(3x)dx=z[m(3x)} :isenh(Bn)
©J, T 3 o 3m
a, == | cosh(3x)cos(n x )dx (2.14.7)
o 0

Calculando a integral indefinida (integrac&o por partes) j cosh(3x)cos(nx Jdx .

u = cosh(3x), du = 3senh(3x )dx
sen(nx)
n

dv = cos(nx )dx, v = dv

cosh(3x)cos(nx )dx = cosh(3xsen(nx) 3

n n

cosh(3x)cos(nx Jdx =

n n

cosh(3x)sen(nx) 3

u = senh(3x), du = 3cosh(3x)dx

=sen(nx)dx, v = —%
senh(3x Jsen(nx Jdx

3

| senh(3x)cos(nx) .3
n

j cosh(3x)cos(nx)dx}

n

cosh(3x)cos(nx Jdx =

nZ

1+ n%jjcosh(Sx)cos(nx)dx _ cosh(3xJsen(nx) + 3senh(3x)cos(nx)

n2

|

n>+9 n

cosh(3x sen(nx) . 35enh(3x)cos(nx)} c

(2.14.8)

n2

Substituindo-se (2.14.8) em (2.14.7), tem-se que:

2

a

n 2

2
T

|

n‘+9 n n

cosh(3x Jsen(nx) .\ 33enh(3x)cos(nx)}“ ;

0
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nZ
n®+9

a. =

n

2
T n?

[SSenh(Sn)cos(nn)} ;

. 6senh(3n) (-1)"
" T n°+9’

f(x)= senh(3n) + 63enh(3n)2 ) cos(nx). (2.14.9)

3 T n’>+9

n=1
b) Calcule para quanto converge a sé€rie numérica

2(_1)n 1 1 1 1 1
il T O
n“+9 10 13 18 25 34

n=1

Considerando x =0 em (2.14.9), tem-se que cosh(0)=1 (f(x) é continua em x=0) e
que

1- senh(3n) . Gsenh(Bn)i (-2 .

3n T 2

n’+9’
n=1

L senh(3n) _ 6senh(3n)2 (-1

3 T 2

n>+9’
n=1

3 —senh(3r) _ 63enh(3n)2 1" .

3n T n>+9’

n=1

n+9  3r  6senh(3n) 18senh(3m)

2 (-1)" 3n-senh(3r) m  3m—senh(3n)

n=1
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2.15 — Exercicios complementares
01. Seja f(x), representada graficamente abaixo, uma fungéo 7z -periddica.
4 f(x)

2(

D)
v
>

|
N
[N

4 T
-—X-2,-—<x<0
Figura 2.27: Gréafico de f(x)={ " , F(x+m)=F(x).

——x+2,0<x<E
T 2

Expanda f(x) em série de Fourier.

0

Resposta: 4 E %sen(an).
T

n=1 y

4 yis
——X—Z-E<X<0
Figura 2.28: Grafico de f(x)=1 " , f(x +m)="F(x), e da série de Fourier

—£x+2,0<x<E
T 2

de f(x) com n=5 (vermelho) e n =20 (verde).
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02. Seja f(x), representada graficamente abaixo, uma fungéo 7 -periédica.

Akf(x)
2
J X
T r
2 2
ﬂx+2,-g£x<0
Figura 2.29: Grafico de f(x)=1" , F(x+m)=F(x).
——x+ZO£xsg
s

Expanda f(x) em série de Fourier.

= n+1
Resposta: 1+i2 E (_1)—z+1cos(2nx).
m n
n=1

ﬂx+2,-E£x<0

Figura 2.30: Grafico de f(x)=1{" , f(x +7)="F(x), e da série de Fourier de

——x+2,0£x£E
T 2

f(x) com n=2 (vermelho) e n =4 (preto).
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03. Seja f(x) a funcdo representada graficamente abaixo. Sabendo que f(x)=f(x +4n),

determine a série de Fourier de f(x) na forma usual.

 £(x)

——X-6, -2n<X<—T7

Figura 2.31: Grafico de f(x)= -2, -n<x<n , f(x+4n)="F(x).

iX—6, n<X<2n
T

ot {2
Resposta: f(x)=-1+— . cos(ﬂj :
T n 2

04. Seja f(x) a fungéo representada graficamente abaixo. Sabendo que f(x)=f(x+6m),

determine a série de Fourier de f(x) na forma usual.

Af(X)
3
1 1 :X
— T T
-3
3
—X+6, -3n<X< -7
T
Figura 2.32: Grafico de f(x)= 3, -n<x<mn , f(x+6m)="Ff(x).
-§X+& n<X<3n
T
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) e
(-1)

182 : 3] n X
Resposta: f(x)=1+— cos| — |.
P ( ) n? n? ( 3 j

-8, -4 0 L. _
05. Seja f(x):{ =X f(x)=f(x +8). Expanda f(x) em série de Fourier na forma
8, 0O<x<4
exponencial.
Resposta: f(x)= 8 E (_1)n 1 n=0= C, =0.
T

N=—ow

—2X, -t<X<0

06. Seja f(x):{ , f(x+2m)=F(x).

2X, O<x<m

a) Expanda f(x) em série de Fourier na forma exponencial. Para quanto converge a

sérieem x==+x1?

Resposta: f(x)zg E ﬁz_le"‘x,n=0:>c0=n.
n

n=—ow0
Em x =+n a série de Fourier converge para a média dos limites laterais,

ou seja, 2rw.

o0

1

b) Use a série determinada no item a para calcular E W
n —_

n=1

2
Resposta: % :

07. a) Obtenha a série de Fourier que converge para a funcado 2 -periédica f(x):ex,

— T <X<7T.

Resposta: f(x)= ZSLh(”){E + Zw: (_2 1)n1 [cos(nx)—n sen(nx)]} :

T 2 n° +
n=1

b) Determine a identidade de Parseval correspondente a série obtida no item anterior.

o0

2
Resposta: Z 21 _ zsenh(27)— 2Zsenh (7z)
n?+1 4senh?(r)

n=1
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0, se-7r<x<0

uma funcéo 2 -periodica:
sen(x), se 0<x <7

08. Sendo f(x):{

a) expanda f(x) em uma série de Fourier;

Resposta: f(x)= i, %sen(x)+ lZ(_lelcos(nx) .
T

T —-N

b) mostre que t 1 +..._”2_8
1?32 3°5° 577 16

Sugestao: calcule a identidade de Parseval.

09. Seja

0, -t<x<0
£(x) =
) {cos(x), O<x<m

e sua série de Fourier

f(x) :—cos ZJ—H]sen (nx) (2)

f(x)=f(x+2n) (1)

A Figura 2.33 ilustra o grafico de f(x) e de sua série de Fourier com n=50.

N
P
\ . r\
. . . .
t ; ; . t t t ;
—4 -3 -2 -1 1 2 3 4 1 Y 1 1 1
} P ¥ f } } t
\ US 72 7‘ | \3]
ot
ot

(@) (b)

0, -t<x<0

Figura 2.33: (a) Grafico de f(x)={ , f(x)=f(x+2n); (b) grafico de

cos(x), O<x<m
J_”]
f(x) =—cos sen(nx), com n =50.

a) f(x) é par ou impar? Justifique.

b) Identifique os coeficientes de Fourier de f(x).
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_n|(-1)" +1

o vn=>2.
nln® —

N | [

QJ
I
o
<
oD
\Y
N~
o
S

I
o
o
|

Resposta: a, =0,a, =

L 53 .
c) Para quanto converge a série (2) se x=14n? Ese x= Tn? Justifique.

, . 1 T , .
Resposta: em x =14x a Série converge para E; em X = T a série converge para

V3
5
d) Use a série de Fourier de f(x) para determinar a convergéncia da série

Z”: (2n)
(2n-1)°(2n+1)*

n=1

2
Resposta: T
16

10. Prove que, para 0<x<r:

2) X(z—x)= L _{cos (2x) | cos (4x) . cos (6x) +}
6 12 22 3? !
b) X(z—x)= §{sen (x) . sen (3x) | sen (5x) +}
| T 3 5° '

Usando (a) e (b), mostre que:

= _q)pt 2
C) E—( Z =—
12
n=1
d
)ZZn 1
e) - 1 _n6 o - i_ n®
Z(Zn—l)e 960 Zn6 945
n=1

n=1

11. a) Mostre que, em —z <x<r,

1 2 3 4
x cos(x) = —Esen(x)+ Z{E sen(2x)— ﬂsen(3x)+ Esen(4x)— - } :
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Légend
Séerie de Fourier com n=1,...,10
f() = x cos(x)

érie de Fourier com n=1,... 5

Figura 2.34: Grafico de f(x)=xcos(x),- 7 < x < 7, e da série de Fourier de f(x) com n=5
en=10.
b) Usando (a), mostre que em — 7 <X<7x

cos(2x) cos(3x) N cos(4x) _ . }
1.3 2.4 35 '

xsen(x)=1- %cos(x)— 2{

1.8
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.6
10.4

." ¥

X

Legend

———  Série de Fourier comn=1,... 5
——  f{x) = x sen(x)

Figura 2.35: Grafico de f(x)=xsen(x),-z < x <z, e da série de Fourier de f(x) com n=5
c) Empregando (a) e (b), mostre que:
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ks n+l
(1" (2n+1) _ l; Resposta: Use X == em (a).
4 2

- 2n(2n +2)
2; _3 Resposta: Use x =z em (b)
n(n+2) 4 Posa: - .

n=1

e2
12. Seja f(x)= ~(x+2) se-2<x<0

-X+2

e, se0<x<?2
abaixo.
| J
| 7 |
/\ P
| AT
/| L T
S /45 \ /
L] :
| / | /3- Il'. :
\ | \ 2] / ‘\ ”ﬂ
\ I} Y F \ \
: Mo \ / \
l|I| 1lI llll f
0 8 & -4 2 U 2 4 & 8 10
e2
Figura 2.36: Grafico da funcéo f(x)= ?(X +2) se-2<x< 0, de periodo fundamental
e, se0<x<?2
P=4.

a) Verifique se f(x) satisfaz as condi¢cdes de Dirichlet.

b) Determine a série de Fourier correspondente a f(x).

1 g2 2
Resposta;a, =e’-=,a. =——[—(-1)" |+ ez —(—1)']
p 0 2 n n27z_2[ ( )] n27Z'2—|—4[ ( )]
e’ nz
b =—— 4 e2 —(-1 n .
n nr nirl +4[ ( ) ]
c) Calcule a identidade de Parseval da série de Fourier obtida no item anterior.

0

4 2
Resposta: E (an2+bn2)=e—+e——§.
12 2 8

n=1
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d) Usando um software gréfico, plote o grafico da série de Fourier determinada em (b)
com pelo menos quinze (15) harmonicos.

m_
&
2y

e2
?(x+2), se-2<x<0

Figura 2.37: Série de Fourier com n =15da fungéo f(x)= , de pe-

-X+2

e, se0<x<?2

riodo fundamental P=4.

0, se-3<x<0

X2(3—X), se0<x<3 ,f(x+6):f(x)_

13. Seja f(x):{

a) Esboce o gréfico da fungcdo dada com pelo menos trés periodos.

44

0, se-3<x<0

Figura 2.38: Grafico da funcéo f(x)=
HANE L0 o f(x) {XZ(?)—X), se0<x<3

, de periodo fundamental

P=6.
b) Determine a série de Fourier de f(x).

162 n 27 n o4 n+
el - Sh e e -y

] -9
ReSpOSta. d, = Z, n= W
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¢) Usando um software grafico, plote o grafico da série de Fourier determinada em (b)

com pelo menos cinco (5) harmoénicos.

& 4-
f 1
5
2]
11
0 M | .\of-x.’ .\f.
10 Ys B 4 Y2 Ul 2 V4T g 8 M

0, se-3<x<0

, de peri-
x?(3—x), se0<x<3 P

Figura 2.39: Série de Fourier com n =5 da fungéo f(x):{

odo fundamental P =6.

Figura 2.40: Grafico de f(x)=x’sen(x), f(x)="f(x +3n).

b) Determine a série de Fourier de f(x).
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18(-1) |, 8n(27+4n’)

Resposta: a, =a, =0, bnzﬂm{_n n W}
- —4n
f(x)=@ (-1) : _n2n+8n(27+4n2 ) Sen(anj '
n z :9—4n (9-4n?) 3

n=1

c) Esboce o gréfico da série de Fourier de f(x) com n=1, n=10, n =100, n =1000,

.. (Explore as limitagBes do aplicativo grafico empregado).

Figura 2.41: Grafico de f(x)=x’sen(x), f(x)="f(x +3n) (azul) e de

18 5: -1) 8n(27 +4n? 2nx
f(X):? 9(_ 4)n2 |:_ mln + (9(_4n2)2 )}sen( 3 ) com n =2(Verme|h0).

n=1

=~

i ..‘\ﬂ. i AP A N
HHHHH-R AT
SW\(HHZ 31fus{eL 748120 24

=

Fiqura 2.42: Grafico de f(X)=x%sen(x), f(x)=f(x +3r) (azul) e de

f(x):gz ) {— m°n+ 8”(27+4n2)}sen(zng com n =5 (vermelho).

T 9—4n? (9_4nz)2

n=1
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SCOLEG D0

LVLILY IR PLP A

&
f:"
<3--
>
=

I
LT koo

\ .A \ ]
M T L W7 A MU AR ULt T IO
12\45Vg101112\31 s 819202142 oo

Figura 2.43: Grafico de f(x)=xsen(x), f(x)=f(x +3n) (azul) e de

f(x):g E 1) {_n2n+8n(27+4n )}sen(zng com n =10 (vermelho).

i 9-4n? (9_4n2)2

n=1

[V 1 T | ) 1
Loy A T AT T
290020 1019181

X
I III/\IIIIIIA/I\II 11 b4
B W L7 AUUNLNLA LU ULV USUSUS BUSUR BURU 4«

45 6\7/5]0]]]2 31415461 74812021 BZAZWQ;Z!

Figura 2.44: Grafico de f(x)=xsen(x), f(x)=f(x +3n) (azul) e de

00

n 2
f(X)=§ E 1) {—n2n+5m(27—w}sen[2%)com n = 5000 (vermelho).

m (9-4n?)
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L . 17 619
d) Para quanto converge a série de Fourier de f(x) se x = —1—;? Ese x= Tﬁ ? Jus-

tifique.

17 L. . 2
Resposta: em X = —1—;, a série de Fourier converge para zgig (\/5 + \/E);

6197 , . . 72
em X= T , a serie de Fourier converge para T .

15. Seja

f(x)= {cos(:’), ) T;i);i(; f(x +2m)=f(x).

a) Esboce o gréfico de f(x) com pelo menos trés periodos.

b) Determine a série de Fourier de f(x).
Resposta: f(x):%cos(x)+1 E n(;;L) 1+1 sen(nx).
n p—
n=2

c) Plote simultaneamente os gréficos de f(x) e da série de Fourier de f(x) truncada.

Empregue diferentes harmonicos.

. : 42
d) Para quanto converge a série de Fourier de f(x) se x =15x? E se X = o ?
Justifique.
1 ) 2
Resposta: ——; cos| — |=—.
2 4 2

e) Use a série de Fourier de f(x) para determinar para quanto converge a série numeé-

rica

2
Resposta; ~— .
64
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3. AINTEGRAL DE FOURIER - TRANSFORMADAS DE FOURIER

Usa-se a série de Fourier para representar uma funcéo f(x) definida em um intervalo
de amplitude 2L ((-L,L)ou(0,L)). Quando f(x) e f(x) sdo seccionalmente continuas

nesse intervalo, uma série de Fourier representa a funcao no intervalo e converge para um

prolongamento periédico de f(x) fora do intervalo.

Estabelece-se neste capitulo uma forma de representacéo integral de algumas fun-
cOes definidas na reta (expanséao de f(x) em uma integral de Fourier). A partir da integral de
Fourier, define-se as transformadas de Fourier (direta e inversa) e emprega-se estas trans-

formadas na solucéo de equacdes integrais e equacdes diferenciais ordinarias e parciais.

3.1 — Da série de Fourier a integral de Fourier

Suponha-se uma fungéo f(x) definida em (-L,L) que satisfaga as condi¢des de Di-

richlet. Assim:

o0

D oo Mo
I

+

0

K>

n=1

f(x)= =

o (3.1.1)

Considerando «, , reescreve-se (3.1.1)

como

0

12 :
Ao +—
T

n=1

_ f(u)cos(anu)du]cos(anx)+

J.

A .

f(x)=

(3.1.2)

f(u)du}

-L

f(u)sen(e, u)du}sen(anx)

Como L > o= Aa —>0, tem-se que

lim

Aa—0

{1

27

{ j _Lf(u)du

L

Mﬂ_

9

1



Logo, o restante de (3.1.2) toma a forma

f(x)= AILTOZF(an JAa = Al(ierOZF(nAa)Aa. (3.1.3)
n=1 n=1

Em (3.1.3) tem-se uma soma de Riemann, o que leva a integraIJ- Fla)de .
0

Dessa forma, pode-se escrever o limite de (3.1.2), quando L — o = Aa — 0, como

f(x):ijﬂc J”cf(u)cos(oc u)du |cos(a x)+ J‘wf(u)sen(oc u)du jsen(a x) tdot -

Az,ot) B(a)

3.2 - Aintegral de Fourier

A integral de Fourier de uma fungéo f(x) definida no intervalo (—,) é dada por

f(x)= L j [A(@)cos(a x)+ Blaken(e x)]da

onde

Ale)= J' :f(x)cos(a XHix

(o) = J' _:f(x)sen(a Y.

3.3 - Convergéncia da integral de Fourier

Se:

(1) f(x) e f(x) sdo seccionalmente continuas em qualquer intervalo finito;

(2) j [f(xJdx converge, isto &, f(x) é absolutamente integravel em (- oo, )

entdo a integral de Fourier converge para f(x) em um ponto de continuidade e converge

para w (média dos limites laterais) em um ponto de descontinuidade.
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Demonstracao

SPIEGEL, Murray R.; WREDE, Robert C. Célculo avancado. Porto Alegre: Bookman, 2004.

Observacdo: as condi¢ces de convergéncia da integral de Fourier sdo suficientes, porém

nao necessarias.

3.3.1 - Convergéncia absoluta e condicional

0 o0

f(x)dx é dita absolutamente convergente se j [f(x}dx con-

a

A integral imprépriaj

o0 o0

[f(x)dx diverge, entéo j f(x)dx € dita condicional-

a

verge. Se J. f(x)dx converge mas j

a

mente convergente.

o0 0

[f(x )dx converge, entdo J- f(x)dx converge.

a

Teorema: Se I

a

Exemplos

x? +1
0

mdxg %dx e ?_l dx converge.
o X +1 . X +1 . X +1

19) J- COS‘(X)dx € absolutamente convergente e, portanto, convergente, isto porque

sen(x sen(x . : sen(x . -
29) j de =7, mas j —()dx diverge. Assim, j de € condicionalmente
X X
convergente.
Exercicio

Mostre que j 21 dx converge.
X +1
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3.4 — A integral cosseno de Fourier

Se f(x) € uma fung&o par no intervalo (—oo,x), tem-se que:

@ O o0

Ale)= | F(x)cos(er xlix = 2 J' £(x)cos{ee x)ix ;

0

¢ —0

™ O

B(a)=| f(xpen(axyx=0;

o —o0

f(x)= —J. A(a)cos(a xda . Integral cosseno de Fourier
0

3.5 - A integral seno de Fourier

Se f(x) € uma fung&o impar no intervalo (—oo,), tem-se que:

Ala)= . wf(x)cos(a x)3ix =0;

¢ —0

@ O o0

B()= [ f(x)sen(a xHix =2 J' £ (x)sen(a xHix

0

o —0

f(x)= —J- B(a)sen(a xde . Integral seno de Fourier
0

Exercicios
0, sex<0
Seja f(x)=41, se0<x<2.
0, sex>?2

01. Determine a integral de Fourier de f(x).

Resposta: f(x)= EJ- " sen(a)oos(x _1)a]da

VA (04
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0, x<0oux>?2

J‘ " sen(ot)cos(x _1)a]da 1T 0<x<2
2

(0]

E, X=00ux=2
4

02. Para quanto a integral de Fourier converge em x=0e x=27

03. Prove quej Mdaz% eJ‘ &(a)da:n

0 a o

—00

3.6 — Formas equivalentes da integral de Fourier

W
f(x)= L j [A(@)cos(a x)+ Blaken(e x)]da

;o O

Ala)=| f(x)cos(e x )ix

¢ —0

@ ©

B(a)=| f(x)sen(a x)ix

f(x):% [ [jwf(u)cos(oc u)du}cos(oc x)+“wf(u)sen(oc u)du]sen(oc x)}da

f(u)[cos(a u)cos(a x)+sen (o u)sen(a x)]du}da

f(u)cos|(u - x)oc]du}doc

¢ 0 ¢ —©

(3) Forma complexa

002 | { | rloosfs —x)a]du}aa

Como f(u)cos|(u—x)e| € uma fungéio par em o, tem-se que
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(=1 j { J' " (u)oos[(u —x)a]du}da. (3.6.1)

—00

Uma vez que f(u)ken[(u—x)a] é uma fungdo impar em o, o que implica que

j {j f(u)sen[(u - X)a}ju}da =0, pode-se escrever (3.6.1) em uma forma exponencial.

f(x)= 1 [ [ {f(u)cos[(u —x)a]+i f(u)sen[(u x)a]}du}da

f(x):i f(u){cos[(ux)a]+isen[(ux)a]}du}da

¢ -0 (@ —©

f(x):i [ T [ mf(u)e‘(”)“du}da

27z. 1.
f(x):i f(u)e‘“”e‘”du]doc
Zn. -0 @ —oo

f(x):ij j f(u)e™ du |e ™ da
2n AJd

Fla)

f(x)=ijw F(o.)e™*do. onde F(a)sz f(x)e™ dx .

2n

Observacéo: se em (3.6.1) se considera cos|[(x —u)a], tem-se que

o0

f(x)= L j :F(oc)ei”da com Flo)= j' (x)e " dx.

“on

=00

Exercicios

01. Determine a integral de Fourier que representa a funcéo pulso

1, selx| <a
f(x)= . (3.6.2)
0, se|x|>a
Resposta: f(x)= EI sen(aa)oos(a X)da
T 0 (94
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T
=, X <a

J‘wsen(aa)cos(ax)d B 2

a=4 0, |x|>a
o

T
7 X =

Observacdo: se a=1, a funcdo (3.6.2) € chamada pulso unitéario.

02. Represente por uma integral de Fourier as funcdes a seguir.

*X’ O @

a) f(x):{e ex> Resposta: f(x):E %ax)da
e*, sex<0 r), a®+1
_x 0 ° ©

b) f(x):{e ex> Resposta: f(x)=E %(ax)da
-e*, sex<0 ry, a +1

03. Usando a representacédo integral de Fourier, mostre que:

2 J‘ sen ﬁa)sen ax)da _ %sen(x), sex| <7

0, se|x|>

2 a=

- cos(m] cos(ax) Z cos(x), se|x| <=
) J‘ 2 o =12 2

l-a 0, s;e|x|>Z
2

3.7 — Defini¢céo da transformada de Fourier e da transformada de Fourier inversa

Integral de Fourier

f(x):iij(a)e‘“Xda onde F(OL):J”Of(X)ei“XdX

2n

f(x)ziJ‘ j f(u)e* du [e™*da
2n 1J.
%f—J

F(a)
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Transformada de Fourier

() = Flr) = j _wf(x)e“”dx

i (3.7.1)
:J‘ f(x)[cos(a x)+ i sen(a x)Jdx
Transformada de Fourier inversa
SR = 1= 2 j Ha)e “*da (3.7.2)
T -00

Figura 3.1: Transformadas de Fourier.

Define-se a transformada de Fourier de f como sendo a fungdo F(a) ou f que associa
a cada funcao absolutamente integravel f : R — C afuncao F(a): R— C(ouf ‘R—> Cj de-

finida pela expresséo (3.7.1); a sua inversa, chamada transformada de Fourier inversa, € a

funcdo que associa a cada funcéo F(a): R— C(ou f:R-> Cj pertencente ao conjunto ima-

gem de S{f(x)} a fungdio absolutamente integravel f:R — C definida pela expressdo

(3.7.2).

f(x) 2 Fla)

Se f(x) é uma funcdo par, entdo J{f(x)}= F(a):j f(x)cos(ox )dx (F(e) € um real
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puro); se f(x) é uma fungéo impar, entdo 3{f(x)}= F(a)= ij f(x)sen(ox)dx (F(c.) € um ima-

ginario puro).

Observacoes

12) A literatura ndo € unanime quanto a forma para as transformadas (3.7.1) e (3.7.2). Nela

se encontra também os pares de transformadas abaixo.

() = Flar) = j _wf(x)e“”dx

1.
5 Fla))= 100 = = j Fla)e"da
S0 = Fe = -2 [ #6067 ax
 al)=Fle)- - j T
i e, 17
3 {F(a)}—f(x)—E _wF(a)e da
3 = 1 ’ x)e ' Xdx
| a0l - j flx)e

2r ) .,
S )= 1= J' ' Fa)e da

2%) Os pares 2 e 3 constituem a forma simétrica.

3%) Quanto as constantes que multiplicam as integrais nos pares de transformadas, o pro-

: 1
duto das mesmas deve sempre ser igual a >
T

43) A transformada de Fourier € convergente somente para um conjunto muito limitado de

funcBes f(x), isto porque as condigdes de existéncia (suficientes, ndo necessarias) da in-

tegral de Fourier sdo bastante restritivas.

3.8 — Transformadas cosseno de Fourier

A fungéo f(x) € par no intervalo (—oo,).
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Integral cosseno de Fourier

@ o©

Ala)=2| f(x)cos(a x)x

¢ 0

@ ©

f(x)= i A(a)cos(a xda

J 0

f(x)zi [ w“ wf(u)cos(a u)ju]cos(a XM

Transformada cosseno de Fourier
5. (X)) = Fu () = I £(x) cos(a x)dx
0
Transformada cosseno de Fourier inversa

SR (o) = (0= 2 j F. (@) cos(er x)a

3.9 — Transformadas seno de Fourier
A fungéo f(x) € impar no intervalo (—oo,).

Integral seno de Fourier

@ O

Bla)=2| f(x)sen(a x)x

@ ©

f(x):% B(aren(a x Har

J 0

{ j :f<u>sen<au>du}en(ax>da

100



Transformada seno de Fourier
5. (X)) = ()= I £(x)sen(r x)dx
0
Transformada seno de Fourier inversa

SR (a)) = f(x)= 2 j "F () sen(a x)da

Exercicios

01. Seja f(x)=1. Calcule 3{f(x)}.
Resposta: 3{f(x)} diverge.

: _ 1, se|x|<a
02. a) Determine a transformada de Fourier de f(x)= :
0, se|x|>a
_ 2sen(aat) : _
Resposta: F(o)= = 2asinc(aa), 0. % 0;
a
a=0=F(0)=2a.

b) Esboce o grafico de f(x) e de sua transformada de Fourier para a =3.

ﬁ

0.4

021 ]

N\ ,'/\"'\ .'/p\\, ) / \I‘l _-'f\\ Gt Y

A0 & & 4 2 0 2 4 B & 10 A0 2 (B AP -?\/U ll\? M M ¥
J-11 Y

(@) (b)

Figura 3.2: (a) Grafico de f(x) para a =3; (b) grafico de S{f(x)} para a =3 (funcao par).
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“ sen(acr)cos(a x)
(94

da

c) Calcule j

7w, se|x|<a

“ sen(aar)cos(a x)
(04

Resposta:J‘ da = %,se|x|:a.

-0

0, selx>a

00

03. Solucione a equagéo integral j f(x)cos(a xJdx =e ™.
0

x? {e“sen(ax) e cos(ax)}rc_

Resposta: e “coslax)da = -
g _[ (ax)d x?+1

X X

04. A transformada de Fourier preserva paridade?

_ _ 1-x?, se|x| <1
05. a) Determine a transformada cosseno de Fourier de f(x)= :
0, selx>1

Resposta: F.(a)=2 sen(a) - (Z cos(a)’ a#0.
(04

b) Mostre que j {sen(x)—;wos(x)} cos(ijdx _3r
. X 2)" 16

Sugest&o: considere x =% em f(x)=3"{F(a)}.

3.10 — Funcéo de Heaviside

Oliver Heaviside (1850-1925): engenheiro eletrénico inglés.

A funcéo de Heaviside (ou funcado unitaria de Heaviside) é definida como

102



H:R-{0} >R

1 x>0
X —> : (3.10.1)
0, x<0

0.84

0.6

0.4

0.2+

Figura 3.3: Funcao de Heaviside.
A funcéo de Heaviside (3.10.1), também chamada funcéo salto unitario ou funcéo

degrau unitério, ndo é definida em x =0. Alguns autores definem

Na literatura também é comum encontrar a notagdo u#(x) para H(x).

A funcéo degrau unitario transladada é definida como

1 x>c
u(x-c)= {0 o (3.10.2)

0.8

0.6

0.4

0.29

1 x>2

Figura 3.4: Fungéo degrau unitario transladada u(x - 2) = {0 5"
, X<
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Quando multiplicada por outra funcéo definida em (-ao,x), a funcéo degrau unitario

(3.10.2) cancela uma porc¢éao do gréafico da funcéo.

Exemplo
. 1 1, x>0 , N o
Mostre que 3{e ™ u(x)}=———, a>0, onde u(x)= é a funcédo unitaria de
a—lo 0, x<0

Heaviside.

o0

3 {e—ax 'LL(X)}: -[ g u(x)eiaxdx :j e—axeiaxdx :j e(—a—*—ion)xdx
0 0

—0

= 'im{e(_am)x T - |im{e_axeiax I = Iim{e_ax [cos(a x)-+isen(a x)]}:

boe —a+ia |, bo¢ —a+ia b—>oo —a+io

e ®[cos(ab)+isen(ab)] 1 1 1

b—w —a+io —a+ia _a+ia  a—io

—0 se a>0

Observacdes

18) Se aeC, entdo I{e ™ u(x)}= N 1i , Re(a)>0.
il [0

23 A funcéo f(x) =e * n&o é absolutamente integravel; ja a funcdo f(x) =g ™ u(x) é abso-

lutamente integravel.

Exercicio

Mostre que f(x)=e" u(x) é absolutamente integravel.

3.11 — Espectro, amplitude e fase da transformada de Fourier

Denomina-se conjunto dos numeros complexos (C) o conjunto de pares ordenados
de numeros reais para os quais estao definidas as seguintes propriedades:
1. igualdade: (a,b)=(c,d)<>a=ce b=d;
2. adicdo: (a,b)+(c,d)=(a+b,c+d);
3. multiplicacdo: (a,b)(c,d)=(ac —bd,ad +bc).
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zeCe=z=(xy), xyeR
Exemplos: 2i+3=(2,3), i =(0,1) (imaginario puro), 1=(1,0) (real puro).
Forma algébrica: z=x+1y, i= J-1.

i’ =ii=(01)(01)=(0-1,0+0)=(-10)=-1

Conjugado: z=X+iy=x—iy.

Plano de Argand-Gauss

4 Im(2)

X g Re(z)

Figura 3.5: Plano de Argand-Gauss.

Médulo: |z] = y/x? +y? = {Re?(z)+Im?(2);

zz=(x+iy)\x—iy)=x2+y? :(\/x2+y2)Z =l7".

Forma polar ou trigonométrica:

cos O :é: X =|z|cos6;
sen0=2 = y= |z[sen6;
- |Z| y_ I

z=x+iy=|zcos0+ilzjsen0 = |z[[cos 0 + i send] = [z] e'°.
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Argumento: tgo = y =0= arctg(zj = arctg( Im(z)j .
X X Re(z)

Sabe-se que J{f(x)}=F(«), onde f:R —C e F:R — C. Assim, pode-se considerar
a transformada de Fourier F(e) como sendo

Fla)=Fy(a)+iF () (3.11.1)
ou

Flar)=|F(ar) e, (3.11.2)

onde i =+/-1, F,(x) € a parte real de F(e), F,(«) € a parte imaginaria de F(a),

F(a) =R (@)+F () (3.11.3)
e
0= arctg( E‘ ((Z))] : (3.11.4)

A forma (3.11.2) é a forma polar da transformada de Fourier, (3.11.3) € a amplitude

da transformada de Fourier ou o espectro de amplitude do sinal f(x), (3.11.4) é o angulo

de fase da transformada de Fourier ou o espectro de fase do sinal f(x) e
P(a)=|Fa)’ =R (a)+F (@) (3.11.5)

é o espectro de poténcia do sinal f(x).

Exercicios
: 1L x>0 o s -
Seja f(x) =e™ u(x), onde u(x)= {O (o0& fung&o unitaria de Heaviside e a > 0.
LX<
Determine:
01. a parte real de 3{f(x)} = F(«); Resposta: F; ()= S a :
+a
02. a parte imaginaria de 3{f(x)} = F(«); Resposta: F, (o) = ———
a’ +a
03. 0 angulo de fase de J{f(x)}=F(a); Resposta: 0 = arctg(%}
- a’+a’
04. a amplitude de 3{f(x)} = F(e); Resposta: |F(a) = o
+a
05. 0 espectro de poténcia de (x). Resposta: P(«)= = L -
+a
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3.12 — Propriedades operacionais das transformadas de Fourier

Funcdes de decrescimento rapido

Uma fungéo f:R — C é de decrescimento rapido se ela for infinitamente diferencia-
vel (fé C”)ese

lim x"D"f(x)=0,

‘X‘A)ao
ou seja, f(x) e suas derivadas vao mais rapidamente para zero do que as poténcias x" vao

para infinito quando |x| —> 00,

Exemplo
f(x)=e™
;/.
1000 / \
//” 081 ‘\ rx}
500 // 0b] | / ]
o /]
0 8 75//4" S 2 4 B 8 10 o g &
~ x | 10 B8 6 4 2 2/ 4 B 8 10
/,/ il ]gg.z- \ _1_\ / x
/ £ 1% /
v 40 8 6 4 29 2 4 & 8 10 “ \ )
-10004 X sl
(a) (b) (©)

Figura 3.6: (a) Gréfico de f(x)= x%; (b) grafico de g(x)= e (c) gréfico de

D3g(x)=—8x% .

O conjunto das funcdes f de classe C°°(R) tais que, tanto f como todas as suas
derivadas tendem a zero quando |x| — o0, constituem o espacgo de Schwarz, denotado por
S(R).

1. Afungdo Gaussiana f(x)=e™, com a >0, pertence a S(R).
2. O produto de uma fung&do polinomial p = p(x) pela fungdo Gaussiana é uma fungdo

h(x)=p(x)e ™ pertencente a S(R).

3. S(R) é um espaco vetorial de funcdes.
4. Se uma funcdo f(x) pertence a S(R), entdo sua derivada também pertence a S(R).
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5. Se uma fungéo f(x) pertence a S(R), entdo a transformada de Fourier de f(x) tam-

bém pertence a S(R).

3.12.1 — Comportamento de F(a) quando |a|—

A transformada de Fourier F(r) de uma fung&o f(x) absolutamente integravel € uma

funcdo continua e que se anula no infinito, isto €,

lim Fer)=0.
Exemplo
o 1 selx|<1 _ .
A funcéo pulso unitario u(x): , cuja transformada de Fourier é
0, sefx| >1
- 2sen(a)
Su(x)j=Ula)=—"—,a#0,a=0=U(0)=2.
o
7
1o -8 e R R 2 TEF B a8 10
Figura 3.7: Grafico de 3{u(x)} = U(a) = 25e_n(a)1 a#0,a=0=U(0)=2.
o

Teorema

Se f:R — C € uma funcdo absolutamente integravel, entdo sua transformada de
Fourier F():R — C (ou f:R — C) é uma fung&o continua e limitada. Se, além disso, F(a)

(ou f) for absolutamente integravel, entéo f é continua.

3.12.2 - Linearidade

Se f,9:R — C sao fun¢des absolutamente integraveis e a,b e R, entéo
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S{af (x)+bg(x)} = aS{f (x)} + b3{g(x)} = aF(a) + bG(ex).

Prova: segue da definicdo de transformada de Fourier e da propriedade de lineari-
dade da integral.

o0

(af (x) + bg(x)) = I [ () + b (x e dx

—00

_a j (x)edx + b j o(x)e™ dx = aF(cr) + bG(cr)

3.12.3 — Simetria (ou dualidade)

Se S{f(x)}=F(a), entdo I{F(x)}=2nf(-a).

3HF(a)}=f(x)= 2—17[ j. e do = J. e *do = 21 () (3.12.3.1)

Efetuando as substituicbes a <X e X <—-a em (3.12.3.1), tem-se que:

;o O

F(x)e™ ) dx = 2n f(-a);

o —oo

m ©

F(x)e™ dx = 2nf(-a);

o —o0

SF()} = 2n (- o).

Exemplo

x| 4 3a?
J{ez X } oc +4)

2
5 A 3 ~Lope g = T gze2
(x2 +4) 8 4

3.12.4 — Conjugado

Se f:R — C é uma fungdo absolutamente integravel, entdo
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S{ﬂf)}z F(-a), onde F(o)=3{f(x)} e  é o conjugado complexo.

S{m}: wme‘“dx = -.-_wﬂﬂ[cos(oc X)+ i sen(o x)Jdx

A 0

=| f(x)e™*dx =F(-a)

o —0

Observacao: fg=fgef+g=f+g.

3.12.5 - Translagé&o (no tempo)

Se f:R — C é uma funcdo absolutamente integravel, entdo
S{f(x—a)}=e™* F(a), onde F(a) = 3{F(x)}.

Prova

X—a=u

o0

Si(x—a)} = j (-2 dx = j (L) dy
|

—00

00

F(Ue e du = e j F(u)edu = e F(ar), onde Fla) = S{F(x)]

—0

o0

Observacéo: se 3{f(x)}= j f(x)e*dx , entdo 3{f(x —a)}=e **F(a), onde F(ar) = 3{f (x)}.

—00

3.12.6 — Translacéo (na frequéncia)
Se f:R — C é uma fungéo absolutamente integravel, entdo
3™ f(x)} = F(r +a), onde F(a) = 3{f(x)}.
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Prova

a+a=u

IaXf I IaXf X)elaxdx _I f(X)6i(a+a)de
j F(x)e " dx = F(u) = Fla + )

o0

Observac&o: se S{f(x)}zj f(x)e**dx , entdo I f(x)}=F(a-a).

—00

3.12.7 — Similaridade (ou mudanca de escala) e inversdo de tempo

Se f:R — C é uma funcéo absolutamente integravel e a = 0, entédo

S{f(ax)}zﬁF(%), onde F(a) = S (X)) (3.12.7.1)
Prova

u du
(1) a>0, ax=u, X_E dx:—, X —>0=>U-—>00, X —>—0=>U—>—0

o))

Sif(ax)) = j RS j e du
A et
du

u
(2) a<0, ax=u, X=—, dX=—, X >0=>U—>—-00, X —>—00=>U—>00
a a

=§J-:f(u iad _H (aj

Observacédo: considerando-se em (3.12.7.1) a = —1, obtém-se 3{f(~x)}=F(-a). Esta 0l-

5{f () = J ey = L J- -wf(u)eia:du=—§ J' o

tima igualdade é conhecida como propriedade da inversédo de tempo.

Exercicios
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i

Sabendo que 3{g(x)}=G(a)=—————, calcule:
-a”+5la+6
1 (a o4
01. fg(2x)}; Resposta: F{g(2x)}=-G| %= _
“o(2x) esposta: Sig(2x) = (2) —a® +10iq + 24
02. 3 —2)f: R ta: 3 _ 2\ =e?eG =2iai—0‘
S{g(x—2)} esposta: 3{g(x —2)}=e?G(a)=¢ —n e
i(a —100)

03. I "%g(x);. Resposta: Jie *g(x){= G(a —100) =
3 g(x)} posta: {e ™" g(x)}= G(« ~100) (o 100) +5i{a ~100) 16

3.12.8 - Convolucéao

A convolucéo (ou produto de convolucéo) de duas fun¢gdes absolutamente integra-

veis f(x) e g(x) é definida como sendo a funcéo

0

(F <g)x)= j Zf<x—u>g<u>du= j f(u)o(x - u)u.

— -0

A integral imprépria que define a convolugédo converge para todo X se as fungdes

f(x) e g(x), além de serem absolutamente integraveis, sdo também quadrado-integraveis,

isto €, seus quadrados também sdo absolutamente integraveis.

j. [f(u)du <oo,j lg(u)’ du < 0

A afirmativa anterior pode ser comprovada com o emprego da desigualdade de

Schwarz
2 2
| <® 2
2 2

valida paratodo a,beR.

j_:f(x—ub(u)du < j_:|f(x— u)g(ujdu < %J-_]f(x— u)’du +%-‘-—:|g(u]2du —w

A convolucgéo de fungbes absolutamente integraveis, quando esta definida, é tam-

bém uma funcéo absolutamente integravel.

Transformada de Fourier de uma convolucéo
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Se f,9:R — C sao fun¢des absolutamente integraveis, entao

S{(f * 9)x)} = Fl@)G(a), onde F(a) = 3{f (x)}e Gla) = S{g(x)}-

Prova

airel- | (Fgeax- | { | wf(u)g(x—u)du}e-“dx

—00 —00

_ plau ia(x—u):

Como e'“* =g'“Yg

3 +g)= j { j :f<u>g<x—u>du}e-“em<x“>dx.

Mudando-se a ordem de integragéo:

S{f*g}:-“ f(u){j g(x—u)e'“(”)dx}e'“”du.

Considerando-se Xx—Uu=v=>X=U+V=0dx=dv.

Sif+g= wf(U)“wg(V)E‘”dv}e‘“du

o O

Propriedades da convolucéo

12) Comutativa fxg=gx=f

28) Associativa fa(g*h)=(f xg)*h

39) Distributiva fa(g+h)=(F*g)+(f=h)

43) Elemento nulo f*x0=0

52) Elemento identidade  &x=f =f & : delta de Dirac (distribuicao)
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Modelos matematicos que envolvem a convolugcdo estdo presentes em diferentes
ramos do conhecimento. A convolu¢cdo modela distorgbes em ondas sonoras e luminosas,
surge no processamento de sinais e na deteccao de ondas eletromagnéticas e/ou mecani-
cas e é também base de alguns sistemas de redes neurais de autoaprendizagem. Na Ma-
tematica, a convolucao é empregada na solugdo de sistemas lineares de equacdes diferen-
ciais e na solugdo de alguns tipos de equacdes integrais. Na Estatistica, € usada para cal-
cular funcdes de densidade de probabilidade.

Exemplo
Solucione a equacao integral

y(x)

Il
«
—

X

N—"

+
%
g 8

<
—
c
N
-~
—_
X
|

c

=

c

Exercicios

01. Mostre que:

a) J‘ e du=+/n;

b) xxe™ :j (x—ule“du=xvr.
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X 1, o
02. Mostre que f(x)=* u(x)=J. f(K)dK’ sendo u(x) {O Ssee >;>< .

—00

3.12.9 — Multiplicacao (Convolucao na frequéncia)

Se f,g:R — C sao fung¢des absolutamente integraveis, entédo
1
S (x)g(x)j = -~ Fla)*G(a), onde Fo)= 3 (x)} € G(a)=Sg(x)}.

Prova

j F(x)g(x)e'

j 1 (K)e'x“dK]g(x)e"“dx

27:

3.12.10 - Transformada de Fourier de derivadas

Sejam f : R — C uma funcao diferenciavel absolutamente integravel e f uma funcéo

absolutamente integravel. Como f(x) — 0 quando X — +, ent&o
i ()} =i F(a), onde F(ar) = S{F(x)}.

Sejam f : R — C uma funcgéo duas vezes diferenciavel absolutamente integravel e f

e f fungdes absolutamente integraveis. Como f'(x) — 0 quando X — +o, ent&o
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3" (x)} = —a? F(a), onde F(ar) = S (x)}.
Generalizando, sejam f:R — C uma funcdo n vezes diferenciavel absolutamente
integravel e as derivadas até ordem n de f fungBes absolutamente integraveis. Como

f'(x),f"(x),....f " (x)—> 0 quando x — *oo, entéo

SO (x)}=(-ia)" F(a) onde neZ,n>1,Fla)=3{f(x)}.

o0

S ()} = J' f (x)e*dx

—00

a——0 b—o

3 (%)= Iimj f'(x)ei“de+|imj f'(x)e'*dx (3.12.10.1)

Integrando por partes.

u=e'"* = du=iae"“*dx
dv =f'(x)dx = v =f(x)

jf(x)e“”dx =f(x)e"* —iajf(x)e““dx (3.12.10.2)

Empregando-se (3.12.10.2) e (3.12.10.1).

b

3 (x)}= lim

a—>—w

{[f(x)e‘“] o iajao f(x)e“”dx}Jr kl)imo{[f(x)e‘”] b_ig j

{f(o)f(a)e‘“a ia j 0 f(x)e‘“dx}Jr kl)im{f(b)e‘“b 6(0)-ia .[

f(x)e‘“xdx}

3 (x))= lim

0

f(x)e“”dx}

%Y

{f'

()} = —ic J _Oof(x)e‘“"dx
o)

ia3{f(x)} = i F(a)

X

Por recursividade:

S ()} =i S (X)} = (~ia ) -ia)3F (X)) = - (X)) = —a® Fa).
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Exercicios

o0

01. Mostre que S{f'(x)}z ioF(a) se F(o) = S{f(x)}=J‘ f(x)e "™ dx .

—00

02. Sejam f:R — C uma funcdo diferenciavel absolutamente integravel e f uma funcéo

absolutamente integravel. Como f(x) — 0 quando X — +oo, mostre que:

a) Scif ()f=a 3 (x)}-F(0) = @ Ry (a) - (0);

b) 35{f (x)f = —a 3 ff ()} = - Fe(er).

Observacao: as transformadas seno e cosseno de Fourier ndo séo adequadas para trans-
formar a derivada primeira (ou qualquer derivada de ordem impar), isto porque a transfor-
mada seno (ou cosseno) da derivada de f ndo é expressa em termos da transformada seno

(ou cosseno) da funcao f.

03. Sejam f : R — C uma funcéo duas vezes diferenciavel absolutamente integravel e f e
f" funcdes absolutamente integraveis. Como f'(x)—> 0 quando X — *oo, mostre que:

a) Scif ()f=—a 3 {f(x)} - (0)=-2’ F.(a)- 1 (0);

b) Jeif (X)}=—a? 34 {F(x)}+a F(0)=—a® Fy(a)+a f(0).

3.12.11 - Derivadas de transformadas de Fourier

Se f:R — C é uma fungéo absolutamente integravel e x f(x) também é uma fung&o
absolutamente integravel, entdo

S{xf (x)} = —i F (@), onde F(a) = 3{F(x)} .

Se f:R — C é uma fungéo absolutamente integravel e x* f(x) também & uma fun-
¢cao absolutamente integravel, entao

3{x?f(x)} = —F (), onde F(a) = I{F (x)!.

Se f:R —C ¢é uma fungio absolutamente integravel e x" f(x) também é uma fun-

cdo absolutamente integravel, entdo

()} = (=) F™ (er), onde Far) = SF(x)}.
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%F( ):%j f(x)e'™ dx_J a[fx)e ]dx_j ix f(x)e'**dx
j (x)f'**dx = iS{xF (x)}
Sxfx :—F

d‘i : F(a):diz I :(x)e“”dx— J )
)= I [x? £(x)f“*dx = —3{x*F (x)}
{ T(x)f=F ()

j x*f(x e *dx

Exemplos

19)

3{(2x—x? +3x3 (%)} = 23{x F(x)} - F{x? £(x)}+ 33 F(x)}

=-2i F'(oc)+ F"(oc)+3i F (OL)
29)
e oad[ 1] ()1
She ™ uba} _(_I)a{a—ia}__l @-iaf (a-iaf

1, 0
Re(a)>0 e u(x):{o );ZO

39)

s{x’e™u(x)} =(-i)

o; [ﬁ} = %{(a —1ia)2 } == Zé: - :Z))ﬁ_ - @ —2ioc)3

1, 0
Re(a)>0 e u(x)z{O )>(<20
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40)

S e Fer e {(a S } iy

1, x>0
0, x<0

d3
do®
Re(a)>0 e u(x)= {

59)
n!

(a—io)™
Re(a)>0 e u(x)= {

s{x"e®u(x)} =

1, x>0
0, x<0

Exercicios
. ax 1, x>0 , o o, .
01. Seja f(x): xe™u(x), onde u(x)= 0 9 € a funcéo unitaria de Heaviside e a > 0.
, X<
Determine:
2 2
a) a parte real de S{f(x)}=F(a); Resposta: F,(a)= a;“z
(@°+a?)
b) a parte imaginaria de 3{f(x)}=F(a); Resposta: F,(a)= 26‘—“2
(a2 + az)
A 22
c) o angulo de fase de 3{f(x)}= F(«); Resposta: ¢ =arctg 2
—-a
d) a amplitude de S{f(x)}=F(a); Resposta: |[Fle) = — L >
a’+a
e) o espectro de poténcia de f(x). Resposta: P(a)= ;2
(a2 + az)
02. Prove a propriedade da diferenciagéo na frequéncia 3{i x f(x)} = diF(a)'
(0
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3.13 - Resumo: propriedades operacionais das transformadas de Fourier

1. Linearidade
S{af (x)+bg(x)} = a3{f (x)} + b3{g(x)} = aF () + bG(r)

2. Simetria
Se F(a)=3{f(x)}, entdo I{F(x)}=2rf(-a).

3. Conjugado
Se F(o) = {f(x)}, entao 3f(x)}=F(—a).

4. Translacédo (no tempo)

S{f(x—a)} =" Fa), onde F(a) = 3{f (x)}

5. Translacao (na freqiéncia)
3™ F(x)} = F(a +a), onde F(a) = 3{f(x)}

6. Dilatacdo (ou similaridade)

flax))= L F(ﬁj, onde Fler) = {F(x))

ol \a

(1

7. Inversao de tempo
S (- x)l = F(— «), onde F(o)= S{F(x)}

8. Convolucao

S{(f # 9)x)} = Fl@)G(a) onde Fla) = 3{f (x)}e Gla) = Sig(x);

9. Multiplicacéo (convolucéo na frequéncia)

Se F(o)= 3{f(x)} e G(a) = I{g(x)}, entdo 3{f (x)g(x)} = =S F(o)*G(at).

27

10. Transformada da derivada primeira
i (x)}=—i F(er), onde F(er) = 3{F(x)}
Seif ()f =@ S (x)}-1(0) = a Ry () - (0)
3 ()} =~ S (0)} -~ Fol@)

11. Transformada da derivada segunda
i (x)}= —a? F(a), onde F(a) = 3{f(x)}

3l (x)f=—a* S (x)} - (0)=—a’ Fe(@) - (0)

34 (X)) = - I (X))} + 2 F(0) =—a® Fy(ar)+ « F(0)

12. Transformada de derivadas

SO (X)) = (~ia)" F(e)onde neZ,n>1,Fa)=3{f(x)}
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13. Derivadas de transformadas de Fourier
S{xf (x)} = —i F (er), onde F(a) = S{f (x)}
3{?F(x)} = —F (cr), onde F(a) = I{F(x)}

S (x)} = (i)' F" (), onde F(ar) = 3{f(x)}

14. Diferenciacéo na frequéncia

Sl xF(x)} = % Fo)

Tabela 3.1: Propriedades das transformadas de Fourier.

3.14 — Delta de Dirac

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984): fisico, matematico e engenheiro britanico.

Partilhou o Nobel de Fisica de 1933 com Erwin Schrédinger.

Funcao impulso unitario

(3.14.1)

0, X<X,—a
5, (x—x%,)= 2ia’ X,-a<X<X,+a a>0
0, X2 X,+a
A
1
2a[ 777 i
1 |
A=—(2a)=1!
=L
X, —a Xy X,+a

Figura 3.8: Funcao impulso unitario.

A funcéo (3.14.1) pode ser compactada usando-se a fungcédo degrau unitario. Assim,

34 ¢~y )= oAb~ 0t ~a)]- kG, )l
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onde

1 Xx>Xx,—-a

u[x—(xo—a)]:{

1 x>x,+a

e u[x—(xo+a)]:{

0, X<X,—a 0, X<X,+a

Considerando-se
8(x —x,)=1lim8, (x—x,),

a—0

tem-se a distribuicdo delta de Dirac

&x—xgz{

% S X=Xo (3.14.2)
0, se X # X,

©, Se X=C

A distribui¢&o (3.14.2) pode ser escrita como §_(x)=3(x —c)= {O o xc
, Se X #

o, se Xx=0

uando c =0, tem-se qued(x)= )
° ¢ qued(x) {0, se x=0

Fisicamente, o delta de Dirac pode ser interpretado como um impulso de energia em

um sistema, razao pela qual recebe o nome de funcao impulso de Dirac.

3.14.1 — Propriedades do delta de Dirac

A distribuicdo delta de Dirac & = 8(x) apresenta as seguintes propriedades:
. 8(x)=0, se x#0;
. 3(x)=8(-x), vxeR;

oW N R
%)
—~
o
~
I
8

7. (f *8)(x) f(x), se f(x) é continua;

f( x)6 x)dx =f(0), se f(x) é continua em x =0;

©
'—o

9. ( 8, \x)=f(c), se f(x) & continuaem x =c;

10. 3(x)=u (x)=£u (x), onde u (x) € a fungéio degrau unitario;
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11. 8(ax) = ﬁ&(x).

Observacao: mais informagdes a respeito do delta de Dirac podem ser obtidas em HSU,
H.P. Sinais e sistemas. Porto Alegre: Bookman, 2004.

3.14.2 — Transformada de Fourier do delta de Dirac

Aplicando-se a transformada de Fourier a propriedade 7, prova-se a transformada

de Fourier do Delta de Dirac.
(f *8)(x)="f(x)
S{(F *8)x)j =St (x);
3t (x)318(x)) = S{F (%)}
B()p=1
3L =8(x)
Dessa maneira, pode-se escrever o par de transformadas

8(x) 2 1.

«—

2

L

3.15 — Métodos para obter a transformada de Fourier

3.15.1 — Uso da definicao e propriedades
2a

2

T ,Re(a)>0.

Mostre que S{e"a‘x‘ }:

e_a‘x‘ _ e_aX,X>O
e™,x<0

0 © 0 0
S{e—ax}:j eaxeiaxdx_'_-‘. eaxeiaxdxzj e(a+ia)xdx+j e(—a+ia)xdx
—0 0 —0 0

_ e(a+ia)x 0 ) e(—a+ia)x Kz
= lim - + lim -
ko= a+ia | ko] —a+ia
1

0

T e S

a+io ko> —a+ia

K, 0
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Cimi_ L e*:[cos(a kl)‘.l- isen(ak, )] .
k= | a + it a+io
—0 se Re(a)>0

T lim e [cos(a kz)w_tisen(oc k,)| 1_
k,—o0 —a+lo —a+lo
—0 se Re(a)>0
11 -—a+ie-(a+ie)  -2a  2a
a+ia —-a+ia (i)’ —a? —a?-a* a?+a?
Exemplo 1
°°e_3x+2iXdX:S{e—3x}| _ 22(3)2 _6
» L 2°+3 13
Exemplo 2

Seja f :R — R/f(x)=x% ",
1. Determine F(o.) = 3{f(x)} .

0(2+<’:12 ’
o~ —a|X i d6 2a d6 1
\s{xee H}:F(a)z(—l)6 dael:a2+a2:|:_2ad0(,6|:a2+a2:|

g d° - 20. g d° a
do® (a2 +a2)2 do® (oc2 +a2)2
_ 42 d* _<0c2 +a2)2 —20c<0c2 +a2)20c _ 1 d* | a?+a® —40?
do i (oc2 +a2)4 do* (oc2 +a2)3
4 d* | a®-3a® | , d° —6a(oc2+a2)3—(a2—3a2)3(oc2+a2)220c
=4d 4 3 =4a 3 6
do* | (a® +a?) da (a? +a?)

_ 4 8 | —6ala? +a?)-(a’ —30c2)60t}:4a o [120(3—12a2a}

do® i (a2 +a2)4 do® (oc2 +a2)4
B d® | o®-a’a
s
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=48a d* _(30‘2 —az)(az +az)4 —(a?® —aZOL)“(Ot2 +a2)32a

o? I (OL2 +a2)8
= 48a d’ _(30‘2 —azxaz +az)— o’ —azoc)B(x

dOL2 i (OLZ +a2)5

=48a d” [ 30" +3a%a” —a’a’ —a‘ —8a* +8a’a’
- d(X2 i (az +a2)5
~ d? 110220 —5a.* _a4_
=48a dol2 : (OLZ +8.2)5 |

d? 10a2a2 —5a4 —a*
=48a dOLZ__ (0(2 +a2)5

48ai (20a2a—20a3xa2 +32)5 —(10a*a® —50.* —34)5((12 +a2)420j
= da ( 2 2)10
L o’ +a

- 48ai_(20a20‘_200‘3X0‘2 +a?)-(10a%? —50." —a‘ 0o
= do i (OLZ +a2)6

a a+a

d | 30a 1008.2(13 +30a o

d [ 20a%a® + 20a%c — 200.° 20a2a3 100a’a. 3+5Ooc5+10a4oc}

=483 — 480a
ada_ oc +a? } { (ocz—i-az)6

150* —30a%0? +3a* fa? +a?
4500 § )( a’) -

o —10a%a’ +3a4a:|

i (oc2+a )1

_(150L4 —30a%a? +3a4XOL2 +a2)—(30c —10a°a’ +3a4a)12(x

(3OL —10a°a® +3a* ocﬁ((x +a )2 ]

=480a
i (0c2+a2)7
[ 4.6 2.4 pond 2 6
_ 480a 21a” +105a“a 673a o +3a
e
6 naqd 2 2.4 5.6
_1440a a’—-21a"a +35a7OL To
(a2+a2)

6 91k 2 2.4 56
e |- 1440{:;1 21a%0? +35a% — 7o }a>0

(ocz +a2)7

2. Plote os graficos de f(x) e de F(a)= 3{f(x)} para a =2 e comente-os.

f(x) = x®e
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64 —336a.> +1400.* — 70’

Fla ) = 2880
) (oc2 +4)7

64 —3360.°> +1400.* — 7a®
(oc2 +4)7

(vermelho).

Figura 3.9: Grafico de F(a) = 2880 (azul) e de f(x)=x% "

Comentarios: f(x) e F(a) sédo funcdes

1. que se anulam no infinito;
pares;

limitadas;

continuas;

absolutamente integraveis;

L e o

pertencentes ao espaco de Schwarz.

_|1-21x* +35x* - 7x°
3. Calcule 3 o :
2
(x +1)

Considerando-se a=1 em (3.15.1.1), tem-se que

2 4 6
f(x)=x%" e F(a)—1440[1_21a 3% ~Ta ]

(OLZ +1)7
Propriedade da simetria (dualidade): 3{F(x)} = 2nf(—a), 3{f(x)}=F(at).
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_|1-21x* +35x* - 7x°® 21 6 | T 6 o
3 . = (~a)e™ =——a’
(Xz +1) 1440 720

T afe, sea >0
720

T 5% sea<0
720

3.15.2 - Uso de equacOes diferenciais

_ax? 07 -« X e
Mostre que J3i€e 2 :Te 2 e, conseqlientemente, 3<e 2 r=+27 e 2, sendo
a

f(x)=e " afuncdo gaussianae a > 0.
¢aog

aXZ

Seja f(x):e_T. Entdo, f(x) satisfaz & equacéo diferencial ordinaria de primeira
ordem

f'(x)+axf(x)=0. (3.15.2.1)

Aplicando-se a transformada de Fourier a ambos os lados de (3.15.2.1), obtém-se:

S{f '(x)}+ aS{x f(x)} = 3{0};

—iaF(a)+a(—i)%F(a):0;

aiiF(a):—ia F(a);

da
Foe = gl
j (o o - J' % gy
nfFa)=-1% +c,
Flor)= Ce’% (3.15.2.2)

Aplicando-se a transformada de Fourier inversa a (3.14.2.2), chega-se a

:2n T

f(x)=3"{F(a)} 1 I Flo)e™*da =2i J- Ce 2e7*Xdq. (3.15.2.3)
Considerando-se x =0 em (3.15.2.3), tem-se que
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10)=1==| eZda=| ezda=2T=
2n | ) C .

Calculando-se a integral em (3.15.2.4):

2
Z_:uzzazmu, dazmdui
a

a—>0=u—>0 a>0o=U—>x a>0;

j e 2adq :J- e " J2adu = \/5-‘. e du= g
0 0 0

Calculando-se a integral em (3.15.2.5):

1 1
U2 =w=u=Jw=w? du=%w 20w ;

U—>0=>w—->0,uU—>w0o=>W-—>x©;

OLZ

e 2adog = E.
C

s} o0 1 0 1
e'du = e’Wlw 2dw:1 w Zerwzlr(ljzﬁ_
0 2 2 0 2 \ 2 2

0

Substituindo (3.15.2.6) em (3.15.2.5), obtém-se

\/;_7[ 2z _\/Z
\/57—63(:—@\/5—\/5

Substituindo-se (3.15.2.7) em (3.15.2.2), tem-se que

F(a) = % ef% .

x? a?
Considerando-se a =1 em (3.15.2.8), conclui-se que S{e 2 }— N2re ? .

Exemplo

we—x2+3ixdx _ ﬁ{e_xz >| _ \/ﬂ _§ _ \/;
= =5t ==
—0 =3 \/E e 4

3.15.3 — Decomposicéo em fragdes parciais

. 104 -ix e
Seja F(a)zm. Determine 3™ {F(a)}.
a2+8ia—6:0:>a=_8l+ =40 _ i+ 10 = (- 4+10))
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40-10ia
Flor)= R 7 ) P Ty (3.15.3.1)

Decompondo-se (3.15.3.1) em fragBes parciais, tem-se que:

40-10ia A B
F(a):[a—(—4+\/ﬁ)i][a—(—4—\/ﬁ)i]=a—(—4+@)i+a_(_4_@)i (3.15.3.2)

40-10ic = Al — (-4—10)i [+ Blo— (- 4+ V10 )]
40-10ic =|(4++10)i A+ (4—10)i B+ (A + B

A+ B=-10i
{(4+\/E)iA+(4—\/E)iB= 40
Substituindo-se (3.15.3.3) em (3.15.3.2), obtém-se:

5i 5i
F - _ _
)= T Cas Vo) a4 i)
Ha)= 5i (i) 5i (i)

~ a-[-4+410)i () «-(-4-+10)i (i)

— A =-5i, B=-5i] (3.15.3.3)

F(a)= > + >
(—4+\/E)+ia (—4—@)“(1

5 5
F(a):_(4—\/ﬁ)—ia_(4+\/ﬁ)—ia (3.15.3.4)

1, x>0

1
_ - —ax ’R 0’ = . .15.3.
Sabe-se que 3{e ™ u(x)}= P e(a)>0, u(x) {0’ <0 (3.15.3.5)

Aplicando-se a transformada de Fourier inversa a (3.15.3.4) e empregando-se
(3.15.3.5), chega-se a

~-1 —_531 L 37 1
f(x)= 3 {F(a)j=-53 {4\/Eia}5‘s l4+\/ﬁia}

%/_J %/_/
>0 >0

= —587(47\/5) X u(X) _ 5e—(4+\/ﬂ)) X u(x)
-5 u(x)[e*(“*m) x | g-l410) x]
sl e

=-10e ™ cosh(\/Ex)u(x) :
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Exercicios

sen(x), x| <
(), < . Determine 3{f(x)}.

01. Seja f(x)—{

0, |X|>n

)= 2i sen(rr ) .

R ta: 3if
esposta: 3{f(x .

02. Use uma transformada de Fourier conhecida e as propriedades operacionais para cal-
cular S{xze"x‘ }
2 —
Resposta: S{xze“x‘ }: —4(30{—31) :
2
(a +1)
03. Calcule S{(l—x)ze“x‘ }

_ 2
Resposta: S{(l— x)?e }= a22+l = (aflfl)z - ?Si 1)31) :

1

24132’

04. Seja f:R — C/f(x)= Re(a)> 0.

X

o0

a) A funcdo f(x) é absolutamente integravel? Calcule, se possivel, I

—00

Resposta: g, Re(a)>0.

1 T ol
b) Mostre que 3 =—e "', Rela)>0.
) wostre aue 3+ |~ Te !, Refa)

3.16 — Transformada de Fourier de algumas fun¢cdes ndo absolutamente integraveis

Aborda-se agora a transformada de Fourier de algumas funcdes que nao séo abso-

lutamente integraveis.

3.16.1 — A funcao constante unitéaria

A fungéo constante unitaria pode ser vista como o caso limite da fungao pulso.
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Llx/<a
Func&o pulso: f(x)= 0>
X[ >a

limf(x)=1

a—00

3= s{m f(x)}: lim S{f (x)} = lim

a—o a—oo
1 sen(ac.)

a—wo T o

3.16.2 — A funcéo sinal

Func&o sinal: sgn(x)

1, x>0
~-1x<0’

2sen(act)

v

sen(4a)
a

{\/\I\A[\AAI\AA\A Xw

I A/}\AAJ\A\I\/\/\/\I\

AN A VA ALY
VV

uVU\IVV"‘ﬁ"“" bt

A funcéo sinal pode ser expressa pelo limite

son(x) = lim [e u(x)-e™ u(-x)],

1, x>0
0, x<0

x<0

onde u(x)= { e u(-x)= {t (o0

Assim:
Sfsgn(x)} = 3{ LILT(} [e™

=lim s {[e™™
a—0 \S{[e

131

u(x)-e* u(-x)1
u(x)-e” u(=x)1}



] { 1 1 }
=lim — — .
a->0la—loe a+lo

) 2ia
=lim 5 5

=03 +a
B 2i

o

)

o0

Observacéo: se S{f(x)}:j f(x)e"**dx , entdio I{sgn(x)}= _a
—w o

Exercicio

Mostre que 3{e™ u(-x)}= L Re(a)>0, onde u(-x)= L x<0

aue a+io’ ’ o, x>0
3.16.3 - A funcéo degrau
A
Funcao degrau unitario: u(x)= L x>0 1
¢ J ' 10, x<0’

Pode-se reescrever a funcéo degrau unitario como

u(x)= %[1+sgn (x)].
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o0

Observacéo: se 3{f(x)}= j f(x)e™*dx , entdio 3 {u(x)} = ne‘)(a)_l = n5(or) + Ii .
Y a a

3.16.4 — A funcé@o exponencial

Se f(x)= Isinc(Tx) _ T sen(Tx) , entdo lim f(x) = lim T sen(Tx) _ 8(x).
T T TX T Toom  TX
0, X=0
olx)= {o, X % 0
S{eiax}:J eiaxeiaxdx :j ei(a+a)xdx
B o T -
= lim {cos|(a + a)x]+isen[(a + o )x Jjdx
o -T
o T T
= lim cos|(a + a)xJdx = lim sen{(a +a)x]
T—o J+ T—o a+o T

_ Iim{sen[(a +o)T] sen[(a+a)(- T)]} 5 Iim{sen[(a + oc)T]}

T a+ao a+ao a+ao

Tow

= 2@@;%{%} = 2nm£sinc[(a +0a)T]=2n8(c+a)

3 {2nd(ou+a)} =™

e 2 2nd(a+a)

0

Observacéo: se S{f(x)}:j f(x)e"*dx , entdo S{ei“}z 2md(o—a).

—00
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Exercicio

Mostre que S{e’iax }: 2md(o—a).

3.16.5 - A funcédo cosseno

{oos(ax)} = j Zcos(ax)e‘“dx _lim j cos(ax) e

T—oo

T . .
. eIaX +e—|ax .
= Ilmj- 5 e'**dx

1 T T
== Iim{f gl@r gy +J e‘(“‘*)xdx}
2 T
T T

= %{2118(& +a)+2nd(a—a)}

= (o +a)+ (o —a) = n[S(ou +a)+ (o —a)
37 {n[d(cc+a)+8(a.—a)]} = cos(ax)

cos(ax) > nfd(c+a)+d(c—a)]

Exercicios

Mostre que:

01.

02.

03.

04.

S{sen(ax)} = in[8(a. —a)— (. +a));

S3{cos(ax) u(x)}= g[éi(oc +a)+08(a—a))+

S{sen(ax) u(x)}= 5 [3(o-a)-8loc+a)]-

S{j‘x f(K)dK} = nF(0)5(Ot)+iF—(a) , onde F(o)= 3{f(x)} e u(x)= {1, se x>0

o 0, se x<0

X
—0

Sugestéio: use f(x)x* u(x):j f(i)dk e f(x)5(x)=F(0)5(x) se f(x) for continua em

x=0.
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3.17 - Resumo: transformadas de Fourier de algumas funcdes

f(x) Fa)
1|x <a 2sen(ac)
F(x)= X < a#0
0,/ >a
F(0) = 2a
e Re(a)>0 23
a’+a’
! T o-ald
R 0 —
x* +a’ o(a)> a
g% 1 [04
FC(a): a’+1 FS(a): a’+1
e 2 2re 2
e 2,a>0 %e%
o 3 1 x>c 1
e ™ u(x),Re(a) >0, u(x—c)_{O’ ‘< —
x"e ™ u(x), Re(a)>0, u(x-c)= Lx>c ke
! ! 10, x<c (@a—io)™
o, X=0
5 =
(X) {O, X=0 1
Lx<a
1=Ilimf(x) f(x)=
a> () 1) {O,|x|>a 2m3(ot)
son(x) = 1Lx>0 2i
I 1,x <0 o
1, x>0 i
=" nola )+ —
u(x) {0,X<0 () o
piax 2m3(ou+a)
cos(ax) [d(c+a)+ (o —a)
sen(ax) in[8(c.—a)—8(c+a)

cos(ax) u(x)

o

2[8(0c+a)+ 6(oc—a)]+ o

_az
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sen(ax ) u(x) i—n[S(oc—a)—5(0t+a)]_

X f(K)dK .
j - w0)(a)+ )

Tabela 3.2: transformadas de Fourier de algumas func¢des e distribuicoes.

3.18 — Identidade de Parseval para as integrais de Fourier

I :|f(x)|2dx L j Z|F(a]2da, onde F(e) = S{F(x)]

Prova

f=u+iv, u=u(xy), v=v(xy)

f=u
ff = |f|2
f(x)=f(x)
NUC O e ( )*G(a)
j:f(x)g(x)eiaxdx :i j :F(u)G(a—u)du (3.18.1)
Considerando-se « —0 em (3.18.1), obtém-se
J' _:f(x)g(x)dx L J' _:F(u)e(_ W)du (3.18.2)

Assumindo-se em (3.18.2) g(x):ﬂ;) e lembrando que S{ﬂ;)}: F(-o), prova-se a
identidade.
g(x)=F(x)
3lglx)} = 3 )
G(a)=F(-a
o< —0:
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o0

.wf (me = Z_lrcj F((x)ﬂa)joc

—00

[f(x) dx = Zij F(e)’ de (3.18.3)
—0 T —o0

Se f(x) e g(x) séo fungdes pares, pode-se reescrever (3.18.1) como

J' X = 2 J' F ()6, (a)a . (3.18.4)

T

Da mesma forma, quando f(x) e g(x) séo fungBes impares reescreve-se (3.18.1)

como

J' X = 2 J' ()G, (a)der (3.18.5)

T

Quando f(x)=g(x), (3.18.4) e (3.18.5) tornam-se, respectivamente,

[Croaro-2[ aror e [ o2 [ Felae

T 0
3.19 — Célculo de integrais improprias

Pode-se empregar as transformadas de Fourier ou a Identidade de Parseval para

calcular para quanto convergem determinadas integrais improéprias.

Exemplo
x?, x| <1

Seja f:R—>R/f(x)= :
satne (){O,|x|>l

1. Plote o grafico de f(x).
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x?, x| <1
Figura 3.10: Gréfico de f :R — R/f(x)= .
0, [x|>1
2. Determine F(a) = 3{f(x)}.
Fo) = () = I F ()" dx
1 ” 1
= j x%e"“*dx = j x?[cos(ax) + i sen(oux )Jdx
—11 1
= ZJ x? cos(oux Jdx
0
Calculando-se a integral indefinida por partes.
u=x?, du=2xdx u=Xx, du=dx
dv = cos(ax )dx, v = sen(ax) dv =sen(ax)dx, v=— cos(ax)

a

sz cos(ax Jdx = XZLn@X)—E-“x sen(ax )dx

_ xsen(ax) L2 cos(ax) 2sen(ax)

+C
a a’ a’
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2 3

o) 2[xzse2(ax) ) 2xczs(oax) ) ZSe:L(oax)}l

0

a OL2 OL3

_ 2{sen(oc) s 2cos(a) Zsen(oc)}

a’sen(a)+ 20 cos(a) - 2sen(ot)

3
a

5 (o — 2)en(o) + 20.cos(at) o

3 1
(04

=2

#0

1 1 3
F(0)= Zj x? cos(0.x )dx = 2-[ x2dx = 2%[ =§
0

0 0

Fo)=2 (a2 - 2)5en(oc2+ 20.c0s(at) Cas

3. Calcule J‘ w [<X2 — 2)sen(>;)6+ 2X COS(X)]2 dx.

Identidade de Parseval: J [f(x)"dx = Zij IF(a) da.
—o T —0

J'll dx :2_171"-12(0(2 —2)sen(oc3)+ Zoccos(oc)Tda

(0

T ob

2x° [ 2 J' “[(e? = 2)sen(ar) + 2. cos(a)]? da

0

—00

o’ 2\ 5

J'w (0% - 2sen(ct) + 2. cos(a)]” dor n(2j ~

r
5

J”O [(x? — 2)en(x)+ 2x cos(x)|’ g™
x° 5

—00

Exercicios

1,0<x<1
0L. Seja f(x):{o g >1< .

a) Determine a transformada cosseno de Fourier de f(x).
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sen
Resposta: F.(a)= M, a0,

(94
b) Determine a transformada seno de Fourier de f(x).

_ 1—cos(a)

Resposta: F(a)=—"~, a#0.
(04
@ © l— 2
c) Mostre que {&(X)} dx =2
Jo X 2
@ O 2
d) Mostre que el Z(X)d -z,
Jo X 2

Resposta: J‘ ax > =z,

0 (x2+1) 4
Decorréncia: Sc{e‘x}: !
a’+1

o0

03. Solucione a equagéo integral j f(x)sen(a x)3dx =e™.

0

2X
Resposta: f(x)= )
X +1

(04

Decorréncia: Ss{e‘x}: —
a”+1

o0

2
04. Calcular j x“dx 5
0 (x2 +1)
*© 2
Resposta: J‘ X dX2 S
0 (x2+1) 4

1 |x|<1

05. Sejam f:R —R/f(x)=xp(x) e P:R*R/p(x)_{o x|>1
X[ >
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a) Calcule F(o)=3{f(x)}-

Resposta: F(a)= 2i sen(ot)~ ?Cos(a), F(0)=0.
(04

2

. . . “sen(x)—xcos(x) i
b) Determine para quanto convergem as integrais j >€ ( ) COS( )e %dx e
X

=00

X4

[Tt xeotel

=00

Resposta el
2 3

3.20 — Solucéo de equacdes diferenciais

3.20.1 — Equacdes diferenciais ordinarias

Exemplo
Solucionar a equacdo diferencial ordinaria

3y"(x)+5y (x)+2y(x) = f(x). (3.20.1.1)

Seja 3{y(x)} = Y(«). Aplicando-se as transformadas de Fourier, obtém-se a solugéo

de (3.20.1.1) na forma integral.

3By (x)+ 5y (x)+ 2y ()} = S{F ()}
33{y" ()} + 53y (0)}+ 23y (x)} = S (x))
~3a’Y(a)-5iaY(a)+2Y(a)=F(a)
(—3a2—5ia+2)Y(a): F(e)

Vie)=— ZF—(Ogi)a +2

a4

2 _Big+2

y(x)= 2ij. Fla) gieng

—3a?-5ia+?2

Questao

E se em (3.20.1.1) f(x) fosse um polinémio definido em (—ao,0)?
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Exemplo

Solucione a EDO de segunda ordem
2

—Dd7go(x)+r<2Dgo(x):Q5(x), (3.20.1.2)

onde D,x%, x>0 e Q s&o constantes.
Sle(x)}=¥(a)

Aplicando-se a transformada de Fourier a (3.20.1.2), obtém-se:
D3| 2 )+ K7Dl - QU0

Da¥(a)+ k*D¥(ar) = Q:

(Da? + x*D)¥(a)=Q;

‘P(a) = Q

Dioz2 +x? )

Q 2k Q 2K
Yix)= —=— ) 3.20.1.3
( ) Dia2+K2i2K 2kD a® + K* ( )

Aplicando-se a transformada de Fourier inversa a (3.20.1.3), tem-se que

B et

:2KD a’ +K?

(3.20.1.4)

Lembrando que S{e"“‘x‘ }:

2
> K >k >0, pode-se escrever (3.20.1.4) como
a”+K

o)== e,

3.20.2 — Derivagéo sob o sinal de integragdo — Regra de Leibniz

Wilhelm Gottfried Leibniz (1646-1716): matemético e filésofo alem&o, considerado,

juntamente com o fisico e matematico britanico Isaac Newton (1642-1727), fundador (pai)
do célculo diferencial e integral.

uz

Seja ¢(a):J. f(x,@)dx, a<a<b, u, e u, dependentes de « . Entéo

iqﬁ(oz)z if(x,a)dx+f(u2,a)iu2—f(ul,a)iul, (3.20.2.1)
da ., 0a da da
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0 ~ . n , :
se f(x,a) e a—f(x,a) séo continuas em X e o em alguma regido do plano x« incluindo
o

u,<x<u, e a<a<b, e se u, e u, forem continuas com derivadas continuas para
as<a<bhb.

Quando u, e u, independem de «, pode-se reescrever (3.20.2.1) como

(04

i¢(a):J.uzaif(x,a)dx.

3.20.3 - Equacgbes diferenciais parciais
u(x,t): fungéo das variaveis x,teR,t>0.

Fixando-se a variavel temporal t, u(x,t) torna-se uma fungéo apenas da variavel

espacial X, definida na reta. Assim, pode-se determinar a transformada de Fourier de
u(x,t) com relag&o a variavel X.

o0
A

Slu(x 1)} = J' (. dx = (e, ) = u(ee.t)

—00

S{u, (x, 1)} = S{i“(x’ t)} - jw %U(X’ e = datlent) (3.20.3.1)

S{uxx(x,t)}=3{d—zzu(x,t)}= J' & et = - Ulent)

u(x, t)} = Jt:%u(x, tle'*dx = %J‘:u(x, tle'*dx = % U(e, t)

(3.20.3.2)

Em (3.20.3.1), aplica-se as propriedades da transformada de Fourier sobre deriva-
das; em (3.20.3.2), a derivada temporal é preservada pela transformada de Fourier (deriva-
se sob o sinal de integracéo utilizando a regra de Leibniz). Dessa forma, quando se aplica
a transformada de Fourier a uma equacao diferencial parcial em duas variaveis (x e t), as

derivadas parciais espaciais (ux,uxx) desaparecem e apenas as derivadas temporais
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(ut , un) permanecem, ou seja, a transformada de Fourier transforma a equacéao diferencial

parcial em uma equacao diferencial ordinaria em t.

A solucédo de uma equacéao diferencial parcial pelas transformadas de Fourier pode
ser resumida as seguintes etapas:
12) obter a transformada de Fourier das condi¢des iniciais e das condi¢des de contorno (se
estas existirem);
2%) aplicar a transformada de Fourier & equacao diferencial parcial, transformando-a em
uma equacdao diferencial ordinéria;

3?) solucionar a equagao diferencial ordinaria, obtendo-se U(a,1);
42) determinar as constantes presentes em U(a,t) usando-se as condigdes iniciais e as

condi¢cBes de contorno;

59) aplicar a transformada de Fourier inversa a U(e, t) para obter a solugéo u(x,t) da equa-

cao diferencial parcial.

3.20.3.1 — Equacdao do calor (EDP parabdlica)

Solucionar a equacéo do calor

ou o°u
E:Kax_z, —o< X<, t>0

u(x,0)=f(x), -oo<x<oo

(3.20.3.1.1)

Lselx <1

onde K é a constante de difusibilidade térmica e f(x):{ (funcéo pulso unitario).

0,sefx/>1

Solucionar (3.20.3.1.1) é resolver o problema de conducédo de calor em uma barra
homogénea, isolada termicamente e infinita (problema de Cauchy). Em (3.20.3.1.1), as-

sume-se que a fungdo f(x)é limitada e absolutamente integravel e que |u(x,t)| < M (a solu-

cédo € limitada para t >0).

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857): matematico francés, um dos maiores matema-

ticos do século XIX.

Solug&o: u(x,t).

o0

Slu(x,t)) = j (x, e dx = Ul 1)

—00
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S1(x)} = 3{u(x,0)} = U(e,0) = 2582(“) @0 (3.203.1.2)

Aplicando-se a transformada de Fourier a (3.20.3.1.1), obtém-se:

S{%u(x,t)}=${x§(—22u(x,t)};

% = —ka’U(a,t). (3.20.3.1.3)
Separando-se as variaveis em (3.20.3.1.3), chega-se a:

1 du(wt)_
U(a,t) dt

%[In|U(a,t)|]= —Kka’

J%[Inw(a,t)”dt - j—Kazdt

In|U(oc, t)| =—ka’t+C,

U(a,t)=Ce ™. (3.20.3.1.4)
Para determinar a constante C em (3.20.3.1.4), usa-se a condig&o inicial (3.20.3.1.2)
(t=0)

2sen(a)

U(a,0)=C= . (3.20.3.1.5)

Substituindo-se (3.20.3.1.5) em (3.20.3.1.4), tem-se que

)= Zsen(a)efmzt |
(24

U(e, t (3.19.2.1.6)

Aplicando-se a transformada de Fourier inversa em (3.20.3.1.6), obtém-se a solucéo
procurada.
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(24

uft)= 5 25en(a) g g-iaxg

2r) .«
U(X,t)zl Sen(a)eﬂcazte_iaXda

rJy. ., o
U(X’t)=% Ser;a)eKaZt [cos(ex) —i sen(ex)[da
uxt)= L[ senleos(@) g

Td . (04
u(x )= 2 [ senlaeos(x) oy

Tdo (24

Exercicios
01. Resolva o problema de Cauchy

U, =&U,, -0<X<wo,t>0
u(x,0)=f(x), -co<x<oo '

o0

Resposta: u(x,t):zij Fla)e ™ "e"*da .
T

Observacdao: a solucédo anterior ndo € conveniente em certas aplicacdes praticas, pois a

mesma depende de F(a)=3{f(x)}. Pode-se expressar essa solu¢do em fungéo de f(x)

usando a propriedade da convolucdo em (3.19.2.1.6).
SPIEGEL, Murray R. Theory and problems of Fourier analysis, p. 93, problem 5.22.

02. Solucione o problema

t = KUy, -o<X<ot>0
U(X,O)Ze_‘x‘, -0 < X <0 -
Resposta: U(X't)=lj COSZ(CX X i ou u(x,t)=£J- COSZ(“ X) " 4
T a +1 rJ, a" +1
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3.20.3.2 — Equacao da onda (EDP hiperbdlica)

Solucione a equacao da onda

2 2

8_u:C26_u1 —o<X<o,t>0

ot? ox?

u(x,0) = f(x), -0 <X <0 (3.20.3.2.1)
u =u,(x,0)=g(x), -0 <x <o

at].,

onde ¢’ é a constante relacionada a velocidade de propagac&o da onda.
Solucionar (3.20.3.2.1) é resolver o problema das vibragcfes transversais de uma
corda infinita, homogénea e de peso desprezivel. Em (3.20.3.2.1), assume-se que as fun-

¢Oes f(x) e g(x) s&o limitadas e absolutamente integraveis e que |u(x,t) < M (a solugéo é

limitada para t >0).

Solug&o: u(x,t).

00

Slu(x,t)) = j (. e dx = U(ce 1)

—00

S{f(x)} = Fla) = 3{u(x,0)} = U(e,0) (3.20.3.2.2)
Slg(x)} = G(er) = 3{u, (x.0)} = dugf'o) (3.203.2.3)

Aplicando-se a transformada de Fourier em (3.20.3.2.1), obtém-se:

s{;—z u(x, t)} = S{cz 85722 u(x, t)} :

d’U(e, t)
dt?
d’U(a, t)
dt?

Familia de solucdes a dois parametros para (3.20.3.2.4):
U(e, t)=C, cos(cat)+C,sen(cart). (3.20.3.2.5)

= —c?a’U(a, t);

+c’a’U(a,1)=0. (3.20.3.2.4)

Exercicio
Verifique que (3.20.3.2.5) é solucéo de (3.20.3.2.4).
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% U(e,t)= —C,casen(ca t)+C,cacos(ca t) (3.20.3.2.6)

Para determinar as constantes C, e C, em (3.20.3.2.5), usa-se as condic¢des iniciais

(3.20.3.2.2) e (3.20.3.2.3).
Considerando-se t=0 em (3.20.3.2.5) e usando-se (3.20.3.2.2), obtém-se

U(e,0)=C, = F(a). (3.20.3.2.7)
Considerando-se t=0 em (3.20.3.2.6) e usando-se (3.20.3.2.3), obtém-se
EU(a,O):CZCazG(a): C, =M. (3.20.3.2.8)
dt cCa

Substituindo-se (3.20.3.2.7) e (3.20.3.2.8) em (3.20.3.2.5), tem-se que

U(e,t) = F(a)cos(ca t)+Msen(Ca t). (3.20.3.2.9)

Ca

Aplicando-se a transformada de Fourier inversa em (3.20.3.2.9), obtém-se a solucao

procurada.
3HU(a b)) = S_I{F(a)COS(Ca t)+ %Z)sen(mz t)}
u(x,t)= %j‘ °° [F(a)cos(cw t)+ %Z)sen(w t)}e““da (3.20.3.2.10)

Observacdo: utilizando-se a integral de Fourier, pode-se mostrar que (3.20.3.2.10) é equi-

valente a
u(x,t)= % [f(x+ct)+f(x—ct)]

quando g(x)=0.
SPIEGEL, Murray R. Theory and problems of Fourier analysis, p. 93, problem 5.23.

Exercicio

Resolva o problema

Uy = Uy, -0< X<, t>0
u(X,O):X21+1, -0 < X <0
u,(x,0=0, -w<x<ow
1 1 1
Resposta: u(x,t)=— + :
posta: u(x.t) 2[(x+t)2+1 (x— 1) +1
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3.20.3.3 — Equacéao de Laplace (EDP eliptica)

A temperatura de estado estacionario em uma chapa semi-infinita € determinada por

2 2
a_Lz‘ 8_220, O<x<my>0
oxX® oy
u(0,y)=0, u(zr,y)=e”, y>0 cc de Dirichlet . (3.20.3.3.1)
L u,(x,0)=0, O<x<7z cc de Neumann
oy
y=0

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): matematico alemao.

John von Neumann (1903-1957): matematico hungaro.

/

~-(h—
[

Figura 3.11: Condicbes de contorno para a equacao de Laplace (3.20.3.3.1).

O dominio da variavel y e a condi¢édo estabelecida em y =0 indicam que a trans-

formada cosseno de Fourier € adequada para o problema, uma vez que
3e {f"(x)}: —aZFC(a)—f'(O).

Solug&o: u(x,y).

Fixando-se a variavel X, tem-se que:

o0

S u(x,y)}= I u(x, y)cos(a y)dy = U(x,a);

0

3. {u(0,y)l=3.{0}=U(0,)=0; (3.20.3.3.2)
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Sciu(zy)= Sc{e‘y}: U(r,a)= 1

) 3.20.3.3.3
a’+1 ( )

Aplicando-se a transformada cosseno de Fourier em (3.20.3.3.1), obtém-se:

T AN
{2 ey T uxy)) - .

a{j—w)}{;—(y)}o

2
dUKa) ey, 0)- L u(x,0)= 0
dx dy
2
M—azu(x,a)z 0. (3.20.3.3.4)
dx
Familia de solu¢@es (a dois parametros) para (3.20.3.3.4):
U(x, ) = C, cosh(a x)+ C,senh(a x) (3.20.3.3.5)
ou
U(x,a)=Ce”* +Ce™™*
Exercicio
Verifique que (3.20.3.3.5) é solucéo de (3.20.3.3.4).
senh(ax) = £ e, cosh(ax)=S—°
Observacdes: 2

&cosh(x) = senh(x), dd—xsenh(x) = cosh(x)

Para determinar as constantes C, e C, em (3.20.3.3.5), usa-se as condi¢des de
contorno (3.20.3.3.2) e (3.20.3.3.3).

Considerando-se x =0 em (3.20.3.3.5) e usando-se (3.20.3.3.2), obtém-se

U(0,a)=C, =0. (3.20.3.3.6)

Considerando-se x =z em (3.20.3.3.5) e usando-se (3.20.3.3.3) e (3.20.3.3.6), ob-
tém-se

1 1
U(r,a)= C,senh(az)= = C, = (o + LJsenhien)’ (3.20.3.3.7)

Substituindo-se (3.20.3.3.6) e (3.20.3.3.7) em (3.20.3.3.5), tem-se que
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_ senh(a x)
U(x,a)= (@? +1)senh(ax)’

(3.20.3.3.8)

Aplicando-se a transformada cosseno de Fourier inversa em (3.20.3.3.8), obtém-se

a solucéo procurada.

wluea) - e

2 +1)senh(ar)

_ senh(a x)
ulxy)= ;_L (a? +1)senh(ax) coslar y)da

Exercicios

01. Solucione o problema de valor de contorno
Uy +U,, =0, x>0, 0<y<nr
u,(0,y)=0, O<y<rm
u(x,0)=0, u,(x,7)=e>, x>0

2" senh(ay)
R ta: Y)=— .
esposta: u(x,y) ”J‘o o +1)cosh(a7r)cos(a X)da

02. Usando as transformadas de Fourier, mostre que a solucdo da equacédo de Laplace no

semiplano superior (problema de Dirichlet)

Uy +U,, =0, -0<X <0, y>0
u(x,0)=f(x)  -w<x<w
é dada por

u(x,y)zlj Lda. (formula integral de Poisson)

7). (x-a) +y?

Siméon-Denis Poisson (1781-1840): matemético francés.

3.21 — Solucéo de equacdes integrais e de equacdes integro-diferenciais

Solucionar a equacéo integral

0

f(x)=f(x—3)+xe > +'[ g(u)f(x —u)du,

—00

(3.21.1)
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1 |x[<3
onde g(x)= 0, >3

Notac&o: 3{f(x)}=Fla}.

- _ 2sen(3a)

Slg() = =

Aplicando-se a transformada de Fourier a (3.21.1), tem-se que:
S (x)) = 3 (x - 3)}+ Shpe ¥ [+ 3{(g+F )

Fla)= e3i“F(oc)—'i[ 6 } 6(a)F(a)

do| a® +9

Flo) = e “Flo) + 12i o +25en(3a)F(a)

(oc2 + 9)2 a
[1_egm ~ Zsen(Soc)jF(a)z 122i o
o (oc +9)
12ia o

Flo) = .
(@) (QZ +9)2 o —oae®* —2sen(3a)

a)= L2io” . 3.21.2
) (oc2 +9)2 [oc—(xeSi“ —ZSen(S(x)] ( )

Aplicando-se a transformada de Fourier inversa a (3.21.2), obtém-se a solucéo pro-
curada.

. 1 [ 12i o2
f(x) =3 Flo) jﬁﬁ@ —

_ o 2 [OL —oed — 2sen(30t)]

- ~ 9 * o 2e X .,
()= (o)} = j o d

n o — ae — 2sen(3a)]

Exercicios
01. Considere um sistema estavel invariante no tempo, caracterizado pela equagéo diferen-

cial

y (x)+2y(x)=f(x), (1)
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onde f(x)z 3e u(x). Solucione a equacao diferencial (1) empregando a transformada de

Fourier e suas propriedades.

Resposta: y(x)=3e ™ —e > )u(x).

02. Utilizando a transformada de Fourier e suas propriedades, solucione o problema

ut(x’t):tzuxx(x’t) —o<X<ow, >0
u(x,0)=g(x) ~00 < X < 0 ’
1 |x <2
d X)= ,
onde g{x) {O,|x|>2
®© U.Ztg
Resposta: u(x,t)= EJ‘ sen(2a)eos(ax) 5 -
T 0 o

03. Use as transformadas de Fourier para resolver a equacéao integral
PRI TS pr
f(x)=e +§(1—a )| e™f(u)du, Re(a)>o0.

—alx

1
Resposta: ge

04. Utilizando a transformada de Fourier e suas propriedades, solucione a equacéo integral

e *h(x) + F(x)= j

—00

o0

1 x>0

e h(u)f(x—u)du, h(x)= {O, 20

Resposta: f(x)=3[e™* —e > h(x).
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3.22 — Exercicios resolvidos
01. Seja f:R —>R/f(x)=x%1.

a) Calcule F(o)=3{f(x)}.

3hf(f= (i) F (o), Fla)
LRRETENE

a’+1 a’+1

YL N U
~do? _(a2+1)2 B do® (oc2+1)2

:_4ii_(oc2+1)2—20c(a2+1)2a}__4ii{a2+1—4a2]

~ ~la-alx 2a
J{f(X)} ed{e }=m, a>0.

do i (oc2 +1)4 do (oc2 +1)3
_ —4ii_ 1-3a° _ 4 —60c(oc2 +1)3 —(1—3(12)3(oc2 +1)220c
do _(oc2 +1)3 (cx2 +l)6
_ 4 —60L(0c2 +1)—6(x(1—3a2) _ 4 —60° — 60— 60 +180.°
(OL2 +1)4 (oc2 +ZI.)4
120 —12a ot —a
=TS T g~
PRI I PRV
3 —
34 (x)) = F(a) = —48i (ZZ +f)‘4
b) Determine para quanto converge a integral Jﬂc X~ X4 e? dx .
- (x2 +1)

Propriedade da simetria (dualidade): 3{F(x)}=2nf(-a), 3{f(x)}=F(a).

*® 3
j PR SICRIVPSEN SR
" (x2 +1

® 3
—48iJ‘ X =X giexgy = —2mo e

(x2 +1)4
® o 3 i
X X4 eiuxdx — l-afie—‘oc‘ — _I_Tta3e—‘a‘
J o (X2 +1) 24i 24
*” 3 3 ; i i
X=X i x® —x i I i |
4e2IXdX:S —4 ——Tc23e ‘2‘ :——Tce72 :—_Tcz
J (X2 +1) (X2 +1) =2 24 3 3e
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: “ext-2x
c) Calcule para quanto converge a integral j- - e dx.
L (4x? +1)
Propriedade da similaridade: S{f(ax)}=ﬁ (%), 3{f(x)} = F(at).
@ © 3 3
8x —2x4 e = 3 (2x) —(2):)
J . (ax? +1) (2 +1f [ls
[ 8 =2 iy :_li_n(zjseg
J . (ax? +1) 224\ 2
C 7 8x3—2X ., it -2 i’
X = e 2 =
J . (ax? 1) 384 384¢72

02. Utilizando a transformada de Fourier e suas propriedades, solucione a equacéo diferen-
cial a seguir.

y'(x)-5y(x)=e*
Notagao: 3{y(x)}=Y(a).

S{y"(x)—Sy(x)}z S{efs‘x‘ }=> S{VH(X)}—53{V(X)} = 3{973“‘ }

(— iOL)Z Y(OL) - 5Y(0c) =

6 6
R = —oczY(oc)—SY((x)z RS = —(oc2 +5)Y(oc): R

Y((X):—( 6 :AO(,‘l'B Ca+D

OLZ-I-QXOLZ-FS) a?+9 " a?+5

6= (Ao +B)a? +5)+(Co+D)a® +9)
—6=Aa’ +5Aa +Ba’ +5B+Ca’ +9Ca + Do’ +9D
~6=(A+C)’ +(B+D)a’ +(5A+9C)o+ (5B +9D)

A+ C=0 B+ D=0
=A=C=0 =
5A+9C=0 5B+9D =-6

3 1 3 1
Y(a)=2 -2
() 202+9 2a%+5
31 6 31 245
Y()=2>—F—-2 d
26a2+9 22/5a%+5

2a
2
o +a

Como S{e"a‘x‘ }= -, a>0, tem-se que:

Y= 3 (o)) = T B0
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3.23 — Exercicios complementares

01. Determine as seguintes integrais improprias:

@ O

a) e Medx ; Resposta: %
b) | e 2e®™dx. Resposta: =
02. Calcule:
a) S{xe 2}; Resposta: V2r iae 2
R < g
b) S{se 2 4 2e7 } Resposta: 3v2ze ? +—;
a”+4
—alx 2a
03. Sabendo que S{e | ‘}: ———,Re(a)>0, calcule:
o’ +a
a) e dx ; Resposta; —e
X249 3
. )
b) S{e"“x‘ (2x—x2)}. Resposta: 3%, 482" —256

(> +16f  (a?+16

04. Calcule as seguintes integrais:

[ . 3
a) | e cos(6x)dx; Resposta: \ée_f
¢ 0
b) co§(2x)dx; Resposta: LG
J, X°+9 6e
[~ 10, (2i-3)x ) 1_0' 11
c) | x¥%e®¥dx. Resposta: —-(3+ 2i)
Jo 13
05. Calcule:
2
a) S{e’?"x‘xz}; Resposta: —108_3603‘
(OLZ +9)
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3o

3_ 2
b) S{ X } Resposta: %aze

1, x>0 - "
06. Seja f:R — R/f(x)=2e ! +x%*u(x), sendo u(x)= {0 « <o 2funcéo degrau unita-
, X<

.a) Calcule F(a)=3{f(x)}.

12 2
Resposta: ———+-————.
a“+9 (3 - Ia)

b) Determine F,(a).

6(20." +330.° +171)
(ocz + 9)3

Resposta:

c) Determine F,(a).

20(27 - o?)

Resposta: (az +9)3

4+ 54ix —18x2 — 2ix°
d) Calcule 3|22 +24X 18X = 2" [
(x2+9f

0,a0>0
Resposta: 2no.’e* u(-a)= {

2na’e® o< 0

07. Determine as seguintes transformadas:

a) 3{8(x—4)}; Resposta: e**
b) S{e’(“)z }; Resposta: \/Ee[i_ﬂa
) 3{5u(x)— u(x—5)} Resposta: (5-€™ 1:756((1)4— L}
a
2
d) S{xzem’g‘x‘}; Resposta: 36M
[(a +2) + 9]3
2 .
e) 3 LJJ)s . Resposta: — o,%e %3¢
[(x +2) + 9] 18
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08.

09.

10.

11.

12.

13.

“ xsen(ax)

x?+1

dx.

Sabendo que Ss{ex}:%, determine j
+a

0

Resposta: %e*a :

cos(x) se|x| < . Determine 3{f(x)}.

Seja f(x):{

0, caso contrario
Resposta: 3{f(x)} = Mfe—n(zm)
-

T
Seja f(x)= sen(x).sel| < 3 . Determine J{f(x)}.
0, caso contrario

l-«

Resposta: J{f(x)}= ! . {\/éa cos(%j—sen(%ﬂ.

o0

. 1, 0<a<l
Resolva a equacéo integral | f(x)cos (a x)dx =
0 0, a>1
2
Resposta: sen(x).
T X
® 1, 0<a<l
Solucione a equagéo integral J- f(x)sen(ax)dx =12, 1< a < 2.
0 0, a>2

Resposta: ix [1+cos(x)—2cos(2x)].
T

1

= X<
Seja f(x)=12¢" K=

0, |x|>¢

a) Determine a transformada de Fourier de f(x).

Resposta: F(a)zm, F(0)=1.
(0253

b) Calcule o limite dessa transformada quando ¢ — 0" .

Resposta: 1.
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14. Duas fungdes muito usadas no estudo de sinais s&o as fungdes rect(x)=

(fungdo retangular) e sinc(x) = %(X) . Mostre que J{rect(x)}= sinc(%j.

_ X, [x|<1
15. Seja f(x)= 0, j>1

a) Esboce o grafico de f(x).

b) Calcule 3{f(x)}.

Resposta: J{f(x)} = s—i [sen(o)— acos(at))].

" [xcos(x) - sen(x)[

X4

dx .

c) Use (b) para calcular I

—00

Resposta: g :

| 2, X< 4n
16. Seja f(x)=1 4 .

0, |X| >4n

a) Calcule | [f(x)dx.

& —0

Resposta: 4m”.
b) A fungdo f(x) pode ser representada na forma integral? Justifique.
c) Em caso afirmativo, para quanto converge a integral de Fourier de f(x)?

d) Calcule S{f(x)}.

Resposta: 3{f(x)} = 2' - [sen(4ma) - 4no cos(4ma)].
(04
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1 1
2M=3

L |x|<=



1—m x|<a
a

17. Seja f(x)= ,a>0.

0, |x|>a
a) Esboce o grafico de f(x).
b) A funcdo f(x) é absolutamente integravel? Justifique.

c) Calcule S{f(x)}.

Resposta: 3{f(x)} = a22 [1-cos(aa)].
o
* 2
d) Use (c) para calcular j de.
X

Resposta: %n :

18. Seja f(x)=e™cos(x), x > 0. Calcule I {f(x)}.

2
Resposta: I {f(x)}= +i :
ot +

19. Calcule j (X2+§)Cc;s(ax)dx, acR", R"={weR;w >0}
X+

Resposta: ge‘a cos(a),a>0.

20. Considere um sistema estavel invariante no tempo, caracterizado pela equacéo diferen-

cial

3y (x)+24y (x)+45y(x) = f(x), (1)

onde f(x): 4™ 1(x). Solucione a equagéo diferencial (1) empregando as transformadas

de Fourier e suas propriedades.
2

R.: E(e‘?’X —2e7¥ +e‘3x)u(x)
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21. Usando as transformadas de Fourier, solucione a equacao diferencial parcial
U, =2U,, X>0,t>0
u(0,t)=0 :
u(x,0)=e™

com u(x,t) limitada.

Resposta: u(x,t)= = 71
(04

ZJ‘wasen (ax)e’z"ztda.
4 0

22. Utilizando as transformadas de Fourier, solucione a equacéo diferencial parcial
1, |x<2

2 2
8_21 = 96—2, - <X <o, t >0, sujeita as condigdes iniciais u,(x,0)=0eu(x,0)= .
o o 0, [x|>2
Resposta: U(X, t): lj‘ sen (ZCZ)COS(:'BCZ t)e—izzz Xdg = EJ‘ Sen(Za)COS(3a t)COS(O{ X)da
T o T 0 (04

=00

23. Empregando as transformadas de Fourier e suas propriedades, solucione o seguinte

problema de valor inicial:
u, =4u,, +2u,,
u(x,0)=e ",

—o<X<oo, t>0

—0< X <00

© (4a?-2ia)t
2-[ &£ e da

Resposta: u(x,t)=- "
T (04

24. Empregando as transformadas de Fourier, solucione o problema de vibracdo na viga

infinita.
U, (X,t)=c?u ., (x,t) -~ <X <o, t>0
u(x,0)=f(x -0 <X <0
u,(x,0)=g(x) -0 < X < 00
. 2 G((x’) 24, 1 ) —io X
Resposta: U(a, t)= F(ot)cosh(ca’t)+ o senh(ca’t); u(x,t)= . U(o, tle™*dar .
(0 T
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25. Empregando a transformada de Fourier e suas propriedades, solucione o problema de
valor inicial abaixo.

o 0°

ﬁu(x,t)zzﬁu(x,t) -o0<X<oo, t>0
u(x,0) =e™ -00 < X <00
u,(x,0)=0 -0 < X <00

2

Resposta: u(x,t)zﬁj‘ et cos(\/ioc?’t)cos(ocx)doc.
0

T

162



4. TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827): matematico, fisico e astrbnomo fran-
cés. Embora Laplace tenha usado a transformada integral que recebeu seu nome, € mais

provavel que essa integral tenha sido estudada inicialmente por Euler (funcdo gama:

F(n):J. x"edx).

Define-se neste capitulo as transformadas de Laplace (direta e inversa) e emprega-
se estas transformadas na solucdo de equacdes integro-diferenciais e equacdes diferenci-

ais ordinarias e parciais.

4.1 — Definigao da transformada de Laplace

4.1.1 — Motivagéo

Solucéo de equacbes integro-diferenciais, como

L%i(m Ri(t)+é I i(c)dr = E(t), (4.1.1)

0

e de equacdes diferenciais ordinarias, tais como
d2

d 1
Ld?q(t)+ R aq(t)+ Eq(t) = E(t). (4.1.2)

Nas equagdes (4.1.1) e (4.1.2) tem-se que i(t) é a corrente, q(t) € a carga instanta-
nea no capacitor e E(t) é a forca eletromotriz (f.e.m) em um circuito elétrico em série L-R-

C, como o representado na Figura 4.1.

(F)—
N\
I,
§R1 o— R,
P
L
VAT

Figura 4.1: Circuito em série L-R-C — [13].

A forca eletromotriz € muitas vezes seccionalmente continua, como ilustra a Figura

4.2.
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E(t)A E()

(@) (b)

Figura 4.2: (a) Funcao dente de serra; (b) funcdo onda quadrada. — [18]

4.1.2 — Funcéo de Heaviside

No estudo da transformada de Laplace, define-se u(t—a) para t >0 como

u(t_a)={0,5e03t<a

(4.1.2.1)
1,set>a

onde a é uma constante positiva.

Quando multiplicada por outra funcéo definida para t>0, a funcdo degrau unitario

(4.1.2.1) cancela uma porc¢éao do gréafico da funcéao.

Exemplo

f(t)=sen(t)u (t-27)= 0. se0st<27 |\ mavezqueu (t—27) 0se0<t<2r
B P sen(t) set>27 a P setz2n

1/ A y

0 2 4 &/ g \m 127 <10 8 6 -4 2 DRty SaRl SRl B i
R S U
/ ‘\ I“' .
|
-0.54 \
\ / \ / 0.4
\ %
y /I kY /
1 \\/ \\//
(a) (b)

Figura 4.3: (a) Gréafico de f(t)=sen(t); (b) grafico de f(t)=sen(t) u(t—27).
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A funcéo degrau unitario (4.1.2.1) pode ser usada para escrever funcdes definidas

por varias sentencas em uma forma compacta.

Exemplo
A voltagem em um circuito é dada por

20t,se0<t<5
E(t)z{ |

(4.1.2.2)
0, set>5

0,se0<t<5
Lembrando que u(t—5)= 1 set>5 , pode-se expressar (4.1.2.2) como

E(t)= 20t — 20t u(t-5).

Exercicio
Seja f(t)= {

grau unitario.
Resposta: f(t)=t+(@1-3t)u(t—2).

t, 0<t<?2

. Escreva f(t) de forma compacta usando a fungéo de-
1-2t, t>2

4.1.2.1 - Generalizacao

g(t)se0<t<a

h(t)setza oM f(t)=g(t)—g(t) u(t-a)+h(t) u(t-a).

L se f(t):{

0, se0<t<a
2. Se f(t)=1g(t) sea<t<b,entdo f(t)=g(t)[u(t-a)- u(t-b)].
0, set=b

Exercicio

Seja f(t) a fungéo representada graficamente abaixo.
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v
—

O ®
2 5

Expresse f(t) de forma compacta usando a funcéo degrau unitério.

Resposta: f(t)= (%t + %) [u(t—2)—u(t-5)].

4.1.3 - Transformada de Laplace

ﬁ{f(t)}:F(s):IwH(t)f(t)eXteiy‘dt:J‘wH(t)f(t)eStdt, ondes = —(x +iy) (4.1.3.1)

f(t): fungéo original
F(s): fungao transformada

e*': nicleo da transformacao
f:R—>C
F:C—>C

Como H(t) é a fungdo de Heaviside, pode-se escrever (4.1.3.1) como

Lif(t) =F(s)= j wf(t)e‘“dt. (4.1.3.2)
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A expressdo (4.1.3.2) é chamada transformada de Laplace unilateral® de f(t). A

transformada existe se a integral impropria em (4.1.3.2) converge para algum valor de s.

Notacao

Se L{f(t)}=F(s)= j wf(t)e‘“dt , entdo L{F(s)}=f(t)= i§F(s.)e3tds é a transfor-

mada de Laplace unilateral inversa.

\ 4

E— L L_l EEE—

Figura 4.4: Transformadas de Laplace.

Pode-se estabelecer uma relagéo entre as transformadas de Fourier e de Laplace.

Se na transformada de Laplace de f(t),j H(t)f(t)e*'e™dt, considera-seg(t)= H(t)f(t)e*,

—00

tem-se J. g(t)e"'dt, que nada mais é do que a transformada de Fourier de g(t).

A transformada de Laplace unilateral de uma funcdo f:R —-C é uma funcado

F:C — C que associa a f(t) uma fungdo complexa F(s)= &S) onde N(s) e D(s) sdo poli-

D(s)
ndmios com coeficientes reais. Os valores de $ tais que N(s)=0 s&o os zeros da transfor-

mada F(s); os valores de s tais que D(s)=0 s&o os polos da transformada F(s).

1 A transformada de Laplace bilateral é definida como j f(t)e‘Stdt .
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Exemplo

A transformada de Laplace da funcao f(t)=1+3e2t, t>0, é a fungcdo complexa

Fs)= 25(('28—__21)) , Re(s)>2.

Zeros de F(s): s=

N |-

Polos de F(s): s=0, s=2

41m(s).,

O
\/

Re(s)

Figura 4.5: Polos e regido de convergéncia de F(s)=

Observacoes

18) No exemplo anterior, cada polo de F(s) estd associado a uma exponencial da fungéo

f(t) (os polos sédo os coeficientes nos expoentes).
23) Se D(s)=(s—a)*, com k inteiro e positivo, s=a é um polo de ordem k de F(s). No

exemplo, s=0 e s =2 sao polos de ordem um (ou polos simples).

Exemplo
Calcular £{L}.

0 b st b _sh
L= | emdt=tim | e=dt=tim-—| =tim -&—+1|=1 Re(s)>0
. b0 . b s |, b0 S S S
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Re(s)

Figura 4.6: Polos e regido de convergéncia de F(s)=

» | =

Exemplo

1 2| A . . . . L.
As transformadas L{f} e [.{et } ndo existem, ou seja, as integrais impréprias

*© e—st *® s . .
j : dt e j e" ~'dt s&o divergentes.
0 0

Exemplo

0 0 b
L{M et }: I MeSteStdt = MJ‘ e(C—S)tdt -M tl)lmj e(c—s)tdt
0 0

0

4.2 — Funcdes de ordem exponencial

Uma fungéo f(t) é de ordem exponencial ¢ quando t— o se existem constantes
reaisc, M >0 e N >0 tais que

‘e‘“f(t] <M, Vvt>N

ou
[f(t) <Me", vt>N.
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Exemplos

1°) A fungéo f(t)=t é de ordem exponencial para t > 0.

| <e, t>0
c=1,M=1, N=0

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

Figura 4.7: Gréfico de f(t)=¢e' e de f(t)=t.

2°) A fungiio f(t)=e™ ¢ de ordem exponencial para t>0.

0

- N W = N 3 ~
! N i ) s L

‘e“‘<e‘, t>0
c=1,M=1,N=0

R
02 04 0608 1
Legehd

1214 16 18 2
f
f

d

=)

Figura 4.8: Gréfico de f(t)=¢' e de f(t)=¢™".
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39) A fung&o f(t)=2cos(t) é de ordem exponencial para t > 0.

2cos(t)] < 2e', t>0
c=1,M=2,N=0

40 f;
//‘.,
304 //
/

20] /

b
101 g

f"""fﬂf
0T "as 1 15 2 25 —3
Legtend
fity=2
it} = Seoct

Figura 4.9: Gréfico de f(t)=2e' e de f(t)=2cos(t).

4°) A fungao f(t)=e" ndo é de ordem exponencial.

?..
8_
5_
4
3- | -
2— .V _,,,—‘"-/

0 0.2 0.4 06 0.8 1

Legend t
fit) = t
i )

Figura 4.10: Gréafico de f(t)=e" e de f(t)=e®.

5°) Todo polindbmio é uma funcéo de ordem exponencial.
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4.3 - Convergéncia da transformada de Laplace unilateral

4.3.1 - Convergéncia absoluta e condicional

0

A integralj f(t)dt é dita absolutamente convergente se J- [f(t)dt converge. Se

['e] ['e]

j f(t)dt converge mas j [f(t)dt diverge, entéo j f(t)dt é dita condicionalmente conver-

a

gente.

Teorema

0

Se J- [f(t)dt converge, entdo j f(t)dt converge.

a

4.3.2 — Condicdes suficientes para a convergéncia

Seja f(t) uma fungdo seccionalmente continua em todo intervalo finito 0<t<N e
de ordem exponencial ¢ para t> N. Entédo, a transformada de Laplace unilateral F(s) de

f(t) existe para todo Re(s)>c.

Prova

Lif(t)) = wf (tle'dt

o0

e N

=1 f(te~'dt+ I f(t)edt
N

o0

| : integral propria (ou uma soma de integrais proprias)

[I: integral impropria
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e —st

j :f (tle'dt

dt < I Me™ e dt
—_———
NGO @

5 J :\f(t)e—st it < J' :|f(t)|

b e—(x—c)t b
M| e®eXdt=M| e ™dt=MIlim | e *dt=MIlim|-
N N b—w N b—owo X—C

N

~(x—c)b ~(x—¢)N ~(x—c)N

:Mlim{—e 8 }:Me , sex =Re(s)>c¢
b—oo X—C X—C X—C

(1): f(t) é de ordem exponencial ¢
(2): s=x+1y

—st

e

_ ‘e—(xﬂy)t‘

e—xte—iyt‘ _

e [cos(yt)—isen (yt)] =le ™ cos(yt)—ie ’then(ytj

= \/ [e"‘t cos(yt)]2 + [e‘“sen(yt)]2 — Je ™ cos?(yt)+ e sen?(y1)
= Je >![cos? (yt)+sen?(yt)]| = Ve 2 = /(e ] =&

Como Il converge, L{f(t)} converge (se Re(s)>c).

4.4 - Transformada de Laplace unilateral das funcdes elementares

4.41 —f(t) =t

0 b
ﬁ{t”}:“. t”estdt:tl)imJ- t"e ldt
0 0

Integrando jt”e‘“dt por partes, tem-se que:

b
. tn —st n
L} =tim| -5 o+— | tmedt
b—o0o) S 0 S
0

bne—sb b
H * n n-1,-st
=lim| — +— | t'eTdt
b—w S S

0

o0

ZEJ. tn1e5to|t=2 Li"}, Re(s)>0.
0

*: fungéo de decrescimento rapido para Re(s)>0.

Kk

L{tk}:gﬁ{tk—l}
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Referéncias: SPIEGEL, M.R.; WREDE, R.C. Calculo avangado. 2 ed. Porto Alegre:
Bookman, 2004.
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Exercicios

Calcule as integrais:

01. | t% 'dt; Resposta: 100!
o0

02. t'e 'dt; Resposta: y
[ ]

4.4.2 —f(t) = e

S—a

L{ea‘}:-.‘ ee"dt :j el = 1 Re(s)>aacR
0 0

4.4.3 - Resumo: transformada de algumas fungcdes elementares

f(t) F(s)
1 t Re(s)> 0
s
e é, Re(s)>a
U T k0
cos(at) . iaz Re(s)>0
sen(at) 2 Re(s)>0

Tabela 4.1: Transformada de Laplace unilateral de algumas fun¢ces elementares.
Exercicios

01. Calcule as integrais:

) 10
a sen(10t)e3'dt : Resposta: —
) J‘O (10t)e p 10
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b) I cos(t)e*'dt; Resposta:%
0

2t,se0<t<5

L sets5 Determine L{f(t)}.

02. Seja f(t):{

Resposta: L{f(t)}= S%(l— e )- % e,

03. Empregando a definicdo de transformada de Laplace unilateral, mostre que:

a) L{cos(at)} = acR,Re(s)>0;

2 2!

S"+a

b) L{sen(at)} = acR,Re(s)>0.

s?+a?’

4.5 — Propriedades da transformada de Laplace unilateral

4.5.1 - Comportamento da transformada de Laplace F(s) quando s—

Se f(t) € uma funcdo seccionalmente continua para t € [0, N] e de ordem exponencial

para t > N, entdo
limF(s)=0.

S—0

45.2 - Linearidade

A transformada de Laplace é um operador linear. Assim, se a e b sdo constantes

guaisquer, entao

L{af(t)+bg(t)= a L{FM}+ bLig(t)} =aF(s)+bG(s).

Prova
Segue da definicdo de transformada de Laplace e da propriedade de linearidade da

integral.
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o0

LA{af (t)+bg(t)} = J. [af (t)+ bg(t)]e dt

0

= aj f(t)e™'dt+b J‘ g(t)e'dt = aF(s)+bG(s)
0 0
Exemplos

10) £ {at> —3cos(t)+5e " j=4 L {t?}-3.L {cos(t)}+5 L {e |

8 3s 5

29) L {sen?(t)j= L{l_Ls(Zt)} = % L {1}—% L {cos(2t)}

2
2111 s
2 s 25°+4
Re(s)>0 Re(s)>0
1 S s?+4-5° 2
- - - Re(s)>0
25 A5 1a) " aslst 4] st 4] RO
eat_e—at 1 at 1 L
3°)L{senh(at)}=£{ 2 }ZEL{e -1 o)
211 11
2s-a 2s+a
Re(s)>a Re(s)>-a
s+a—(s—a) 2a a
= = = R
252 -a%) 2s*-a?) s’-a’ e(s)> o
e ye™ 1 21 1 a
4°)L{cosh(at)}=£{ : }ZEL{e Lol ples!
11 1 1
= 4+ —
2s-a 2s+a
Re(s)>a Re(s)>-a
_s+a+(s-a)_ 2 s Rels)>




50) L{e™ }= L {cos(at)+isen(at)} = L {cos(at)}+i L {sen(at)}

- il
s’+a’ s?+a’
SN ———
Re(s)>0 Re(s)>0
S+ia S+ia 1

= = = , R 0
s?+a’ (s+ia)fs—ia) s-—ia e(s)>

Com os ultimos exemplos, amplia-se a Tabela 4.1.

f(t) F(s)
1 t Re(s)>0
s
eat 1
—),R
- e(s)>a
t" nt I'(h+1
n+l = Sn+1 )’ Re(8)> O
cos(at S
(1) Sz+az,Re(s)>0
sen(at a
(at) 52+a2’Re(s)>o
cosh(at) S
T ,Re(s)>[a
senh(at a
() - ~Re(s)>1a]
eiat 1
—7 R 0
— e(s)>

Tabela 4.2: Transformada de Laplace unilateral das fungdes elementares.

Exercicios

Calcule as integrais:

01. j sen?(t)e2'dt; Resposta: %
0
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o O

02. | cosh(2t)edt; Resposta:

¥ 0

o O

03. | senh(4t)e™dt; Resposta:

¥ 0

;o O

04. | cos®(t)e™dt; Resposta: o1 L {eos? (1)} = $* +2 ,Re(s)>0
5 s(s? +4)

o0

4.5.3 — Primeira propriedade de translagdo ou deslocamento
Se L{f(t)}=F(s), entdo L{ef(t)}=F(s—a).
Prova

L™ (t))= j wea‘f(t)e‘“dt = J wf(t)e‘(s‘a)‘dt =F(s-a)

Exemplo
L e cos(2t)]

f(t)=cos(2t)

1 s+1
“teos(2t) = Fs+1)= — >t =
[,{e cos( )} (6+1) (s+1°+4 s*+2s+5

4.5.4 — Segunda propriedade de translacéo ou deslocamento

f(t—a) t>a

=f(t- t-a), d t- funcdo de-
0, t<a (t—a)u(t-a), sendo u(t-a) a funcéo de

Se LI()}-#6) e o()- |
0,0<t<a

1, t>a entdo L1{g(t)}=e™F(s).

grau unitario dada por u(t —a)z{
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Prova

t-a=u=t=u+a, dt=duy, t>a=u—>0,t>0o=uUu—>®

Lig(t)}= g(t)e‘“dt:j f(t—a)e™'dt
o0 a
= f(u)es(“*a)du:j f(u)esuesadu:e“-‘. f(u)e™du=e"F(s)
o0 0 0
Exemplo
(t-2)°, t>2 3 0,0<t<?2
t)= =(t-2fu(t-2), u(t-2)=
ot { 0, 0<t<2 (=2fult-2), ult-2)=1,", .,
f(t)=t*,a=2
|
L{t3}:§:§,Re(S)>O
s 6 6e®
Ligj-e+ S =%,
Exercicio

Mostre que L{u(t-a)}

0,0<t
£ Re(s)> 0, onde u(t—a):{ <a
S 1, t>a

4.5.5 - Similaridade (ou mudanca de escala)

Se L{f(t)}=

Prova

at=u=t=2 dt
a

o O

F(s), entdo L{f(at)}

EF(EJ, a>0.
a a

:d—u, t>0=>u—->0,t>0=>U—>0w»

a

o O

f(at)e™'dt

0

-s—du
f -
(w)e "+ %



1 1.9 3
(3)2 35°+9 s°+9
—| +1

Exercicios

Determine a transformada de Laplace das funcfes a seguir, especificando para quais

valores de s a transformada existe.

01. L{2e*} Resposta: F(s)zs%, Re(s)> 4.

4 2
02. L{(tz +1)2} Resposta: F(s)= w' Re(s)> 0.
S

s’ —2s+4

03. L{[sen(t)— cos(t)]z} Resposta: F(s)= o ea) Re(s)> 0.

16 —5s

6 a) Re(s)> 4.

04. L{e2t [35enh(2t)—5005h(2t)]} Resposta: F(s)=

4.5.6 — Transformada de Laplace unilateral de derivadas

Teorema 1: Seja L{f(t)}=F(s). Entdo
LI (t)}=sF(s)-f(0), Re(s)>0,

se f(t) € continua para 0<t<N e de ordem exponencial para t> N, enquanto f'(t) é

seccionalmente continua para 0 <t<N.
Prova

L (1)}= J- mf'(t)e“dt = lim J- b f'(t)edt (4.5.6.1)

b—w
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Empregando-se integracao por partes em (4.5.6.1), prova-se a propriedade.

b b
+S_[ f(t)edt
0 0

= Iim{ w —f(0)+ sJ‘ bf(t)eStdt]

L ()= lim

b—0

[e“f(t)

b—
—0seRe(s)>0

= sF(s)-f(0)

Teorema 2: Se no Teorema 1 f(t) deixa de ser continua em t=0 mas

lim f(t)=f(0, ) existe (mas n&o é igual a f(0), que pode ou n&o existir), entéo

LI (t)}=sF(s)-f(0,).

Teorema 3: Se no Teorema 1 f(t) é descontinua em t=a, entéo
LI (t)}=sFs)-f(0)-e [f(a,)-f(a)],
onde f(a,)-f(a_) é chamado salto na descontinuidadet=a. Para mais de uma desconti-

nuidade, pode-se fazer modificacdes apropriadas.

Teorema 4: Seja L{f(t)}=F(s). Entdo
LI (t)}=s2F(s)-sF(0)—f (0)
se f(t) e f'(t) sdo continuas para 0<t< N e de ordem exponencial para t > N, enquanto

f'(t) € seccionalmente continua para 0<t<N.

Prova

Exercicio

Mostre, por recursividade, que

L (1)}=5F(s)-s%F(0)—sf (0)—f(0).
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Teorema 5 (generalizagdo): Seja L {f(t)}=F(s). Entdo
LFO(t)}=5"F(s)—s"F(0)—s"?f (0)—s"%"(0)—---—s F "2 (0)—F "V(0)

se f(t),f'(t),f(t)....F")(t) s&o continuas para 0<t<N e de ordem exponencial para

t> N, enquanto f"(t) é seccionalmente continua para 0<t<N.

Exemplo

Mostrar que £ {sen(at)}=

f(t) =sen(at)
f'(t) =acos(at)
f'(t) =-a’sen(at)

L (t)}=L{-a%sen(at)}
?F(s)—sf(0)—f (0)= L {~a’sen(at)} Re(s)>0

)

T ,Re(s)>0.

s? [ {sen(at)}—s(0)—a = £ {~a’sen(at)}
s? L{sen(at)}—a=—a’ L{sen(at)}
(s?+a?) Lisen(at)} =

L{sen(at)} =

s® +a?

Exercicio

Empregando a transformada da derivada, mostre que £ {cos(at)} = Re(s)>0.

s +a?’

4.5.7 - Transformada de Laplace unilateral de integrais

Seja L{f(t)}=F(s). Entdo



Exemplo
t 2
L“‘ sen(2u)du} = L{sen(2u)} +s = 4254“4 = 5(522+ 7y = L{sen?(t)]

4.5.8 — Derivadas de transformadas de Laplace unilaterais (multiplicacdo por t")

Se L{f(t)}=F(s), entéo

Prova

F(s)zj- f(t)e'dt

0

Derivando-se sob o sinal de integracéo (regra de Leibniz), obtém-se:
d o od [ "8

—F(s)=F(s)=— | f(t)e™dt= | —[f(t)e™" @t

are-r- [ rema- | Ziwe)

_ j L f(t)edt = —J. w[t F(t)edt=- Litf(t);

LAFR) = F)=—F (5).

S
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Demonstrou-se até aqui o teorema para n=1. Para prova-lo integralmente, utiliza-
se inducdo matematica.

Suponha-se que o teorema é verdadeiro para n =k, isto &,

j [t47 (1)) e 'dt = (-1) F¥)(s).

9 [ erera- S earee)

¢ 0

= [te()]etat = (~2) Fe(s)

J‘ . [t kelf (t)] ostdt = (_ 1)k+1 E (k) (S)

Assim, demonstrou-se que o teorema também é valido para n=k +1.
Como o teorema é valido para n=1, também o é para n=2, n=3 e para qualquer

valor inteiro positivo de n.

Exemplo
L{tzezt}
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4.5.9 — Integrais de transformadas de Laplace unilaterais (divisdo por t)

Se L{f(t)}=F(s), entdo
£{%t)} = J‘jF(u)du desde que lim @ exista.

Prova

Seja glt)= @ () =tglt).

26(5)=-F6)

Integrando-se a igualdade anterior, obtém-se:

j :;iuc;(u)du:_ j jF<u)du

o

tl)ig;[G(b)— G(s)]= —j w F(u)du.

lim G(u)

b—o

Como LmG(b):O:
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1 . sen(t dz 1 z
Como L{sen(t)} = el Re(s)> 0, t"ﬂ}# =le -“m —~ garctg(gj:
o0 b
L{Se”(t)} | du—iim | =
t . u®+1 b—oo su2 +1

= lim|arctg(u)] = lim[arctg(b) - arctg(s)]

T 1
=2 _arct =arctal =
arctg(s) = arc g(sj

2°) Provar que %— arctg(s)= arctg(%j .
1\ «
arctg(s)+ arctg(gj =5
1 1
Como arctg(s)=a = tg(a)=s e arctg(gj =B =1t9(B)= 5> tem-se que:
T
o+ ﬁ = E

cos(a + ) = cos(%j
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4.5.10 - Convolugéo

Sejam f(t) e g(t) funcdes seccionalmente continuas em [0,%0) e de ordem exponen-
cial. Entéo

LiF=g)t)i= LI} Lig(t)=Fs)5(s).

Prova
Aqui define-se a convolugao como

(F +g)t) = j (u)g(t - u)du = j f(t—u)g(u)u.

t

0

0 o0

Sejam F(s)=ﬁ{f(t)}=j f(xl~dr e G(S)=£{g(t)}=j g(B)e~""dp .

F)0s) - ( [ <r>e8fdrj[ [ jg<ﬁ>ewd/sJ

. j j j :e's(”ﬁ)f(f)g(ﬁ)dfdﬂ

Fixando-se r e considerando-se t=7+f—= f=t—r e dt=df, tem-se que

F)G(s) = j ;f(fﬁj j' :e'“g(t . r)dt}dr |

Como f(t) e g(t) sdo funcBes seccionalmente continuas em [0,:0) e de ordem ex-

ponencial, pode-se inverter a ordem de integracéo. Dessa forma

F(5)G(s) = e{ j f(r)g(tr)dr}dt

Exemplo
1 1

L{ j Oteu«senau)du}=ﬁ{e‘*sen(t>}=£{e‘}£{sen<t>}-sllsz+1‘ 526" +1)
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45.11 - Valor inicial

Se os limites indicados existem, entao
lim f(t) = limsF(s).

S§—>0

Prova
L (1)}= j mf'(t)e‘“dt = sF(s)-(0) (4.5.11.1)

Sabemos que, se f'(t) é seccionalmente continua e de ordem exponencial, ent&o
lim £ (t);=
lim L3 (t)}=0.

Tomando-se o limite quando s — o em (4.5.11.1) e supondo-se que f(t) é continua

em t =0, encontra-se

lim £{f (t)}=lim[sF(s)- £ (0)]

S—

0 = limsF(s)-f(0)

S—

lim sF(s)=(0)
lim sF(s) = mf(t).

S—0

Exemplo
_ 5
ft:5 2t f = —_—
(0)=5e* = L)} = >
limse2 = lim—>>_ =5
t—>0 s—>ws+2

45.12 — Valor final

Se os limites indicados existem, entao
limf(t)= lim sF(s).
S—>

t—oowo

Prova

L{f'(t)}:j f'(tle'dt = sF(s)—(0) (4.5.12.1)
0

O limite do lado esquerdo de (4.5.12.1) quando s — 0 é:
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iy [ 0o [ oot [ @m0
- lim[f()~(0)
- limf(1]-1(0)

O limite do lado direito de (4.5.12.1) quando s >0 é

imfsFs) (0]~ limsFis)](0).

Logo:
im{f(0]-1(0) = im{sF(s)}(0)

lim[f(t)]= Ii_r)rg[sF(s)]

t—o0 S

Exemplo
_ 5
ft :58 2t f =
(t)=5¢" = L{f(t)}=
lim 5e 2 :Iimﬁzo
t—omo s>0 g+ 2

4.6 — Transformada de Laplace unilateral de func¢fes periddicas

Suponha que f(t) tem um periodo T >0 de modo que f(t+T)=f(t) (f(t) é periddica
de periodo fundamental T). Entéo,

L) = —2 I Tf(t)e“dt—m.

0
1_e75T 1_efsT

[,{f(t)}=J‘wf(t)e“"‘dt=J‘Tf(t)e‘“dt+j2Tf(t)e‘“dt+J-3Tf(t)e‘5tdt+...

T T

Substituicbes

t=u 12 integral
t=u+T 228 integral =>u=t-T
t=u+2T  32integral =>u=t-2T
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Em todas as substituices tem-se que du =dt.

Logo:

o T

T T
L)} =] f(u)e™du +j f(u+T)e “du +I f(u+2T)e “"2du +...
0 0

o0

T T

f(u)e™du+ e‘ZSTI f(u)e™du+...

0

o T

L) =] f(u)e™du+ e‘”j

¢ 0

0

L)) =+e T +e>T 4o +)j f(u)e™du

Lif(t)}= [l+ e 4o f +(eTf +]J- f(u)e™du.

1 N
Como 1+r+r? +r3+---:1—,se|r|<1, entdo
—r

L) = —2 j Tf(u)esudu.

1_ e—ST
Exemplo

Seja f(t):{

sen(t), 0<t<m
0, t<t<2m

r\
0 V\ 2/\37 4/ ¢

Figura 4.11: Curva senoidal com meia onda retificada — [13].

uma fungao 2m-periddica. Determine L{f(t)} .

L{f(t)}zl%‘.‘ sen(t)edt (4.6.1)
—e

0

Integrando-se (4.6.1) por partes duas vezes, obtém-se:

L)} = 1_27[5 {521+1 [ e cos(t)- se“sen(t)]}‘

1-e

v

0
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) 1—3-2“5 Lle(esn +1)}

B 1+e™

Cfi-e?)s? +1)

3 1+e™

- (1+ e'”SXI—e'“Sst +1)
1

C1-e™)s? +1

4.7 — Célculo de integrais improprias

Exemplos
10 cos(4x)e**dx = -2
) J-O (4x) 324+4% 25

29) I te*'sen(t)dt

Lisen(t)}=—

s°+1

;o O

tsen(t)e'dt = L {tsen(t)} = (- 1)1 F(s)= _E[ 1 } _ 35

ds ds|s®+1] (s2+1f

tsen(t)e'dt = 23) = 6 _3
Jo (32+1f 100 50
Lt enlo L1
s+1 s+3
-t _ -3t LH
lim Ilm[—e +3e]=2
t—0" t t—>0"

192



i:In|z+a|+C
o Z+a
* -t -3t @ b
€ € o= Ll g =iim BRI T
Jo t . u+l u+3 b—oo . u+l u+3

u+l

b
i

u+

- b .
= tI]ero1o[ln|u +1]—Inju + 3|]S = Ilm{ln

b—w

1
Tbe1]  [s+af] 1+b‘ Is+1]
=lim|In —In =lim| In —In
o |b+3]  |s+3|| bow 1 3‘ ls+3|
+7
b
— st
s+3
PR S Pt -t
I € ¢ e‘Stdt—>J- € € quando s— 0"
0 t 0 t
ot -t
Assim,j ¢ _te dt:—ln@j:—ln(l)+ln(3):In(3)
0
Exercicios
Nos exercicios a seguir, calcule a transformada de Laplace.
2
01. L{t[3sen(2t)—2cos(2t)]} Resposta: m
(sz+4)
4 2
02. L{t%os(t)} Resposta: w
(sz+1)

03. L{f(t)}, sendo f(t) a fungéo periddica representada graficamente abaixo.

VO
] S ST

1
|
|
1
1

~Y

2a 3a 4a

Y

onda quadrada

Figura 4.12: Onda quadrada — [18].
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1

Resposta: L{f(t)}= o)
sil+e™
© -t
04 j e sen(t)
0 t

Resposta: % .

4.8 — Métodos para determinar a transformada de Laplace unilateral

4.8.1 — Uso da definicao

4.8.2 — Expanséo em série de poténcias

Se f(t) tem expansio em série de poténcias dada por

0

f(t)=a, +a,t+a,t’ +a,t° +...= E at",

n=0

entao
2 a,3 nla
L) =F)=204 & 822 8%, n 4.8.2.1
)= Fe) =204 B 22, 2 48.2.)
n=0
A série (4.8.2.1) deve ser convergente para Re(s)>0.
Exemplo 1

L13., 135 4 1357 ,

1
Mostre que (L+X)2 _1-Ly
2 24 24.6 2.4.6.8

X <1

1

f(x)=[1+x)2

f(l)(x):—%(1+ X) 2

£?(x)= ;;2(1+ x)‘g

f<3>(x):__£-§ (L+x)>
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- — §(n)
Série de Taylor de f(x): f(x)= Zan (x—c)" = ZfT'(C)(X —c). (4.8.2.2)
n=0 n=0 -

Observacdao: a série (4.8.2.2) é extensivel para uma funcao de variavel complexa.

(6] (2 @) (4)
f(x)=(1+x)7%=f(0)+f (O)x+]c (O)szr]c (0)x3+1c (O)x4+...
1 2! 3 41
1
f(x)= (1+X)7§ _ —EX 13 , 135 N 1.3.5.7 .

+ X" = X
2 222 3222 412222

f(x)=( )‘% 1ol 18,2 185, 1857 ..
2.4 2.4.6 2.4.6.8

(4.8.2.3)

Regido de convergéncia da série (4.8.2.3):

a0 (| | £()
T T (1) TG

n+1

1 3 5 1 1
3Ty —E—n+1 —E—n
R =lim In+1
oo 1 3 5 1 1
-~ ——.—=..|-=-n|-=-n-1
2 2 2 2 2
1
1+—
T _ n+1 | . n |_
R=fm— e+ d=lm——|=im— =2
—~-n ~>-n -—-1
2 2n

Xx—c|<R=|x<1=-1<x<1.

Exemplo 2

Sabendo que a funcéo erro (probabilidade) € definida por

erf(t)= %J‘Oteuzdu ;
a) calcule L{erf (ﬁ)};
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L{erf (\/f )}: L

ot 2 4 6 8
WW¢%@%%%%44
2.3 tg tg t% tg
ﬁ{erf(\/f)}:ﬁ ﬁt St 73t 0a
Como L{t”}:s?—i, Re(s)>0:
o) ) ) ) )
L{erf(ﬁ)}:% 3’2 - : 7 9 11 <P SGRE(S)>O.
T os2 3.32 5.21s2 73!55 94152

1
Lembrando que T'(n+1)=nr(n) e F(Ej =/n, pode-se calcular (4.8.2.4).

o3 )i L)
2 2) 2 \2) 2
f2)orf1+3)2303 =3‘/§
2 2) 2 \2) 2
(2] -rf1e3)-2r{3) -2
2 2) 2 \2 2
{9 1+z] :zr(zJ_ 35.74n
2 2 \2 2°
{1 _H1.9)-9{9)_3579V=
2 2) 2 \2 2
Lt (5] iﬂ[\/%s ~ 3\/_ 3.5\/E7 ~ 3.5.7\/E9 +3.5.7.9\/151_
252 32232 52%21s2  7.2*3s2 9.2°4ls2
1 3 35 3.5.7 3.5.7.9
" st 7" E me
s? 3252 52%2s? 7.2°3s? 92%4ls?
1 1 13 135 1.35.7
B T E T
sz 2s8%? 24s? 24.6s? 24.6.8s?2
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—_— P + _
2s 24s® 246s® 24.68s*

i(l 11 131 1351 13571 j
3
52

(4.8.2.5)

1

1
)= fLrs) 11 131 1351 13571 i

2—1___ - _|_ _ _

2s 24s®> 246s° 246.8s*

<1=lg>1. (4.8.2.6)

Utilizando-se (4.8.2.6) em (4.8.2.5), tem-se que:

1, 12 1(s )y 1 |
chebl- 3o 1) - 42 - A

L {erf (\/f )} =

, se se(Re(s)>0nls >1).
svs+1

b) mostre que L~ {

}_e erf (V).

Se £‘1{ }— e erf entéo L{e%rf(ﬁ)}: 1

Js(s-1)°

Como L{ “f(t )} Fs-a)e L{erf(\/_)} ﬁ tem-se que

t _ 1 _ 1
L{e erf(\/f)}_ (s—1Ws—1+1 +s(s-1)

4.8.3 — Uso de equac0Oes diferenciais

Uso de uma equacdao diferencial ordinaria satisfeita por f(t) e da transformada de

Laplace de derivadas.

4.8.4 — Outros métodos

Uso das propriedades da transformada de Laplace unilateral.
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4.9 - Transformada de Laplace unilateral de algumas fun¢des

4.9.1 - Funcao nula

t
Se J N(u)du =0 para t>0, entdo N(t) é chamada fungéo nula.
0

Exemplo
L ot=2
2
f(t)=4-1 t=1 é uma fungéo nula.

0, caso contrario

Transformada de Laplace da fung&o nula: L{N(t)}=0

4.9.2 — Funcédo degrau unitéario

0,0<t<a
U-2)=11" L,

—as

Transformada de Laplace da fungdo degrau unitario: £{u (t—a)}: e?’ Re(s)>0.

Prova
Sabe-se que L{f(t—a)u(t—a)}=e*F(s). (4.9.2.1)

Se em (4.9.2.1) considera-se f(t)=1= f(t—a)=1, entdo tem-se que

—as

L{l}:% e L{u(t—a)}:e?.
4.9.3 - Funcdo impulso unitario

Usada para representar forgas externas de grande amplitude que agem por um curto

periodo de tempo.
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0, 0<t<t,—-a

5. (t—t,)= o -ast<to+a, t, >0,a>0
0, t>t, +a
A
L
| | e
| 1 |
P A=—I(2a)=1 |
: Za( ) :
. Fm—————— I—-bt
t,-a t, t,+a

Figura 4.13: Funcéao impulso unitéario.
1
8a(t - to): g{u[t _(to _a)]_ u[t_(to +a)]}

Considerando-se d(t—t,)= lim &, (t—t,), tem-se o delta de Dirac:

§(t—t0):{oo' =k

0, t#t,

Propriedade do delta de Dirac: j S(t—t, )t =1.
0

Transformada de Laplace do delta de Dirac:
LB(t-t,)}=e™ ou L{B(t-a)j=e".

Prova

3. (t-t)= - {uft -t —a)l- uft~(to+a)l}

L= to)) = Lhult~(to ~all}- o L{ult~(t, +all}
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“2al s s 2as as

—(to-a)s —(to+a)s as _ n-as —st,
L, (t-to)} = ! {e -8 }:e“"(e © j: ®  senhfas) (4.9.3.1)
Tomando-se o limite de (4.9.3.1) quando a — 0, obtém-se
as —as LH as —as
: B oV aste i €T e [SETHSETT |
lim L8, (-t =L{8(t-t,)}=e Llﬂg( o J—e L'LT(])(—ZS j—e :

(4.9.3.2)

Quando em (4.9.3.2)t, =0, tem-se que
L{B{t}}=1. (4.9.3.3)

E importante ressaltar que (4.9.3.3) nao satisfaz limF(s)=0.

S—0

4.9.4 — Algumas funcdes periédicas

f(t) F(s)
S04
S - b P
: i _ 1-e™®
ar 2a 3a1 4a: 1 m
. ' S
fun¢ao meandro
fiy
I -+ : : i .__} : ) 1
R e
a 2a 3a 4a t
onda quadrada
J0
a-r | | A \
NS a1 1
PR L o slbs e®-1
b 2b 3b 4b ¢
fungdo dente de serra
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o T
LS
N

onda triangular

1-e°

s’(l+e”

1

! T 2 3 4«

onda senoidal retificada

S

7S
cotgh| —
g(zj

1+e™

(2+1)i-e™)  s?+1

-~Y

o[ 4n

onda senoidal semi-retificada

(52 +1X1—e'”5)

Tabela 4.3: Transformada de Laplace unilateral de algumas fun¢des periddicas — [18].

Exercicio

Tabela 4.3.

Prove as transformadas de Laplace unilaterais das funcdes periddicas presentes na

4.10 — Métodos para determinar a transformada de Laplace unilateral inversa

4.10.1 — Completando quadrados

Exemplo

_ s+5
L)
S°+6s+13

Polos de ordem um: s =-3—-2i, s=-3+2i.

Calcula-se (4.10.1.1) completando quadrados.
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L_l{sz f;si13}= L_l{(ngz }
s+3)° +4

-l ol

= e cos(2t)+e'sen(2t)
= e[cos(2t)+sen(2t)]

No exemplo (4.10.1.1), empregam-se a propriedade de linearidade e a propriedade

de translac&o da transformada de Laplace unilateral inversa £ {F(s—a)} = ef(t).

4.10.2 — Decomposicao em fracdes parciais

Qualquer funcéo racional @ onde P(s) e Q(s) sdo polinbmios, com o grau de

Q(s)
P(s) menor do que o grau de Q(s), pode ser escrita como uma soma de funcdes racionais

(chamadas fracdes parciais), tendo a forma

A As+B
(as+b)" " (as? +bs+c)

r,r:1,2,3,....

As constantes A, B, C, ..., podem ser determinadas de varias maneiras. Decom-

P(s)

pondo-se o quociente ——~< em uma soma de fragdes parciais, determina-se a transformada

Qls)

. . ~ . 4| P(s
de Laplace unilateral inversa de cada uma dessas fracdes obtendo-se assim £ 1{£}

Q(s))

3% —4s5+2 As+B Cs+D E
1. _ n

(32 +25+4)2(s—5) (32+23+4)2 +52+25+4 s—5

-5 __A B C D
" (3s-4)2s+1)° 35-4 (2s+1)] (2s+1) 25+1
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Exemplo 1
L_l{ 3s5+7 }
s?—-2s—3
Polos de ordem um: s=-1, s=3.

Primeiro método (completando-se quadrados)
4] 3s+7 3(s—-1)+10
e
s°-2s-3 (s-17 -4

_ 3L—1{ﬁ} +5£4{ﬁ}

= 3¢' cosh(2t)+ 5e'senh(2t)

_ gt et 4 o2t L 5! et _ o2t
2 2

Segundo método (decompondo-se em fracBes parciais e solucionando-se 0 sis-

tema)

3B+7  3Is+7 A B
sz—25—3_(5—3)(s+1)_s—3+s+1
3+7  A(s+1)+B(s-3)
(s-3)s+1)  (s-3)s+1)
3s+7=A(s+1)+B(s-3)
3s+7=(A+B)s+(A-3B)

A+ B=3
{A—35=7 x(-1)
4B=-4=B=-1=>A=4

35+7 35+7 4 1

s?-25-3 (5-3\s+1) s—-3 s+1
a) 34T \_pa) 347 | _pa) 4 1
L {32—25—3}_L {(s—3)(s+1)}_ﬁ {3—3 s+1}
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Terceiro método (decompondo-se em fracdes parciais e calculando-se os limites;

pode-se usar a estratégia sempre que o denominador tem fatores lineares distintos)

347 __ A B
(5-3)s+1) s-3 s+1

lim 3S—+7)(s—3)= lim i(s—3)+ lim i(5—3)

-3 (5—3)s+1 5353 535 +1
%=A+O:>A=4

3s+7 .

1)=lim S+1)+ lim —(s+1
s»—l(s_?,)(s_k )( ) s>-1g — ( ) s>-18§ 4+ ( )
—=0+B=B=-1
Exemplo 2

~ 3s+1
L]

§°—-s°+s-1
Fatorando o denominador: ‘1 11 -1

s°—s? +5-1=(s—1)s? +1)

Polos de ordem um: s=1, s=i, s=—i.

3s+1 3s+1 A Bs+C A Bs C
se’—sz+s—l:(s—1)(32+1):s—1+ S+l s-1 st+1 st+1
35+1  Als? +1)+Bs(s—1)+C(s—1)
(s-1)s%+1) (s—1)s? +1)
3s+1=A(s® +1)+ Bs(s —1)+ C(s —1)
3s+1=Als? +1)+ B(s? —s)+ C(s 1)
3s+1=(A+B)s’ +(-B+C)s+(A-C)
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A+B =0

-B+C=3
A -C=1
-B+C=3
A+B=0=>A=-B=> = -2B=4=>B=-2=>C=1eA=2
-B-C=1
3s+1 3+1 2 25 1

S —s?+s-1 (s-1)s? +1): s 1 si41 '+l

L‘l{ 3 +1 _raf 3+l | pa 2 2 L1
s®—s?+s-1 (s—-1)s® +1 s—-1 s’+1 s’+1

S = R e
s—1 s°+1 s°+1

= 2e" —2cos(t)+sen(t)

Exemplo 3
Ll{ 5s? —15s —11 }

s* —5s° +6s5% +4s5s—8

Fatorando o denominador: 1 -5 6 -8
111 -6 12 -8 O
211 -4
1 -2 0
211 O
s* —5s° + 652 +4s—8=(s+1)s-2)°
Polos de ordem um: s=-1.
Polos de ordem trés: s=2.
Bs? —155—11 _ Bs? —155—11= A N B N C N D
s*—5s°+6s* +45-8 (s+1fs—2)° s+1 (s-2)° (s—2f s-2
Bs? —155—11 . A . .
im——-— (s+1)=lim ——(s+1)+ lim S+1)+ lim ———(s+1)+
s>-1 (S+1)(S—2)3 ( ) s»—15+1( ) s>-1 (3_2)3 ( ) s>-1 (3_2)2 ( )
. D
+S|Ln:11§(s+l)

i:A+O+0+0:A:—1
27 3
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. 5s® —155-11 3 3 3
lim 2) =lim s—2) +lim s—2) +lim s—-2) +
52 (S+1)(S—2)( ) 552§ 4 ( ) 52 (S 2)( ) 52 (S 2)2( )
D 3
+lim —(s-2)
w—o B+O+O:>B——2—1:—7
3 3
5s? —155—11 —% 7 C D

+16—2F s+l (s-2F (s-2f s-2
5% 15511 _ - 12(s-2) = 7(s+1)+ Cls+1)s— 2)+ D(s +1)s - 2f
(s+1)s-2) (s+1)s-2)

532—155—11=—%(s 652 +125—8)—7(s+1)+ C(s? =5 — 2)+ D(s +1)(s> — 45 + 4)
)-

532—155—11=—%(s3—652+125 8)-7(s+1)+C(s? —s—2)+ D(s*— 35> + 4)

5s? —153—11:(D—%js3+(C—3D+2)52 +(—C—4—7)s+(—2C+4D+§—7j

D—E:O:D:1
3 3

C—3D+2:5:>C—3(%j+2:5::>c:4

~C-4-7=-15=C=4

—20+4D+§—7:—11:—2(4)+4(%j+2—7:—11:—11:—11

[ 5s? —15s—-11 _ [ 5s? —15s—-11
s* —5s° +6s% +4s—8 (s+1)s—2)

a1t 7 4 11
3s+1 (s-2) (s—2) 3s-2

Como i{ 1 }—— 1 e dz[ ! }— 2 tem-se que
ds|s—2| (s—2f ds*|s-2 _( ~2)° a

[ 5s? —155 —11 =_1e _Zt2e2t+4te +le
s* —5s% +6s% +45—8 3 2 3

4.10.3 — Expanséo em série de poténcias

Se F(s) tem um desenvolvimento em série de poténcias negativas de s dado por

206



jab)
D

a, a a
Fis)=—2+ 2+ 2424 = E o
S S s"

entdo pode-se inverter a transformada termo a termo, obtendo-se

w
w

2

3 n
L—l{F(s)}=f(t)=ao+a1t+a22t| LI E LI

3 n!

Exemplo
A funcéo de Bessel de ordem zero é definida pela série

0

-y o B

n=0

1

e S
Mostrar que £~ . :JO(Zﬁ).

Se L™ % =J0(2ﬁ), entdo L{J()(Z\/f)}: e:.
_OO _n(at)z”_oo e Lo (a)" o,
JO(at)_;( Y (1)’ 22" _;( Y (nl)2(2j t

1, 1 .. 1 , 1
L{JO(Zﬁ)}:L{l-t+(2!)2t —(3!)2t +(4!)2t —(5!)2t +}

11,12 13 1.4 18,
s st (7S (3)st (4)ps® (B5)s°

1 11 11 11 11

— +




Expandindo-se e s =e™ em série de poténcias:

o0

(s 111 11 11 11
e = —=1——+——2———3+——4———5+
n! s 20s° 3s® 4ls” OHls

n=0
(4.10.3.1)

Raio de convergéncia da série (4.10.3.1):

l ‘
R = lim| -2 =Iim‘ n =|im|(”+1)!|:nm|n+]4=oo
n—o an+l n—o 1 n%oo| n! | n—ow
(n +1)!‘
Assim:

es 1 1 11 11 11 11
+ 5 = 7 st
s 21s 3s® 4ls Ss

T e —+... s = 0: singularidade essencial

= Z E;Sln)jl . (4.10.3.2)

[N ]

Comparando-se (4.10.3.1) e (4.10.3.2), conclui-se que L{JO(Zﬁ)}: €
S

4.10.4 — A formula de Heaviside

Sejam P(s) e Q(s) polinbmios distintos, sendo que P(s) tem grau menor do que Q(s).

Suponha-se que Q(s) tem n zeros distintos «,,k=1,2,...,n. Entéo

Exemplo
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Ll{ 35+7 }
s2—-25-3

P(s)=3s+7
Q(s)=s*-2s-3=(s-3)s+1)=a,=3 e a,=-1

d
EQ(s)_zs,—z

2
2 Y e
s?—25-3 2(a,)-2

k=1

_3(3)+7 o s 3(-1)+7 .
- 2(3)-2 2(-1)-2

=4e* —e

-t

4.10.5 - A formula geral (ou complexa) de inverséo

ou

Também conhecia como formula de Bromwich ou férmula integral de Bromwich.

Se L{f(t)}=F(s), entdo

L‘l{F(s)}zf(t)zﬁ-‘- F(s)e®'ds, t>0 e f(t)=0 para t<o0 (4.10.6.1)

—iowo

Deve-se integrar em (4.10.6.1) ao longo de uma reta s =y no plano complexo, onde

s=Xx+1y. O numero real y é escolhido de tal forma que s =y esteja a direita de todas as

singularidades de F(s).

Referéncia
SPIEGEL, M.R. Schaum's Outline of Laplace Transforms. McGraw-Hill, 1965. Capitulo 7.

Exercicios
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2_
01. Calcule L7 ——— > 23 .
§" +5°—-35°-17s—-30

Resposta: f(t)= %ee" -~ zise2t + %etsen(Zt)— %et cos(2t).

3 2
02. Determine [,1{33 —3s —4OS+36}_

s* —8s% +16

Resposta: f(t)=(3+5t)e™? —2te”.

4.11 - Solucéo de equacOes diferenciais

4.11.1 - Equacgdes diferenciais ordinérias com coeficientes constantes

Exemplo 1

y (t)-3y (t)+2y(t) = 4™
y(0)=-3 (4.11.1.1)

Liy(t);=Y(s)
Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacao diferencial ordinaria de
segunda ordem (4.11.1.1):

LY 3Ly O+2 Liyt)=4 L]

s?Y(s)-sy(0)-y'(0)-3sY(s)+3y(0)+2Y(s)= é
4

(52—35+2)Y(s)+35—5—9:§

(s2—3s+2)¥(s)= é—% +14

(s—1)s—-2)Y(s)= é ~3s+14

2 2
(5-1)s-2)Y(s)= 2= +S6s;14s—28 -3 :225_24

2
Y(s)= —3s" +20s—24

~ (s-1)s-2)y

(4.11.1.2)
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Polos de ordem um: s=1.

Polos de ordem dois: s=2.

Decompondo-se (4.11.1.2) em fracdes parciais:

—~35°+20s—-24 A B C

_ A + 4.11.1.3
6-D6-2F s-1 (-2F s-2 (41119
~3s% +20s—24 = A(s—2) +B(s—1)+ C(s—1)s—2)
—35% + 205 — 24 = Als? — 45+ 4)+ B(s —1)+ Cls? 35+ 2)
~35% +20s—-24=(A+C)s’ +(-4A+B-3C)s+(4A-B+2C)

A+ C= -3
~4A+B-3C= 20 (4.11.1.4)

AA-B+2C=-24

Calculando-se limites em (4.11.1.3):

—35% +20s — 24 A B N C

(s-1)s-2) s-1 (s_z)2 s—2

. —3s%+20s—24 A )

lim s—1)=lim——(s—1)+Ilim s—1)+Ilim——(s—-1

sl (3_1)(3_2)2 ( ) sl 5_1( ) sl (5_2) ( ) so1 3_2( )

- 7=A+0+0=>A=-7

. —3SZ+205—24 2 . A 2 . 2 . C 2
lim s—2) =lim——(s-2) +lim—(s—-2)" +lim——(s-2
52 (S—l)(S—Z)Z ( ) s—>25_1( ) s—>2(s_2)2( ) 552 3_2( )

4=0+B+0=B=4
Substituindo-se os valores de A e B na primeira equagéo de (4.11.1.4):
A+C=-3=-7+C=-3=C=4.

Assim:

Y():—ssz+205—24:_ T, 4 4
(s-1)s-2) s—1 (s-2) s-2

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.11.1.5):

L)1 £ 2 g 2 )}w{é}

T R R R g

dl 1 1 2t 1
hall =— [ e ti=
Como ds{s—Z} 6 2y ou {e } (5-2F

como solucdo da equacao diferencial ordinaria de segunda ordem

(4.11.1.5)

e LHFY(s)= (-1 t"f(t), tem-se
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y(t)=—7e' +4e? + 4te”.

Exercicio

Verifique que (4.11.1.6) é solucao de (4.11.1.1).

Exemplo 2

y(0)=0
t, 0<t<«1
():{o, t>1

Escrevendo-se (4.11.1.8) de forma compacta:

f(t)=t—t u(t-1), u(t_l):{f, ?jlt <1

(4.11.1.6)

(4.11.1.7)

(4.11.1.8)

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacao diferencial ordinéria de

primeira ordem:

LYy OF+2 Liy(0) = Lit-tu t-1))
Ly O+2 Ly} = Lit)- Lit ut-1))

Lt (t)= (-1 dnn F(s), onde F(s)=L{f(t)}, e L{u(t-a)}=

ds

S ds| s
1 (s+1)e°
(o=t oL
Y(s)= 1 3 s+1 s

s?(s+2) s*(s+2)
Polos de ordem um: s=-2.

Polos de ordem dois: s=0.

Decompondo-se (4.11.1.9) em fragdes parciais:
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: 1 :As:rBJr C _a-lpg_lc.t
s?(s+2) s S+2 4 2 4
2s+1 =Asz+|3+ C a_lg lc 8
s?(s+2) s S+2 4 2 4

1s 11 1 1 1s 11 1 1 e
Y(S):———2+——2+——— ——2+——2—— e
4s 2s 4s+2 |4s 2s 4s+2

Vie)o-2l,21,1 1 11 11 .11 . (4.11.1.10)
4s 2s° 4s+2 4s 2s 4s+2

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.11.1.10):

crvey=-t ol ool o

2 4 S+2

Y O U Y O O Y
_ZL {Se } 2L {Sze }+4[, {S+2e } (4.11.1.11)

Lembrando que L‘l{e‘“F(s)}:f(t—a)u(t—a), obtém-se de (4.11.1.11) a solugdo da

equacao diferencial ordinaria de primeira ordem.

1 l 1 _2t 1 1 1 72(171)
t)=—-+—-t+-e" ——ult-1)—=(t-Dult-1)+=e uit-1 4.11.1.12
Wo=-2etiider Ly tenue-eleuey @it
111 , 1 1 1 e
t)=—"+=t+=e" —=u(t-1)| -+t-1-—-e
W=7 +qtrge —zu 1){2 2
y(t) =%+ 1t Ten = u(t-1) Lo
4 2 2
—%+%t+—e‘2t, 0<t<1
y(t)=1,
Zefzt _e—2t+21 t>1

Exercicio

Verifique que (4.11.1.12) é solugéo de (4.11.1.7).

Exemplo 3

A equacéo diferencial para a carga q(t) em um capacitor em um circuito em série R-
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RS alt)}+Z )= E),

onde R é a resisténcia, C € a capacitancia e E(t) ¢ a forga eletromotriz (f.e.m).

Determinar, usando as transformadas de Laplace, a carga no capacitor em um
circuito em série R-C se q(0)=0,R =2,50hms, C=0,08farad e E(t) é dada pelo grafico da
Figura 4.14.

Escrevendo E(t) de uma maneira compacta:

E(t):{o, 0<t<3

5 t=3

0,0<t<3
1, t>3

ua_a:{

E(t)=5u(t-3).
Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacao diferencial ordinaria de
primeira ordem:
25

02,5%q(t)+?q(t)=5u(t—3) (4.11.1.13)

L{Z,S%q(t)+12,5q(t)} = L{5u(t—3)}

2,5 L{%q(t)}ﬂz,sﬁ{q(t)}: 5 L{u(t—3)}

2,55Q(s)— 2,5(0)+12,5Q(s) = 56:3
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e —3s

S

(2,55 +12,5)Q(s)=5

T 56 267
= = = . 4.11.1.14
Q) s(25s+125) 25s(s+5) s(s+5) ( )

Polos de ordem um: s=-5, s=0.

Decompondo-se (4.11.1.14) em fragOes parciais:

1 A B 1 1
=—4+—— =A== B=-=
s(s+5) s s+5 5 5
11 1 1
s)=2/ ===~ |, 4.11.1.15
Q) {55 55+5} ( )

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.11.1.15):

£t o)

55 5545
L7Q0s) = % L‘l{ge“} —% L‘l{ﬁ 6'35} . (4.11.1.16)

Usando-se em (4.11.1.16) a propriedade L’l{e’asF(S)}:f(t—a)u(t—a), obtém-se a

solucao da equacao diferencial ordinéria de primeira ordem.

q(t) = é ult —3)—§ u(t-3)e* (4.11.1.17)
alt) =% ult-3f—e]
0, 0<t<3
W=12h 5] 12g
5
Exercicio

Verifique que (4.11.1.17) é solugéo de (4.11.1.13).

4.11.2 — Equagdes diferenciais ordinarias com coeficientes variaveis

Exemplo

215



y(0)=1 (4.11.2.1)

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral & equacao diferencial ordinaria de

segunda ordem, obtém-se
Ly (O)+ Ly 0)}-2 Lity (©)}-2 Liy(t)}= Lo} (4.11.2.2)

Deve-se lembrar que:

Lf(0) = F6)

LY (t)}=5*Y(s)-s(0)-y (0)=5"Y(s)-5-2

Ly 0= LFvs)-s-2)- {2sv(s)+sz %Y(s)—l} - 2sv(s)-5 L vig)an

Ll ()= sY6)-y(0)=s¥(s)-1

Ly 0} Lpvi)-1- _{Y(S)Hdiv(s)} - )5 L ¥E).

S S

Voltando-se a (4.11.2.2):

—25Y(s)-s? %Y(s) +1+58Y(s)—1+2Y(s)+2s % Y(s)-2Y(s)=0

([ Zs)% Y(s)-sY(s)=0

—s(s—Z)%Y(s)—sY(s)z 0

s(s— Z)diY(s)Jr sY(s)=0. EDO linear de primeira ordem homogénea (4.11.2.3)

S
Separando-se variaveis em (4.11.2.3), chega-se a:
dY(s)  sY(s) 1 dy(s) 1

ds s(s—2) " Y(s) ds s—2

d 1
EMY(S)H_ Pt (4.11.2.4)

Integrando-se (4.11.2.4), tem-se que:

InY(s) =—-In(s—2)+C,
Y(S) _ e—ln(s—2)+Cl
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Y(s)= eSeD" _ Cls—2)" % _ (4.11.2.5)

Polos de ordem um: s =2.
Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.11.2.5):

Ll{Y(S)}:L_l{S_%}

1
y(t)= CLl{—z}zCEZt. (4.11.2.6)
Para determinar a constante C em (4.11.2.6) usa-se a condigo inicial y(0)=1:

y(0)=Ce?” =1=C=1. (4.11.2.7)

Substituindo-se (4.11.2.7) em (4.11.2.6), obtém-se a solugéo da equacéo diferencial

ordinéaria.

y(t)=e* (4.11.2.8)

Exercicio

Verifique que (4.11.2.8) € solucéo de (4.11.2.1).

4.11.3 - Equac0es diferenciais ordinarias simultaneas

Exemplo

)=3 (4.11.3.1)

Lix(0)}=X(s), Liy(t);=Y()

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a primeira equacéo diferencial or-

dinaria:
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LKW+ Ly O)f=Li)
sX(s)-x(0)+sY(s)-y(0)= =

sX(s)-3+sY(s)= siz

sx(s)+sY(s)=Si2+3. (4.11.3.2)

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a segunda equacao diferencial

ordinéria:

LK (0~ Liy) =Ll

w
N
X
w
N—"
|
&
+
N
|
<
w
N
I

s?X(s)-Y(s)= Lk (4.11.3.3)
Solucionando-se o sistema composto pelas equagodes (4.11.3.2) e (4.11.3.3):

sX(s)+sY(s)= iz +3
s

1 .
2 _ = — —_
s?X(s)-Y(s) a1 +3s-2

Multiplicando-se (4.11.3.2) por (-s) e somando-se o produto a (4.11.3.3):

(s P
(s +1)Y(s)_s+1+33 2 5 3s

1 1 2
Y6)= s(s? +1)_ (s +1)s? +1)+ s?+1° (4.113.4)

Polos de ordem um: s=-1, s=0, s=i, s=—i.
Decompondo-se (4.11.3.4) em fragOes parciais:

1 _A_ Bs+C
5(52 +1)_ s s?+1

=A=1B=-1,C=0

1 D Es+F 1 1 1

- 2 Bt Do S E=ZF=-Z

(s+1)s2+1) s+1 s2+1 2 2 2
1 S 11 1 s 1 1 2

Y(s)==- —= += -= +
) s s?+1 2s+1 2s*+1 2s*+1 s*+1

111 31 1 s
()=

Y(s)==-= +-— -—= )
s 2s+1 2s°+1 2s°+1

(4.11.3.5)
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Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.11.3.5):

Cil- cfii 2L s

+_ R
s 2s+1 2s°+1 2s°+1

L‘l{Y(s)}zﬁ‘l{é}—%L_l{siﬂ}+g[l{szil}_%L_l{szil}

y(t)= 1—%et + gsen(t)— % cos(t).

Usando-se as equagdes (4.11.3.2) e (4.11.3.5) para determinar X(s):

sX(s)=-sY(s)+ siz +3

s 2s+1 2s*+1 2s°+1 s°
X(s)=g+i3+1 1.3 21 o1 ZS .
S S 2s+1 2s°+1 2s°+1

Polos de ordemum: s=-1, s=i, s=—i.

X(S) 111 31 1 s 1+§

(4.11.3.6)

Polos de ordem trés: s=0.

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.11.3.6):

Ll{x(s)}:ﬁl{3+1 11 31 1s }

3t PRI
s s° 2s+1 2s°+1 2s°+1

S P A D S D B DA I U D O O
LEXG)=2L {s}+£ {33}+2£ {s+1} ZL {32+1}+2L {SZ-I-]}

x(t)=2 +%t2 +%e‘t —gsen(t)+ % cos(t)

Assim, a solucéo do sistema de equacdes diferenciais ordinarias € dada por:

x(t):2+%t2 +%e‘t —gsen(t)+%cos(t); (4.11.3.7)
y(t):l—%e‘t +gsen(t)—%cos(t). (4.11.3.8)

Exercicio
Verifique que (4.11.3.7) e (4.11.3.8) satisfazem (4.11.3.1).
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4.11.4 — Equagdes diferenciais parciais

Dada u(x,t), fixa-se a variavel X e deixamos a variavel t livre. Dessa forma:

o0

L{u(x,t)}:J. u(x, t)edt = U(x,s)

0

0 d
&u(x,t)}—&u(x,s) (4.11.4.1)

02 d?
L{axz u(x,t)} - 9 Vo) (411.4.2)

Obtém-se (4.11.4.1) e (4.11.4.2) derivando-se sob o sinal de integracdo (regra de
Leibniz).

Exemplo 1
u,=u,, O<x<1,t>0
u(x0)=3sen(2zx) 0<x<1 (4.11.4.3)
u(0,t)=0 t>0 o
u(,t)=0 t>0

L{u@t)}=uULs)=0

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacéo diferencial parcial
(equacéo do calor):
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Liu(x O} = Liu,, (x.1)
d?U(x,s)
dx?

d?U(x,s)
dx?

sU(x,s)—u(x,0)=

sU(x,s)—3sen(2n x) =

2
W—su(x,s)z—%en(&z X) EDO linear de segunda
X

ordem ndo homogénea (4.11.4.4)

Familia de solucdes a dois parametros para a EDO (4.11.4.4):

U(x,s)=C,e’™ +C,e "™ + C,sen(2r x) (4.11.4.5)
homogénea particular
% U(x,5) = C,~/se"™ —C,/se '™ +2rC, cos(2n x)
2
;7 U(x,s)=C,se’™ + C,se ™™ —4n2C,sen(2r x). (4.11.4.6)

Substituindo-se (4.11.4.5) e (4.11.4.6) em (4.11.4.4), obtém-se:
— 47°C,sen(2n x)—sC,sen(2n x) = —3sen(27 x)
(-4n? -s)c, =-3

3

C,=—
 s+4n’

Logo:

U(x,s)=C,e’™ +C,e ™ + sen(27 ). (4.11.4.7)

S+4r°

Determina-se as constantes C, e C, por intermedio das condi¢cdes de contorno:
x=0em (5)= U(0,s)=C, +C, =0=C, =-C,; (4.11.4.8)
x =1lem (5)= U(L,s)=C,e” +C,e ™" =0. (4.11.4.9)
Substituindo-se (4.11.4.8) em (4.11.4.9), obtém-se:

—C,e®+C,e " =0

(—eﬁ +eJ€)C2 :o:(l_eefjﬁjcz =0

C,=0=C,=0
s=0

Assim:

U(x,s)= sen(27 x). (4.11.4.10)

S+ 472

Polos de ordem um: s =—4x°.
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Aplicando a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.11.4.10):

Ll{U(x,s)}:sen(an)Ll{ 3 }

s+4r?

L7{U(x,s)}=3sen(2r X)L_l{ﬂ—lm}

u(x,t)=3sen(2m x)e ",

Exercicio

Verifique que (4.11.4.11) € solucédo de (4.11.4.3).

Exemplo 2
u,(x,t)=4u(x,t) 0<x<2,t>0
u(0,t)=u(2,t)=0 t>0
u(x,0) = 8sen(4nx)—12sen(67x) 0<x<2
u,(x,0)=0 0<x<2

Condicdes de contorno:

L{u(0,1)}=U(0,s)= L{o}=0;
L{u@2,t)}=U(2,5)= L{o}=0.

Equacéo diferencial parcial:

[,{U tt (X’ t)} = L{A’U o061}

s?U(x,s)—su(x,0)-u,(x,0)= 4% U(x,s)

4dxi2 U(x,s)—s?U(x,s) = —s[8sen(4nx ) —12sen(67x)]

2
d% U(x,s)— SZ U(x,s) = —2s sen(4mx )+ 3s sen(67x).

Familia de solucdes da equacéao diferencial ordinaria (4.11.4.14):

U(x,s)=C,e2 +C,e 2 +C,sen(4nx)+C,sen(6mx)

solucdohomogeénea solucdoparticular

% U(x,s)= %Cle2X - % C,e 2 +4nC, cos(4nx)+6rC, cos(6mx)
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(4.11.4.13)

(4.11.4.14)
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d? 2 x ¢ -
—U(x,5)=—C.e?2 +—C.,e
dx? (xs) 4 1 4 ¢
(4.11.4.16)

Substituindo-se (4.11.4.15) e (4.11.4.16) em (4.11.4.14), tem-se que:

S
—X
2

~16n°C,sen(4nx)—36r°C,sen(67x).

2

~16m°C sen(4nx)—36m°C, sen(6nx) - C, SZsen(4nx)+

2
-C, SZsen(an) = —2ssen(4nx )+ 3s sen(67x)

2 2
(— 167 — SZ)Cssen(%x) + [— 36n° — SZJC ,5en(67x) = —2s sen(4nx )+ 3s sen(67x)

(4.11.4.17)
Comparando-se os “lados” de (4.11.4.17), conclui-se que:
s? 8s

—16n° - = |C, =25 C,=———, 4.11.4.18

( " 4} R Ry ( )
2 12s

~36n2-> |C,=3s= C,=-— "> . 4.11.4.19
( T 4} $TIT T aan? ( )
Substituindo-se (4.11.4.18) e (4.11.4.19) em (4.11.4.15):
U(x,s)=C e 40,07 4 sen(%x)—Lsen(an)_ (4.11.4.20)

. ? s? + 64 s? +1447°
Calculando as constantes C, e C,
1. Considerando-se x =0 em (4.11.4.20) e utilizando-se (4.11.4.12):
U(,s)=C, +C,=0=C, =-C,. (4.11.4.21)
2. Considerando x =2 em (4.11.4.20) e utilizando (4.11.4.13):
U(2,s)=Ce°+C,e” =0. (4.11.4.22)
Substituindo-se (4.11.4.21) em (4.11.4.22):
s -s 1 s 2s

—Ce +Ce°=0= cz[e—s—e j:o:czﬁ—e )=0=C, =0(s20);
C,=0=C, =0. (4.11.4.23)

Substituindo-se (4.11.4.23) em (4.11.4.20), tem-se a solucao da EDO.
12s

8s
U(x,s) = —————sen(4nx)—
(x.s) s® +64n° sen(nx) s’ +144n

L7HU(x,8)} = u(x,t)

—sen(6nx)
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—123en(6nx)£1{;}

s® +144n?

u(x,t)=8sen(4nx) L™ {m}

u(x, t) = 8sen(4nx )cos(8r t)—12sen(6mx )cos(12r t) (4.11.4.24)

Verifica-se que a solugéo (4.11.4.24) satisfaz de fato o problema de valor inicial e de

contorno.
Equacao diferencial parcial

u, (x, t) = —64nsen(4nx Jsen(8r t)+144nsen(6nx Jsen(12r t) (4.11.4.25)

u, (x,t) = -512n’sen(4nx )cos(8n t)+1728n’sen(6mx )cos(12n t)
u, (x,t)=32mncos(4nx)cos(8r t)— 72ncos(6nx )cos(12r t)

U, (X, t)=—128rsen(4nx)cos(8n t)+ 432n’sen(6mx )cos(12r t)
4u., (x,t)= -512n”sen(4nx )cos(8m t) +1728n*sen(67x )cos(12r t)
Logo, U, (x,t)=4u,(x,t)

Condicdes de contorno

Considerando-se x =0 e x=2 em (4.11.4.24):
u(0,t)=u(2,t)=0.

Condicdes iniciais

Considerando-se t=0 em (4.11.4.24) e (4.11.4.25):
u(x,0) = 8sen(4nx) —12sen(67x)

u,(x,0)=0.

Grafico da superficie que define a solucédo (4.11.4.24):
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Figura 4.15: Grafico de f(x)=8sen(4nx)cos(8nt)—12sen(6mx)cos(12nt), 0 < x <2, 0<t <10.

4.12 - Solucéo de equacgbes integro-diferenciais

Exemplo

4I y(U)dU+y'(t)=I y(u)cos(t —u)du (4.12.1)

4'[ y(u)du +y'(t)= y(t)*cos(t) (4.12.2)

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacéo integro-diferencial
(4.12.2):

L{4 y(u)du + y(t)} = L {y(t)=cos(t)}

¢ 0

4[,{ ' y(u)du}+L{y<t>}:ﬁ{y<t>*cos<t>}

o0

4@ +sY(s)-y(0)=Y(s) >
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(ﬁ+s— > )Y(s):l

S s?+1
4s? + 4 +5* +5% -2
s(s? +1)
2 2

_sls?+1)
(32+2)2

Y(s)=1

Y(s)

Polos de ordem dois: s=—/21i, s=+/2i.

Decompondo-se (4.12.3) em frages parciais:

Y(s) s*+1  As+B  Cs+D

s r2f e2f s

52 +1= As+B+C[s® +25)+ D[s +2)

s? +1=Cs® +Ds* +(A+2C)s +(B+2D)

C=0 D=1 A+2C=0=A=0 B+2D=1=B=-1.

Voltando-se a (4.12.4):
Y(s) 1 1
=— +
S (52 + 2)2 s +2

S S

Y(S):_(SZWLZ)2 T2

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral inversa a (4.12.5):

Ll{Y(s)}:Ll{— G j2)2}+ L-l{

Como E[Szl }:— 2s =, L{cos(\/it)}

ds +2

(32 +2)

LHF"(s)}=(~1)"t"(t), tem-se como solug&o da equago integro-diferencial

y(t)= —%t sen(ﬁt)+ cos(ﬁt)

y(t)= cos(ﬁt)— g t sen(\/it) .

Exercicios

)
s 42
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s?24+2’

L {sen(\/it)}:

2

s? +

(4.12.3)

(4.12.4)

(4.12.5)

(4.12.6)



01. Verifique que (4.12.6) € solucao de (4.12.1).

02. Empregando as transformadas de Laplace, solucione o seguinte problema de valor ini-
cial:

y'(t)=3y (t)+2y(t)= 4t +12¢™

y(0)=6

y (0)=-1

Resposta: y(t)=3e' —2e* +2t+3+2e™".

03. Usando as transformadas de Laplace, solucione o sistema de equacdes diferenciais

{x'(t)— y (t)—2x + 2y = sen(t)
x'(t)+2y (t)+x=0

sujeitas as condigdes iniciais x(0)=x'(0)=y(0)=0.
2t

Resposta: x(t)=%et+415e2t+%te‘—ésen(t)—%cos(t) e y(t)=%te‘+ée‘—ée

04. A carga instantanea q(t) no capacitor em um circuito em série L-C-R (indutor-capacitor-

resistor) é dada pela equacéo diferencial ordinaria de segunda ordem

L d;‘jﬁt) R d‘g?) + La=e0),

onde E(t) é forga eletromotriz.
Use as transformadas de Laplace para determinar a carga q(t) e a corrente i(t) em
um circuito em série no qual L=1henry, R =20ohms, C=0,01farad, E(t)=120sen(10t),

q(0)=0 e i(0)=0. Qual é a corrente estacionaria?
Resposta: (t)= gel‘)‘ +6te™” — gcos(lot);

i(t)=—60te™™ +6sen(10t);

corrente estacionaria: 6sen(10t).
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4.13 - Exercicios resolvidos

01. Um determinado sistema é regido pela equacao diferencial
y (t)-3y (t)+4y(t)=g(t),
sujeita as condigBes iniciais y(0)=1 e y (0):5. Empregando a transformada de Laplace
unilateral e suas propriedades, determine a resposta y(t) desse sistema quando g(t)=t,
t>0.
Notac&o: L{y(t)}=Y(s).
Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacao diferencial ordinaria, li-

near, de segunda ordem, ndo homogénea:
$2Y(5)- sy(0) -y (0) - 35Y(5) + 3y(0) + 4Y(5) = =
S

1+ + 252

2

(32—33+4)Y(s)=si2+s+5—3= 5

= = + __- -
szisz—3s+4i s? s s*2-3s+4

lim(L1)s?)=> A=t

) 4

3 2
Y(s)— S +2s° +1 AZ E+ Cs+D (4.13.1)

(s ~35+4)+ Bs(s? ~3s+4)+ (Cs + D)2
T4 _4
$2(s2-3s+4) 45 s s°-3s+4 s?(s? —3s+4)

$3+25% +1= %(32 —33+4)+ B(s3 — 352 +4s)+(Cs3 + Dsz)

s +2s2+1 11 §+ Cs+D

s°+2s? +1=(B+C)’ +G—3B+Djsz +(—%+4Bjs+1

—§+4B:O:>4B:§:>B:i
4 4 16

1 sgip-2opop 12 p 322449 5 3
4 4 16 16 16
B+C=1:>C:l—i:>C:E.
16 16
Retornando-se a (4.13.1):
Y(S):liz‘Fi}‘FEZ;-FgZ;
4s° 16s 16s°—-3s+4 16s°—-3s+4

Completando-se quadrados na equacéo (4.13.2), tem-se que:

(4.13.2)
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3 3
S——+—
ve)-1t,31, B8 "2 2 37 1

452 16s 16 3V 7 16 3V 7
S——| +— S—— | +-—
2) 4 2) 4
s 3
il 31,18 o w1 3 1
4s° 16s 16 3 7 16 3 7 32 3 7
S——| +— S——| +— S——| +—
2) 4 2) 4 2) 4
3 7
yeoli, 3118 P72
4s® 16 16( 3)2 7 32\/7[ 3}2 7
S——| +-— S—— | +-
2) 4 2) 4

como y(t)=L{Y(s)} e L{e‘“y(t)}: e *Y(s), tem-se que:

Y(t)=i+1t+13 egt cos(itj 11?’\/_e sen(ﬁt}

16 4 16 2 112 2

02. Solucione a equacéo integral de Volterra abaixo empregando a transformada de La-

place unilateral e suas propriedades.

t

y(t)= 1—senh(t)+j (0+1)y(t—6)do

Notac&o: L{y(t)}=Y(s).

y(t) =1—senh(t)+ (t+1)* y(t)

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacéo integral:

como y(t)=L{Y(s)}, tem-se que:

y(t) = cosh(t).
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03. Solucione a equacao integral abaixo empregando a transformada de Laplace unilateral
e suas propriedades.

y(t)=cos(2t)+t+1+j.t y(0)t-0)de

Notac&o: L{y(t)}=Y(s).
y(t)=cos(2t)+t +1+y(t)*t

Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacéo integral:

S 1 1 1
Y(S)=SZ +4+S—2+E+Y(S)S—2

(1—%]Y(s): > +£2+%

2
s° -1 S 1 1
Y(s)= +—+-
S ©) s?+4 s? s

s° L1
(2 -1)s?+4) s?-1 s?-1

Decompondo-se em fracdes parciais:

Y(s)= (4.13.3)

s As+B Cs+D

(SZ—1XS2+4) s?-1 i s+ 4

s* = (As+B)s? +4)+(Cs+D)s? -1)
s® = As® +4As+Bs®* +4B+Cs® —Cs+Ds* -D
s* =(A+Ck’+(B+Df* +(4A-Cl +(4B-D)

A+C=1 1 4
=>A=—=C=—
4A-C=0 5 5
B+D=0
=>B=0=D=0.
4B-D =0

Retornando-se a equacéao (4.13.3):
1 s 4 s 1 S
Y(s)== +— + +
) 5s°-1 5s°+4 s°-1 s*°-1
6 s 4 s 1
Y(S)=— +— + .
) 5s°-1 5s°+4 s*-1

como y(t)=L{Y(s)}, tem-se que

y(t)= gcosh(t)+ gcos(Zt)+ senh(t).
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04. Uma particula se move ao longo de uma linha de modo que seu afastamento X de um

ponto fixo 0 em um tempo qualquer t seja dado por
X (t)+3x (t)+3x(t) = 30sen(2t).
a) Se em t=0 a particula esta em repouso em x =0, determine seu afastamento x(t)

em um tempo qualquer t >0 empregando a transformada de Laplace unilateral e suas pro-
priedades.
x"(t)+3x (t)+ 3x(t) = 30sen(2t)
x(0)=0
x'(0)=0
Aplicando-se a transformada de Laplace unilateral a equacéo diferencial ordinaria, tem-

se que:

L {x" (t)+3x(t)+ 3x(t)} = [, {30sen(2t)}.

Notac&o: L {x(t)} = X(s).

5°X(6)-91(0) - x (0)+ 36X(5)- 3x(0) +3X(5) = 30 2 )
+
60
2 +35+3)X(s)=
60 As+B Cs+D
X(s)= = 4.13.4
© (s2+4)s? +35+3) s2+4 TSt 13543 ( )

60 = (As+B)(s? +3s +3)+(Cs + D)s? +4)
60 = As® +3As” + 3As+ Bs® +3Bs+ 3B+ Cs® +4Cs + Ds” + 4D
60=(A+C)’+(3A+B+D)s’ +(3A+3B+4C)s+(3B+4D)

A L C - 0
3A + B + D = 0
3A 3B +4C - 0

3B 14D = 60
1010 0]fJto 1 0] 0]7t0 1 0710
3101 0]/ /01-31]0[]01-3 110
33401] 0/ /03 1 0] 0| ]00110 3]0
0 304 |60 |03 0 4160 |00 9 1 | 60
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_1010|0-010|o
01 -3 1 | 0 1_313|0
00 —% | 0 0 10 0
00 9 1 | 60 37 | 60
- - L 10 _
3 p-g0=p=Y
10
C-2p=0=c-380_4_ 180
10 10 37 37
B-3C+D-0=B-330,080_4_ g__50
37 37 37
A+C:O:>A+@:O:>A:—@
37 37
Voltando-se a (4.13.4):
xe)- 180 s 60 1 180 s 600 1
37 s°+4 37s°+4 37 s?+3s+3 37 s*+35+3°
2
Completando quadrados: s* +3s+3 = (s +—j +% .
x()=_180 s 30 2 180 s 600 1
37 s’ +4 37s’°+4 37( 3} 3 37 3} 3
S+—| +— S+— | +—
2 4 2 4
g3
X(s)=_180 s 30 2 18 "Tp p 600 1
37 s2+4 37s?+4 37 32 3 37 3y 3
S+— | +— S+— | +—
2 4 2 4
513
X(s)=_180 s 30 2 180 2 20 1
37 s2+4 37s*+4 37 3 3 37 3y 3
S+— | +— S+—| +—
2 4 2 4
600 1
+
37[ 3)2 3
S+—| +—
2
s+
x(s)=_180_s 30 2 180 2,30 1
37 s?+4 37s?+4 37 32 3 37 3y 3
S+~ +Z s+E +Z
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o3 J3
180 s 30 2 180 5 330 2 2
X(S):__z—__ 2 + 2 + Ta 2
37 s2+4 37s’>+4 37( 3] 3 37 \/5( 3) 3
S+ S+— | +—
2 2 4
o3 V3
X(s)- 180 s 30 2 180 T2 22043 5
37 s2+4 37s°+4 37( 3)2 3 37 ( 3¢ 3
S+—| +— S+—| +—
2 4 2 4

Lembrando que L{eatx(t)}: X(s—a), tem-se que:

3 3
LX)} = _180 cos(2t)- ﬁsen(Zt)Jr 180 2! cos(ﬁ t] + 22043 e_ztsen(ﬁ tJ
37 37 37 2 37 2

x(t)= —g [6cos(2t) +sen(2t)]+ % efgt {9 cos(? t] + 11\/§sen(§ tﬂ :

b) Plote o grafico da fungéo x(t), identificando o termo transitério e o termo de regime

permanente. Faca comentarios pertinentes.

Figura 4.16: Grafico de

x(t)= —2—3 [6cos(2t)+sen(2t)] + ge_zt {9 cos[@ tJ +11\/§sen[§ tﬂ , te[0,20].
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3
Termo transiente: %e 2! {9 cos(@t} + llﬁsen[gtﬂ )

Termo de regime permanente: —%[6003(2t)+sen(2t)].

y

X

T T T T T T T T T T T T T T T |
5 6 7 8 9 w 1 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Figura 4.18: Grafico do termo de regime permanente —§—3[6cos(2t)+ sen(2t)], te [0,20].
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Comentérios: Percebe-se, pela Figura 4.17, que o termo transiente “contribui” para

a solugéo até t~3. Apos, a solugéo é dada pelo termo de regime permanente, como ilus-

tram as Figuras 4.16 e 4.18.
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4.14 - Exercicios complementares

01. Determine o valor das seguintes integrais impréprias:

a) j x‘e™?dx; b) j e 2 senh (3x)dx; c) j
0

12
Resposta: % Resposta: - Resposta: In(5)

02. Calcule as seguintes integrais improprias:

© -3t -6t @
a)J' et e . b)J' cos(6t)—cos(4t)dt'
0 t 0 t

Resposta: In(2) Resposta: In@}

03. Empregando a transformada de Laplace unilateral e suas propriedades, calcule a inte-

gral abaixo.
* can3
Me’ﬁtdt Resposta: T
. 5t 120

04. Empregando a transformada de Laplace unilateral e suas propriedades, mostre que

J.we‘ﬁ‘senh(t)sen(t)dt oz
0

t

05. Calcular:
4
e * cosh(2t); ; R ta; F(s)= ot
b) L‘l{zs A g} ; Resposta: f(t)= 2cos(3t)—§sen(3t)
-2s
c) L‘l{—}. Resposta: f(t)={2e 22 —e (-2 ly(t—2)
S +3s+2

236



06. Calcule a transformada de Laplace da funcédo representada graficamente abaixo.

4 (1)

\ 4
—

—2s
Resposta: L{f(t)}= %(2 e 4e45] :

07. Calcule a transformada de Laplace da funcéo representada graficamente abaixo.

A f(b)

A 4

L

; (e —e?+25).

Resposta: L{f(t)}=

08. Determine a transformada de Laplace da funcéo representada graficamente na Figura
4.19.

Figura 4.19: Funcéao periodica — [13].
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Resposta: L{f(t)}= 1_52_(1 _—eaie)‘

tg(6,)-

09. Seja f(t) a funcédo representada graficamente abaixo.

R,

a) Expresse f(t) de forma compacta usando a funcéo degrau unitario.
3, 29
Resposta: f(t)= (— S Tj [u(t-3)-u(t-7)].

b) Usando o item anterior, calcule L{f(t)}.

1 3 1 3
R ta: L{f(t)}==|5-—|e*-=|2—-—|e™".
esposia { ()} s( 45) s( 4sj
10. Seja f(t)=e'sen(t)cos(t) t > 0.
a) Determine F(s)= L {f(t)} e identifique as singularidades de F(s).

Resposta: F(s)=l 542 1 s+2
posia: 4(s+2f+1 4(S+2)+9

Singularidades: —2+i, —2+3i.

b) Represente geometricamente a regido de convergéncia de F(s)= L{senz(t)cos(t)}.

= _1\"42n
11. Sabendo que cos(t)= Z( (12)n;' , T(n+1)=nr'(n)=nt e FG) =Jr, determine

n=0

L{%%/—?)} e sua respectiva regido de convergéncia.
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1
Resposta: \Ee “ Re(s)>0.

0

12. Sabendo que sen(t)= Z

n=0

(_1)n 24
(2n+1)

, T(n+1)=nr(n)=n! e F(%) =, deter-

mine

L{sen(\/f)} e sua respectiva regiao de convergéncia.

1
Resposta: \/f e , Re(s)>0.
255

3 2
13. Calcule L‘l{lls —47s +56S+4}.

s*—4s° +165s—-16

Resposta: f(t)=e*(2t? —t+5)+6e %

14. Determine L s°+5% +135+9 .
s* +4s® +10s% —12s — 39

Resposta: f(t)= cosh(\/f_ﬂt)— e'sen(3t).

15. Use as transformadas de Laplace para solucionar as seguintes equacoes:

y (t)+y(t) =8cos(t)
a) 1y(0)=1 ; Resposta: y(t)= cos(t)—sen(t)+ 4tsen(t)
y(0)=-1
b) Y (t)=1-sen(t)- jo y(ujdu ; Resposta: y(t)= sen(t)—%tsen(t)
y(0)=0
a—u:2i 0<x<5,t>0
ot ox?
c) Ju(0,t)=0 t>0
u(5,t)=0 t>0
u(x0)=10sen(4nx)  0<x<5
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(x,8)= CleJEX +Czeng 0

Resposta: Ulx;s s +3272
u(x, t)=10sen(47zx e 32"

sen(47 x)

16. Usando as transformadas de Laplace e suas propriedades, determine a solugcéo do
seguinte problema de valor inicial:

y (t)-y (t)-2y(t)=te'

y(0)=1

y(0)=2

Resposta: y(t)= %e2t — %et — % te! _%et _

17. Empregando as transformadas de Laplace, determine a solucdo do seguinte problema
de valor inicial:

y (t)+6y (t)-y(t) = cosh(4t)e™™

y(0)=0

y(0)=3

Resposta: y(t)=e™ %cosh(4t)—%cosh(\/1_t)+Lsenh(\/_t)

18. Usando as transformadas de Laplace e suas propriedades, resolva o seguinte problema
de valor inicial (PVI):

y (t)+ 4y (t)+13y(t) = 2t + 3e* cos(3t)

y(0)=0
y (0)=-1
e B2 B e T o) Lo
Resposta: y(t)= 765 13 169 cos(3t) 07 sen(3t)+2te sen(3t).

19. Empregando as transformadas de Laplace e suas propriedades, solucione a equacao

integro-diferencial

t

%y'(t)+4y(t)+40J. y(u)du =£(1),

0
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sendo f(t) a funcéo representada graficamente abaixo e y(0)=0.

4 f(t)

10

10
Resposta: y(t)=100te®" +100(t 1029 3(t —10).

20. Usando as transformadas de Laplace e suas propriedades, determine a solucdo do
problema de valor inicial

y (t)+y (t)-2y(t)=f(t)

y(0)=1 ,

y(0)=2
sendo f(t) a funcao representada graficamente abaixo.

0

y

Resposta: y(t)=-2+ ge‘ + %e‘Z‘ +2u(t- 2)—%et‘2 u(t- 2)—§e‘2“‘2) u(t-2).

21. Empregando as transformadas de Laplace e suas propriedades, determine a solucao

geral da equacéo diferencial ordinaria com coeficientes variaveis

ty'(t)-(t+2)y (t)+3y(t)=t -1,

sujeita a condicao inicial y(0)=0.

Resposta: y(t)=Ct® +%t .
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22. Empregando as transformadas de Laplace e suas propriedades, solucione a equacao
integro-diferencial

t
y"(t)+j y(u)edu =e' cosh(t),
0
sujeita as condicdes iniciais y(0)=3 e y (0)=-3.

t t
Resposta: y(t)=-1+4e? cosh(?tj - Zﬁezsenh(g tJ .

23. Usando as transformadas de Laplace e suas propriedades, solucione e equacao dife-

rencial parcial:

u(x,t)=u,(x,t)-4u(x,t) O0<x<z, t>0
u(x,0)=6sen(x)—4sen(2x)  0<x<~x
u(0,t)=u(z,t)=0 t>0

Resposta: U(x,t)=6e'sen(x)—4e*'sen(2x).

24. Empregando a transformada de Laplace unilateral e suas propriedades, solucione a

equacao diferencial parcial a seguir.
u, (x,t)-u,(x,t)=1-¢" 0<x<1,t>0
u(x,0)=x O<x<1

Resposta: U(x,t)=x+1-¢e™.

25. Um indutor de 3 henrys esta em série com um resistor de 30 ohms e com uma f.e.m.

dada por 150sen(20t). Supondo que em t=0 a corrente é nula, use as transformadas de
Laplace para determinar a corrente em um tempo t >0 qualquer.

Resposta: i(t)=sen(20t) - 2cos(20t)+2e ™" .

26. Um determinado sistema é regido pela equacao diferencial
y'(t)+8y (t) +14y(t)=g(t),
onde as condigdes iniciais sao y(0)=1 e Y (0)=—4.
Empregando as transformadas de Laplace, determine a resposta y(t) desse sistema

quando o mesmo é excitado por um degrau de amplitude sete, ou seja, g(t)=7 u(t).
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Resposta: y(t)= % + %e‘“ [cosh(v2t) - 2v2senh(v2t).

27. Uma particula se move ao longo de uma linha de modo que seu afastamento X de um
ponto fixo 0 em um tempo qualquer t seja dado por
x"(t)+4x (t)+5x(t) = 80sen(5t).
a) Se em t=0 a particula esta em repouso em x =0, determine seu afastamento em
um tempo qualquer t >0 usando as transformadas de Laplace e suas propriedades.
Resposta: x(t)=2e*[cos(t)+ 7sen(t)] - 2[cos(5t )+ sen(5t)] .
b) Determine a amplitude, o periodo e a freqiéncia do movimento apés um longo

tempo.
. 2r A .1 5 . T
Resposta: Periodo: P =?, Frequéncia: P2, Amplltude:zﬁ (quando t=2—0).
T

c¢) No resultado obtido no item (a), qual é o termo de regime transitorio e qual € o termo
de regime permanente?
Resposta: Regime transitorio: 2e[cos(t)+ 7sen(t)];

Regime permanente: — 2[cos(5t)+sen(5t)].

28. Em engenharia, um problema importante € determinar a deflexdo estatica de uma viga

elastica causada por seu peso ou por uma carga externa. Essa deformacao (deflexao) y(x)

é descrita pela equacao diferencial ordinaria de quarta ordem

d4

El— y(x)= W(x), 1)

dx
onde E é o modulo de elasticidade de Young relacionado com o material da viga, | é o
momento de inércia de uma seccao transversal da viga (em relacdo a um eixo conhecido
como eixo neutro ou linha neutra), o produto El é a rigidez defletora da viga e W(x) é a
carga por unidade de comprimento.

Uma viga engastada (fixa) em uma extremidade e solta na outra é chamada de can-
tiléver ou viga em balanc¢o ou viga cantoneira. Um trampolim, um brago estendido, a asa de
um avidao e um arranha-céu sao exemplos de tais vigas.

Para uma viga de comprimento ¢/ em balan¢co engastada a esquerda, além de satis-
fazer (1), a deflexao y(x) deve satisfazer as seguintes condi¢cdes nas extremidades da viga
(condicdes de contorno):

o y(O): 0, pois ndo ha deflexdo no extremo esquerdo engastado;
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o y'(O): 0, pois a curva de deflexao € tangente ao eixo x na extremidade esquerda,
e y'(¢)=0, pois 0 momento defletor (fletor) € nulo no extremo livre;

e y'(¢)=0, pois a forca de espoliagdo (cisalhamento) é zero na extremidade livre. A

3
forca de espoliagio é dada pela fungdo F(x)=El dd—sy(x).

X
Assim, mostre que a deflexdo em uma viga cantoneira, engastada em x =0 e livre

em X =/ e que suporta uma carga uniforme W, por unidade de comprimento, é dada por

y(x)= 2\2/&' x?(x? —40x +6¢7).

29. Em um circuito elétrico simples em série L-C-R (indutor-capacitor-resistor), a corrente i

satisfaz a equacéo integro-diferencial
t
di . 1] .
L—+Ri+—1] 1 = E(t),
oreried [ ()

onde L é a indutancia, R € a resisténcia, C € a capacitancia e E(t) é a forca eletromotriz
(f.e.m). Para o mesmo circuito, a carga instantanea q(t) no capacitor satisfaz a equacéo
diferencial ordinaria de segunda ordem

d2

L2ra0+R Sa0)+ aO=E().

Dessa forma, use as transformadas de Laplace e suas propriedades para determinar

a carga q(t) no capacitor e a corrente i(t) em um circuito em série L-C-R no qual

L =1henry, R =200hms, C=0,01farad, g(0)=0, i(0)=0 e E(t) é dada pela Figura 4.20.

E{;} A

120¢

T

120

e —— e [

Figura 4.20: Forca eletromotriz — [18].

Resposta: E(t)=120t -120(t —1) u(t —1)—-120 u(t -1).
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1 1 n 1 eflot_}_ite*mt_iu(t_l)—i(t—l)'LL(t—l)‘F

q(t)=120[— +——t
500 100 500 100 125 100

i -10(t-1) -1 i 1 -10(t-1) _
f e (1) (-1 )]

. d 1 1 1 1 1
i(t)=—q(t)=120| =— - ——e™®* - —te™® - — y(t-1)+—e Myt -1
(® dt () 100 100 10 100 ( ) 100 (t-1)+

9 (e gy iy

10

30. Um resistor de R ohms e um capacitor de C farads séo ligados em série com um gerador

fornecendo E volts, como ilustra a Figura 4.21.

Figura 4.21: Circuito em série R-C — [13].

a) Seja Q, a carga inicial no capacitor e E = Eosen(wt). Mostre, usando as transforma-

das de Laplace e suas propriedades, que a carga no capacitor em um tempo t >0 qualquer

€ dada por

q(t)= (QO + V5, j e_é —E—F:[W cos(wt)— Ricsen(wt)} :

aR a
2 1
sendo a=Ww +R2—Cz.
b) Determine a corrente i(t).

Resposta: i(t) = —%(QO + VZEO j e RC - VZEO [w sen(wt)+ %cos(wt)} :

245



31. No circuito elétrico representado na figura abaixo

(F)—3
N\
I,
%?h Coa R,
L
AT

Figura 4.22: Circuito elétrico — [13].

tem-se que E =500sen(10t), R, =100hms, R, =100hms, L =1henrye C =0,01farad . Empre-
gando as transformadas de Laplace e suas propriedades, determine:

1. acarga no capacitor em um tempo t >0 qualquer;
Resposta: (t)=sen(10t)—2cos(10t)+e™*[sen(L0t)+2cos(LOt)].

2. ascorrentes I, e 1, em um tempo t >0 qualquer.
R.: I,(t)=30sen(10t)-10cos(10t)—10e " [2sen(10t)— cos(10t ) ;
1, (t)=10sen(10t) - 20cos(10t )+ 10e ** [2cos(10t) + sen(10t)).

Sabe-se que a carga no capacitor e as correntes I, e I, sdo nulas em t=0. Esboce o

gréafico simultaneo da carga e das correntes para t > 0.

Observacao

S R
C dt

%—RZIZ -0

Equacionamento:

o0

32. Prove que L{n(t)}= %[F'(l)— In(s)], onde F(n):J t"e'dt é a fungéio gama.

0

33. Prove que L{Si(t)}zﬂg—arctg(s)}=%arctg[a, onde Si(t):j %(u)du é a integral
0

Seno.
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34. Empregando a transformada de Laplace unilateral e suas propriedades, calcule a inte-

gral a seguir.

j ;sen(xz i

27
Resposta: T .

o0

Sugestao: considere g(t):j sen(t xz)dx e calcule a transformada de Laplace de g(t).

0
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5. TRANSFORMADA Z

Define-se neste capitulo as transformadas discretas .Z (direta e inversa) unilateral e

bilateral.

5.1 — Definicéo da transformada Z unilateral

A transformada 2 unilateral é definida como

o0

Z{fn}: F(Z)= E fnz_n =f0 +f12_1 +f22_2 —}—'|:3Z_3 +f42_4 +...

n=0

—h
—h

f
Z

+—2+f—3+—4+ (5.1.1)

=f, + T T

N
N
N

onde z=a+ib(ou z=Xx+1y ou z=a+ jB) € um ndmero complexo e f,,f,,f,,f,,... sdo os

coeficientes da série de poténcias negativas de z, 0s quais representam os valores que 0

sinal assume nos diversos instantes discretos de tempo.
Uma sequéncia f, é Z transformavel se a série (5.1.1) € convergente para pelos
menos um complexo z.

Outras notacdes empregadas na definicéo da transformada Z unilateral:

o0

Z[x(kT)]=X(z) = Z:x(kT)zk =x(0)+x(T)z* +x(2T)z 2 +x(3T)z* +...;

Exemplo
Seja o sinal dado por
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[l
g~ W DM FP o

n
n
1, n
n
n
n

0, caso contrario

Z[x(n)]=X(z)= Zx(n)z” =x(0)+x(@)z" +x(2)z 72 +x(3)z* + x(4)z™* +...

n=0
=2-z2 +2?%-22°3+32*%-3z2"°
1 1 2 3 3
—2- T4 L2 2
z z? 72 ¢ 7P

2

Se Z{ }=F(z)= E f.z " é a transformada Z unilateral, entao
n=0

f, = Z{F(2)} i§F(z)z”1dz, n=01.23,...

:2ni

é a transformada Z unilateral inversa.

) F(z) )

|
|

Z Z"

Figura 5.1: Transformadas Z.

5.2 — Transformada Z unilateral de algumas sequéncias

5.2.1 — Versao discreta da funcéo delta de Dirac

¢ :{1, n=0 ou S(n)z{l’ n=0

0,n=0 O,n=0

Zif}=f=1 ou Z{s(n)}=5(0)=1.
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5.2.2 — Sequéncia unitaria ou passo discreto unitario

f=1vn=0

A série (5.2.2.1) € uma série geométrica. Esta série converge se:

‘1
z

<l=|7>1= x+iy|=x* +y? >1=> x> +y? >1.

Figura 5.2: |7/ >1=x*+y® > 1.

0

a1z
Logo, Z{l}:Zz =177 2| >1.

n=0 1_

N

5.2.3 — Exponencial

f =e* aconstantee n>0

n

0 o0 n
ea ea eZa e3a e4a
an | _ an.,-n __ — i
Zlen = e"z" = — | =l e
Z z Z Z z
n=0 n=0

A série (5.2.3.1) é uma série geomeétrica. Esta série converge se:

e"12

= [x+iy| =x*+y* >

el =>x*+y* >

ea

<l=7>
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Figura 5.3: |7| > [e*

5.2.4 — Poténcia

,aconstantee n>0

3 4
E a"z" E (j —1+ —+ +2—3+2—4+... (5.2.4.1)

A série (5.2.4.1) € uma série geométrica. Esta série converge se:

E <l=|7>ja = [x+iy|=yx* +y? >[a| = x* +y? >|a|2.

Figura 5.4: |7 >[a = x* +y* >[a|’.
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o0

Dessa forma, Z{f}zZ(EJ :L:L,|z| >a.
z) .2 z-a

n=0

Z
Resumo
f, F(z)
1L n=0 1
8(n):{o,n #0

Z_lz>1
1 z-1
e N

Z—¢

* 4>

Tabela 5.1: Algumas transformadas Z unilaterais.

5.3 — Séries de poténcias: defini¢cdo, raio de convergéncia

Um série de poténcias complexas tem a forma

ian(z—c)n =a, +a,(z—c)+a,(z—c) +a,(z-c)’ +a,(z-c)' +...,
n=0

sendo:
z: variavel complexa;
a,,d,,a,,.... coeficientes da série;
C: centro da série (nUmero complexo);
R: raio de convergéncia da série (0<R < ).
R=!i£r010 o ou R:liﬂlil-
2] .|

Convergéncia da série de poténcias de (z-c) (Teorema de Cauchy-Hadamard)
1. R=0

A série converge somente para z =c.
2. 0<R<w
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A série converge absolutamente para todo z |z —c| <R e diverge para todo
zelz—c>R.
Z=X+iy
c+a+ib
2/ =|x+iy—(a+ib)=|(x—a)+i(y—b) = {(x—a)* +(y—b)’
3. R=w

A série converge absolutamente para todo z.

Exemplo
0 n 2 3 4 5
) M (5.3.1)
~='n 2 3 4 5

R —tim 2ol _jim Y =|im”+1=|im[1+1j=1

n—oo |an+1| nN—oo }(/n +1) n—oo n n—oo n

A série converge em|z| <1 e diverge em |z| >1.

Para |z| =1: testar a convergéncia absoluta.

0

2.

n=1

Zn

; =iﬁ=il=l+l+l+l+l+... (5.3.2)

~n “~n 2 3 45

A série (5.3.2) é a série harmdnica, uma série divergente.

Logo, pode-se afirmar que a série (5.3.1) converge em |z] <1= x* +y* <1.

y=lm(z)

x=Re(z)

Figura 5.5: |7/ <1=x*+y? <1.
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5.4 — Existéncia e dominio de definicdo da transformada Z unilateral

Pode-se reescrever a transformada Z unilateral (5.1.1) como
Z{f, }=F(z)= E fz" = E f{lj = E fn(l—o) :
z z
n=0 n=0 n=0
Do teorema de Cauchy-Hadamard tem-se que

z

<R=|g> i
R
A série (5.4.1) converge em || > %

, . . 1
A série (5.4.1) diverge em || < R

Exemplo

f =a",aconstantee n>0.

n

n

R — tim Pl i

n—oo |an+1| n—oo

= Iim‘a‘l‘ = Iim|a|7l _1

n+l n—w n—w |a|

a

Convergéncia: |7| > % = |z >1al.

Teorema 1

(5.4.1)

Seja a série F(z): anz‘” , convergente em todo ponto z, = 0. Entéo, a série con-

n=0

verge absolutamente em |z| > |z,| e converge uniformemente em toda regido |z,| <R <|z|.

Definicao

Uma sequéncia é do tipo exponencial se existem M >0, s, >0 e n, >0 tais que

[f,| < Me™"

para todo n>n,.

Teorema 2

Toda sequéncia do tipo exponencial é .Z transformavel.
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Teorema 3

Para que uma sequéncia {fn} seja Z transformavel é necessario que ela seja do

tipo exponencial.

Teorema 4
L. © . 1 . , o "
Se a série F(z): anz converge em |z| > E' entao F(z) € uma funcao analitica
n=0

(ou regular ou holomorfa) nessa regido e é a Unica transformada da sequéncia {f,}.

Teorema5

: . o x 1 ~ . A
Seja F(z) uma fung&o analitica na regi&o |z| > = - Entdo existe uma sequeéncia {f.}

para a qual Z{f, }=F(z).

Demonstracdes: VICH, R. Z transform theory and applications. Praga: SNTL — Publishers

of Technical Literature, 1987.

Funcoes analiticas

Se a derivada f'(z) existe em todos os pontos z de uma regido R do plano com-
plexo, entdo f(z) ¢ dita analitica (ou regular ou holomorfa) em R'. Uma fung&o f(z) € dita
inteira quando for analitica em C.

Uma funcao f(z) é analitica em um ponto z, se existir 3 >0 tal que f'(z) exista para

todo z em [z—z,|<35.

Equacbes de Cauchy-Riemann

Uma condig&o necessaria para que w = f(z)=u(x,y)+iv(x,y) seja analitica em uma regido

R do plano complexo é que U e Vv satisfagam em R as equacdes de Cauchy-Riemann:

u_ov
x o
x Yo (5.4.2)
au_ o
oy OX

Se as derivadas parciais de f(z) sdo continuas em R, entdo as equagdes de Cau-
chy-Riemann (5.4.2) séo condigbes necessarias e suficientes para garantir a analiticidade
de f(z) em R'.
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Demonstracdo: SPIEGEL, M.R. Variaveis complexas. Sdo Paulo: McGraw-Hill do Brasil,

1972. Problema 5, pagina 107.

5.5 — Propriedades da transformada Z unilateral

5.5.1 - Linearidade

Sejam c¢,,i=0,1,2,...,/, numeros complexos dados. Se as transformadas 2

f,, }=F(z) existem, com raio de convergéncia R, >0 para i=0,1,2,...,¢ (¢ finito), entdo

Z Zk:cifi’n = ZCiFi (z).

i=0 i=0

também existe a transformada

Exemplos

1°) Zisen(pn)}, onde B é uma constante (real puro).

ea

2>

Lembrar que sen(z) =< ;ie_ e Z )= Z Zea |

21

1)z z
_E[z—eiB _z—e‘”?‘}
_1z(z-e")-z(z-e")
T2 27 -ze® —ze® 11
1272° -z -7" + 26"
20 22—z +e )+
1 zfe-e )

" 2i 2% —2zcos()+1
1 2izsen(B)

~ 2i 2% - 2zcos()+1

_ zsen(B)
22 -2zcos(B)+1

Zfsen(pn)} = Z{—}

f, =sen(Bn) é Z transformavel para

2] > [e"| =|cos(B) + isen(B) = y'cos* (B)+sen” (B) =1.
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F(z)= Z{sen(Bn)} é analitica em todo plano complexo, exceto em z=¢e" e z=¢"".

2°) Z{cos(Bn)}, onde B € uma constante (real puro).

iz —iz

€" +e€

Lembrar que cos(z) =

z
e 7>l

e Z{ea"}:

Zfoos(pn)} = Z{—}

2

SRS
2| z—e®  z—g

C1z2z-e™)+2(z-e")
T2 7% -ze®—ze" 41
12°—ze™ + 2% —ze®
2 22 —7[e" +e)+1
1222 —2(e® +e )
227 —2zcos(B)+1
1 272> -2zcos(B)
" 27° —2zcos(B)+1
1 2z[z—cos(B)]
222 —2zcos(p)+1
2[z - cos(p)]
)

22— 2zcos(B)+1

f, =cos(Bn) é Z transformavel para

2| > ‘e‘ﬁ‘ = |cos(B)+isen(B) = /cos?(B)+sen?() =1.

F(z)= Z{cos(Bn)}é analitica em todo plano complexo, exceto em z=e"” e z=¢"".

39 Z{senh(pn)}, onde B &€ uma constante (real puro).

z

e’ oz}

a

e’|.

Lembrar que senh(z)= Zea 7>

Z_

Zsenn(pn)}= Z{ }

2
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oz oz
2 z—eP z-e®

1z(z-e?)-z(z-¢*)
T2 77 -zef -z 11
172%-zeP-72* +z¢
T2 227" +e )41
1 z(eB —e‘B)
272 -2zcosh(B)+1
_ 1 2zsenh(B)

" 222-2zcos(B)+1

_ zsenh(B)

22 —2zcosh(B)+1

f, =senh(Bn) é Z transformavel para todo |z| > max (e, ).

F(z)= Z{senh(pn)}é analitica em todo plano complexo, exceto emz=¢e’ e z=¢™",

4°) Z{cosh(pn)}, onde B € uma constante (real puro).

Tl e zkn)= Lo

a’ ea
Z—¢

Lembrar que cosh(z) =

Z {eosh(pn); = Z{eﬁ“ ze‘ﬁ“}

1z Lz
2|z—e® z-e?

1z(z-eP)+z(z-¢*)
T2 2P-ze’ -z +1
1z2%-zeP+z2°-z¢
T2 22-7(¢" +e )41

1227 —z(e" +e )

2 2% —2zcosh(B)+1

1 22" -2zcosh(B)
222 -2zcosh(B)+1
1 2z]z—cosh(B)]
" 222 -2zcosh(B)+1

__ z[z—cosh(p)]
22 -2zcosh(B)+1

f, =cosh(Bn) é Z transformavel para todo || > max(eﬁ,e*‘-”).

259



F(z)= Z{cosh(Bn)}é analitica em todo plano complexo, exceto emz=¢e’ e z=e™".

Resumo

f, F(2)
1, n=0 1
)= {0 rr: £0
—— |7 >1
1 Z
e N
z-e
an
~_a' 2| > [a]
zsen(B) 51
sen(Bn) 2> —2zcos(B)+1’
2|z —cos(B)] 51
cos(Bn) 2% —2zcos(B)+1’
zsenhi(p) 2| > max(e® e )
senh(pn) z2° —2zcosh(B)+1’ '
2|z —cosh(p)] 7> max(eB e—B)
cosh(Bn) z* —2zcosh(B)+1’ ’

Tabela 5.2: Transformada Z unilateral de algumas funcdes discretas elementares.

5.5.2 - Translacédo (ou deslocamento)

. N . , 1 ~
Seja k um inteiro positivo. Se a transformada Z{f, } = F(z) existe para |z| > 5 entéo

. . 1
também existem as transformadas Z{f, . } € Z{f, .} (esta para n>k). Para |z| > o tem-

se que
Z{fmk}zk[F(z)—anz”] 2 Z{fn_k}=z‘kF(z)=%f)



Prova

© 0 k-1
1. Considerando-se F(z)= anz” = anz“ +anzn en=n +Kk.
n=0 n=k n=0
© k-1
F(z)= mekz”" + anz”
n=0

n' +k=k

) k-1
_ -k -n' -n
F(z)=z E f o z"+ E f,z
n'=0 n=0
k-1

F2)=2* Zff, . ) + anz‘”

n=0
k-1
Zf )= Z{F(z) anz“]
n=0
0 0 -1
2. Considerando-se F(z)= anz‘" = anz‘” —anz‘" en=n —k.
n=0 n—k ek
0 -1
F(z)= an.kz‘(”"") —anz‘"
n'—k=—k n=—k
Fz)=2" ) f_z" —anz‘“
n'=0 n=—k

Como f, =0Vn<O0:

F(Z) =2" Z{fn—k }

Z
Exemplo
z
Zean —
-2
1
Z{e“(”*z)}z{ Za— E fnZ"]zz[ Za—fo—f—l}
z—e z—e y4
n=0
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z—e* z

_22{ Z _1_§}_22 2 —2(z-e")-e"(z-e)

z(z—e‘*)
722 —7% +ze* —ze* + %
z—e

5.5.3 — Similaridade

: 1 .
Se a transformada Z{f,, } = F(z) existe para |z| > = €se A =0 éuma constante com-

A
plexa, entdo a transformada Z {K”fn} também existe e, para |z| > % , tem-se que

Zhot, b= FG)

Prova
EDIED VOB VIORLH
V4 A A
Exemplo
z
~sen(B) ;
Z{e“”sen(ﬁn)}z 2 £ =2 ZS Sen(B) 2
zj —Z(ZJCOS(B)+1 2% —2e“zcos(B)+e
e* e*

5.5.4 - Convolucéao

{fn}*{gn}z{fn*gn}z g fkgn—k = é fn—kgk
k=0 k=0
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Se as transformadas Z{f, }=F(z) e Z{g,}=G(z) existem, respectivamente, para

|z|>i e |z|>i, entdo a transformada Z{f =g,} também existe e, para
Rl R2 n n

1 1
|z| > max{ =, =1, tem-se que
Rl RZ

Empregando-se a formula de Cauchy para o produto de séries absolutamente con-

vergentes, tem-se que

Exemplo
22 Z Z
F(z)= _ . _ Tleun | 7 lauan
(Z) (Z_ea1 xz_eaz) 7_p% 7_gp% { } { }
R(z) R(z)
Fl(Z)FZ (Z) = Z{ E ed1keaz(nk)} — Z{eazn Zealkeazk}
k=0 k=0
{f,}=e" E gkg e
k=0

5.5.5 - Diferenciagcéo da transformada de uma sequéncia

Se a transformada Z{f,}=F(z) existe para || >%, entdo a transformada Z{nf, }

. , 1
também existe e, para |z| > o tem-se que

Zint, 1 =-2 3 Fe).

dz
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Prova

Como a série que define a transformada .Z converge uniformemente na regido

1 : . . :
R <R < |z| , ela pode ser diferenciada termo a termo. Assim:

d _gzw _Z dp __Zw -
- F(z)—dZ fz" = - (F.z")= nf"z
n=0 n=0 n=0
iF(z)=— E nfrZ -1 E nf,z™"
dz z z

n=0 n=0

dz|z-1 (z-17  (z-1)
R = fim 12l _ jim " 1
n— |an+1| n->on+1

20) Z{n?}= Z{n.n}=—zi{ 2 }:—z(z_l)(zz__zl';(z_l)
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o 3 _ ) d|z(z+1 d| z°+z
2} 2ot 50| 25
_, (2z+1)z-1) - (2% +2B(z -1)?

(z-1)

(z-1)*[(2z +1)z-1)-32(z +1)]
(z-1f

27° -72-1-32* -3z

(z-1)
~7°-4z-1
(z-1)
2(z? +4z+1)

(z-2)

3

R —tim 2l _jim

=1
Pl 040

7> =l>1

4°) Generalizando

Z{n"‘l}— N"‘l(z), k=123,...,|z|>1

(20

N, (z) € um polindmio de variavel complexa.

Exercicio

Calcule Z{nsen(pn)}.

Resposta: sen(B)(z3 — Z) :
22 - 2zcos(p)+1f

5.5.6 — Integracao da transformada de uma sequéncia

Seja f, =0. Se a transformada Z{f,}=F(z) existe para || >%, entdo a transfor-

f . : 1
mada Z{_"} também existe e, para |z > R tem-se que
n
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Flu)= ifnu‘“,|u| >% (5.5.6.1)

Multiplicando-se (5.5.6.1) por u™ e integrando de z a z,, obtém-se:

{5}
o

2

g, S0
J‘:o@du=2{—%(zo‘” -z )} (5.5.6.2)

Considerando-se z, >« em (5.5.6.2), tem-se que:

@du: f_nz’”
, u : :n

n=0
@du :Z{f—“}, f,=0
J n

o0 1
il _\1,-n 1_i i_i _ E 1
Z{( Y }_Z( C B AT T ( 1) z+1
n=0 1_ -
z
—l<l=lz>1
z
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_ lim| In| %0 —In[ z j
200 | Zy+1 z+1
— lim| In| 2 —|n(ij
23 1+y z+1
ZO

5.5.7 = Valor inicial

Se a transformada Z{f, } = F(z) existe para |z| > % entdo

limF(z)=f,.

Z—w

Prova
2 f. f f
Fiz)=)fz"=f, +2+2+24
( ) ; n 0 7 22 23
limF(z)=f,
Exemplos

o @—z*f .
1°) F(z)=1_052_1 !mF(z)zlzfo =1

= os lim F(z) = 0 = F(z) n&o é a transformada Z de uma sequéncia {f, }.
Z -V, Z—0

5.5.8 — Valor final

Seja Z{f, }=F(z) para [Z] >%. Se limf, existe, entdo IZiLq(z—l)F(z) também existe

e tem-se que

lim(z -1)F(z) = limf ,.

z—1 n—o0

267



ZfF ) Z(fm £ )2 = 2F2)- 2§, — F(2)= (2~ )F(2)- 21,

n=0

Considerando-se o limite de (5.5.8.1) quando z —1:

00

lim E (fn+1—fn)z‘”=Iirq(z—1)F(z)—Iirquo

n=0

0

D 0 t)=limiz-2F(2)- 1,

n=0

(F, =, )+ (F, =)+ (f, =, )+...=lim(z - 1)F(z) -,

z-1

limf, = Iing(z —1)F(z2).

f, F(z)
1L, n=0 1
)= {0 n£0
2 |g>1

1 z-1

e —,|z| > |e*
z—e

" —_[d>d
zsen(B) 51

sen(Bn) 2% —2zcos(B)+1
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z|z —cos(p)] 2 >1
cos(Bn) 2% —2zcos(B)+1
zsenhi(p) [ > max(e® e )
Senh(Bn) 7 -2z COSh(B)+1
2|z —cosh(B)) Iz > max(eﬁ,e‘f’)
cosh(Bn) z° —2zcosh(B)+1
n z
(z——1)21 7] >1
n2 2(z +1)
= 7 >1
n® z(z2 +4z +1)
W, 7| >1

Tabela 5.3: Transformada Z unilateral das funcdes discretas elementares.

5.7 — Transformada Z unilateral inversa

5.8 — Métodos para determinar a transformada Z unilateral inversa

5.8.1 — Uso da transformada Z unilateral e de suas propriedades

Exemplos
1°) F(z)=3+2z" +627* :3+g+£4
z z

Zeros: raizes de 3z* +2z2° +6=0.

Singularidade: z=0 (polo de ordem 4).
Z ey -az 22 o 2 3

269

(5.8.1.1)



Pela propriedade de translagdo Z{f, , }= %kz),k ez, Z{ )= @ e ZIf )= Fz) _

1 n=0

Lembrando-se que &(n)= {O 0 Z{s(n)=1e Z*{L}=5(n), obtém-se em (5.8.1.1):

.= ZHF(2)}=38(n)+28(n~1)+65(n—4),n>0.

1, n=1

1, n=4
Como 5(n—1)={O -

e s(n-4)= {o o 4 tem-seque {f,}=1{32,0,0,6,000,...}.

3z
29 Flz)=2———

Zeros: z=-8.
Singularidade: z =4 (polo de ordem 1).

ZHF(2)}=2 Z‘l{l}—3Z‘l{ﬁ} (5.8.1.2)

Lembrando-se que Z{a” }z Z—Za’ obtém-se em (5.8.1.2):

{f.}=26(n)-34",n>0 = {f }=1{-1-12,-48,-192,-768, ...}

5.8.2 — Decomposic¢ao em fragdes parciais
Exemplos

o B z-1
1°) Flz)= (z+1)z-0,5)

Zeros: z=1.

Singularidades: z=-1, z=0,5 (polos de ordem 1).
z-1 A B

(z+1fz-05) 241" 2-05

z-1=A(z-05)+B(z+1)

z-1=(A+B)z+(-05A+B)

A+B=1 4 1
=A=—¢e¢ B=-=
-05A+B=-1 3 3
z-1 4 1 1 1

F(z)= (

z+1\z-05) 3z+1 3z-05
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Lembrando-se que Z{fn,k}z pode-se escrever (5.8.2.1) como

z< "’

i, )= ﬂ(—l)nf1 —%(0,5)"1, n>1.

Como f, = limF(z) = lim—*_ !

- =0, tem-
lim I 0z _09) em-se que

0,n=0

35 1121
f (= fj=<0L————-——,—,..
=14y _Liogpt nza ™ ) { 2'4" 8716 }
3 3
2(z-1)
2°) F(z)= ——o——~—
) F) (z+1)z-0,5)
Zeros: z=0, z=1.
Singularidades: z=-1, z=0,5 (polos de ordem 1).
Fz) . z-1 A B 4.5t
z  (z+1)z-05) z+1 z-05 3 3
Fz) 4 1 1 1

Z :§z+1_§z—0,5

F)-22 1 2
3z+1 3z-05

Z1{F(z)}=§Z'l{ﬁ}_%Z1{2‘20’5}

Lembrando-se que Z{a” }: i, reescreve-se (5.8.8.2) como

_ o)

Observe-se que n=0=f, =1 e que f, = limF(z) = lim

Z—®

1
8’

3“3

ft.}=3 (0 -5 08). n

3
>0= {f }={1-2,
! )=

NlO

2(z-1)

222 —T7z+7

(-1 (-2)

22> —7z+7
23 -4z +5z2-2

3°) F(z)=
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Z {zz+1} 3Z

>+ (2 +1)2-05)

1

1 Z
zz-05

(5.8.2.1)

(5.8.2.2)



V7.

Zeros: Z=Zi—l.
4 4

Singularidades: z=1 (polo de ordem 2), z =2 (polo de ordem 1).
22% —Tz+7 A B C
= +—
(z-1°(z-2) (z-1 z-1 z-2
222 ~72+7=A(z-2)+B(z-1)z-2)+C(z-1)’
277 ~72+7=A(z-2)+B(z? -32+2)+ C(z? -2z +1)
277 —7z+7:(B+C)22+( ~3B-2C)z+(-2A+2B+C)

B+ C= 2
A-3B-2C=-7 (5.8.2.3)
-2A+2B+ C= 7
. 222—7Z+7 2 . A . B 2 . C 2
im———(z-1) =lim—(z-1) +lim——(z-1)" +lim——(z-1
21 (2_1)2(2_2)( ) 21 (2_1) ( ) z—>lz_l( ) z—>lz_2( ) (5.8.2.4)
22Tt A+ 0+0= A= 2
227 —-Tz+7 . B C
Iim————(z2-2)=lim—(z2-2)+lim—(z2-2)+ lim——(z -2
z—>2(z_1)2(z_2)( ) z—>2(z_1)( ) z—>22_1( ) z—>22_2( ) (5.8.2.5)
8-14+7

=0+0+C=C=1

Usando-se os valores obtidos em (5.8.2.4) e (5.8.2.5) em uma das equacdes de
(5.8.2.3), tem-se que
A-3B-2C=-7=-2-3B-2(1)=-7=-3B=-3=B=1.

Assim:

F(Z):222—7z+7: A B C_ 2 1 1
(z-1¥(z-2) (z-1® z-1 z-2 (z-1 z-1 z-2

D R

1 -1 E_Z " E_Z
=22 { - 1)2} +Z {Zz_l}+z {22_2}. (5.8.2.6)
oz _F2) N Z ]
Lembrando que Z{n}= = Z{fn_k}——zk e Z{a }_—z—a’ pode-se reescrever

(5.8.2.6) como:
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fl} =202+ 0 <2
2n+2+1+ (2)“—1
3-2n+(2)"", n>1

Como f, =lim F(z)= !m{— z _21)2 +- i1+ . i 2} =0, tem-se que

0, n=0

{f, )= {3_ e @ n21 = {f 1=10,21139.23,..}.

5.8.3 — Expansédo em série de poténcias

Exemplos

10z 10z 10z
19) F(z)= = =
) Fi) (z-1)z-2) z*°-3z+2 1-3z'+2z°

Zeros: z=0.

Singularidades: z=1, z=2 (polos de ordem 1).

1071 | 1-321+272
-1021+3022-207%  1021+307247073+1502°4+3107°5+...
30z2-20z3
-30z2+90z3- 60z*
70z2- 60z*

-70z3+210z4-140z°
150z4-140z>
-150z4+450z°-300z°°
310z°-300z°
-310z5+930z%-620z7
630z%-620z"7

F(z)=10z" +30z 2 + 70z +150z* +3102°° +...
Como F(z)= E fz"=f,+fz +f,z2 +f,z2°+f,z* +f.2° +..., tem-se que:
n=0

2 Fle)=1,)

{010,30,70,150,310,....};
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{f,1=10.2" -10=10(2" -1) n>0.

Observacdes

18) O método pode ndo conduzir a uma expressao fechada para f, .

22) O método pode ser vantajoso quando F(z) ndo é uma razdo de polinémios de z.

1

2°) F(z)=e” =¢*

2

eZ_ Z_
n!
n=0
- (Z—z)” L 24 26 5,8 -0
e’ = L =z e et —+
n! 2! 3 4 5
n=0

Como F(z)= E fz"=f, +fz  +f,22+f2°+f,2% +f.2°+... e

n=0

tem-se que
0,n>0eneimpar

{f.l=1 1 y :{fn}:{1,0,1,0,3,0,5,0,i,0,i,o,..}
———, Caso contrario 2

(n/2)°
-+ o

£

Algumas séries de poténcias

N
sen(z) = ZW R=o

o0

_NTEY o
cos(z)_z 2n) ,R=o0

n=0
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2n+1
h(
senh(z) = Z(2n+1)'

( ) = ZZn
cosh(z)= Z— R=
- (2n)

Exercicio

Usando séries, mostre que

e = cos(0)+isen(0).

5.8.4 — Estratégia geral de inversao

Aplica-se o teorema integral de Cauchy para determinar os coeficientes da expansao

em série de Laurent.

f, = ZF(2)}= %§F(z)z”‘ldz, n=0123,... (5.8.4.1)

f,=0,n<0
i 1
C:. z=pe”, '0>E’ 0<p<2r

Se F(z) é uma fung&o racional, o teorema dos residuos pode ser aplicado com van-

tagens no célculo da integral (5.8.4.1).

Exercicios

01. Seja {f,}=1{a"*} f, =0. Mostre que Z{a”‘l}zi, 2| >a].

02. Determine a transformada .Z unilateral dos seguintes sinais discretos:

1\"  (n =
a) X(n)=(§j sen(ézj; Resposta: X(z)= 21 :
1+—z~
. Z

b) x(n)=35(n—4)—nu(n) ondeu(n)=1vn>0. Resposta: X(z)=z"* -
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5.9 — Transformada Z bilateral

5.9.1 — Série de Laurent

A série de Laurent é definida como

0

n Cs C, C,
c,\z—cCc) =...+ + + +
Z (z-c) (z-¢) (z-cf z-c (5.9.1.1)

+Cy+C,(z—c)+c,(z—c) +c,(z—c) +...

onde

C C C
8 L w2 4 4

(z-c) (z-cf z-c

o +C,(z—c)+c,(z—c) +c,(z—c)’ +...é a parte analitica.

.t

€ a parte principal e

Se a parte principal de (5.9.1.1) € nula, a série de Laurent se reduz a série de Taylor.

5.9.1.1 - Singularidades

Um pontoz, € uma singularidade de uma funcéo f(z) se f(z) ndo é analitica emz,,
enquanto toda vizinhanga de z, contém pelo menos um ponto no qual f(z) é analitica.

Denomina-se & vizinhanga de um ponto z, ao conjunto de todos os pontos z do
plano complexo tais que |z—z,|<§, com 5>0. Notac&o: N(z,,5) é o disco de raio & cen-
tradoem z,.

Existem dois tipos de singularidades: singularidades néo isoladas e singularidades

isoladas.
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Um ponto z, é uma singularidade nédo isolada de uma fungéo f(z) se e somente se
z, € uma singularidade de f(z) e toda vizinhanga de z, contém pelo menos uma singula-
ridade de f(z) que néo seja z,.

Um ponto z, € uma singularidade isolada de uma fungéo f(z) se e somente se f(z)
é analitica em uma &-vizinhanga perfurada (0 <|z—2z,| <& ouN*(z,,5)) de z,.

Se z, € uma singularidade isolada de uma fungéo f(z), entdo f(z) € analitica no
anel 0< |z—zo| <0 e, portanto, pode ser expandida em série de Laurent.

As singularidades isoladas podem ser de trés tipos.
1. Singularidades removiveis

Um ponto z, é uma singularidade removivel de f(z) se a parte principal de

f(z)= E c,(z—2z,)" é nula, ou seja, a expanséo em série de Laurent de f(z) tem apenas

N=—o0

parte analitica.

Exemplo
= n_2n+l 3 5 7 9 11
f)=sn@ _1N"CY 2 _1f 2 2 27 20 2t
z z (2n+1y  z 3 5 7 o9 11
n=0
2 4 6
fS@)_, 2 2 2
z 3 5 7

z =0 ¢é uma singularidade removivel de f(z).

im 2@ 1 - ¢(0)=1

z—0 Z

2. Polos

o0

Um ponto z, é um polo de f(z) se a parte principal de f(z)= ch(z—zo)n tem

N=—o0

um namero finito de poténcias negativas de (z-z,), com coeficientes ndo nulos. Assim,

emZ:cn(z—zo)":(ZC‘N LS +.4Cy+C,(z—2y)+Cy(z—2, ) +cy(z—2,) +...,
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onde N é um numero inteiro positivo, z, € um polo de ordem N.

Exemplo

5

+—+
21 3 4 4l

1 1 1 1 1 z 2% z
TSttt —
22 z2° 7° 2z 20z 31 41 5 ¢l
1,122 7
20z 3 4 5 ¢

Zn—l
2 i

n=0

A fungédo f(z) tem um polo de ordem 1 em z=0.

3. Singularidades essenciais

Um ponto z, é uma singularidade essencial de f(z) se a parte principal de

00

f(z)= E c,(z-z,)" tem um nimero infinito de poténcias negativas de (z-z,), com coe-

N=—o0

ficientes nao nulos.

Exemplo

o0

_ 1\ 5—(2n+1)
A funcéo f(z):sen(lj: () A 13+ 11
z (2n+1p  z 3z2* 51 77

laridade essencialem z=0.

5.9.2 — Definicao

Transformada Z unilateral: Z{f, }=F(z)= E fz".

. A , 1
Regido de convergéncia da transformada Z unilateral: |z| > R
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Figura 5.6: |Z| >%:> x? +y? >%.

00

Transformada Z bilateral: Z, {f, }=F,(z)= E f.z"

= ..+f_222+f_1z+f0+f;1+;—22+.... (5.9.2.1)

A série (5.9.2.1) € uma série de Laurent onde

. +f 22 +f z°+f z é a parte analitica (ou parte regular) e

ff f, f . . .
f, +;1+Z—22+Z—§+... é a parte principal (transformada Z unilateral).

'e) -1 ['e)
F,(z)= E fz"= E fz"+ E fz"
N=—oo n=—o n=0
E fz™" E fz™"
F(z
E f z"+ E f.z™"
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Fy (Z) =F (Z)"' F, (Z)
Zu {fn}z Z—{fn }+ Z+{fn}

Regido de convergénciade F (z): |7 <R_.

Regido de convergéncia de F.(z): |z|>

+

1

Regido de convergéncia de F,(z): <lz|<R_.

+

' y=Im(2)

=< v

=Re(z)

Figura 5.7: Anel de convergéncia de F,(z)=F (z)+F.(2): Rl

<lz<R_.
Exemplo

1Ln>=0
=1
e ,n<0,a>0

F.(2)= Ze"‘”zn - Zz“
n=-1 n=0

_Z
z-1'

T
~—~
N
N—
Il
N

)
[

7| >1

<l=|7<e”

z

o z z z

1_7‘1 e“ -z z-e“ |e”
e

(s _ Y2 2 e o
F ()=’ 2z —z2(z-1)+z(z-e*) -2 +z+2%-ze z(1-e%)

z-e” z-1 (z-2z-e“)  (z-1fz-e”) =(z—l)(z—e“)

Polos de ordem 1:
z=1 z=¢",
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Regido de convergéncia de F,(z):1<|z <e.

y=Im(z)

e g x=Re(z)

Figura 5.8: Anel de convergéncia de F,(z)=F (z)+F,(z):1<|z|<e”.

Exercicios

01.Seja {y,} uma sequéncia definida por {y, | =

Determine: a) Zly, };
27 8z Z 27

- + =— +
2z+1 4z-1 z+1 2_1
2 4

Resposta: Z{Y, | =

b) os polos de F(z)=Z{y,} e a ordem dos mesmos;

1 1
Resposta: polos de ordem 1: z = 5 z= 2

c) a regido de convergéncia de F(z)=Z{y, }.

Resposta: 1. | < 1
4 2

) _ o n-23",n>0
02. Seja {y,} uma seqiiéncia definida por {y, }={

3-4)", n<0

Determine: a) Zly, };
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3z z 27
Resposta: Z{yn}=—z+4+(z_1)z ~, 3

b) a regido de convergéncia de F(z)= Zly, };
Resposta: 3<|z| < 4
c) os polos de F(z)=Z{y,} e a ordem dos mesmos.

Resposta: polos de ordem 1:z=-4, z=3

polo de ordem 2:z =1
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5.10 — Exercicios resolvidos

01. Seja {y,}= ( 5

a) Determine F(z)=Z{y, }.

Z{yn}=zy_n2” +Zyn2‘” =Z(—§j Z" +Zn“2‘” (5.10.1)
n=1 n=0
| 1l

n=1 n=0

I: série geométrica

o0 0 4

Z AN Z 4\ gt 4z
5 5 ( 4 ) 4z +5

n=1 n=1 1_ ——17

RDC: regido de convergéncia

4
-—z
5

<1l=l <; (RDC)

II: transformada Z unilateral

Zn“z‘n = Z{n.ns} = —zi{%}
— re dz| (z-1)
(322 +8z +1)z 1) — (2° +42% + 2 W(z - 1)°(1)
(z-1f
(327 +82 +1)(z —1)- (42° + 162 + 42
(z-1f
32°-32° +82° -8z +2-1-42°-162% -4z
z
(z-1f
_2(z° +1122 +112 +1)

(z-1)

=-z

=-Z

n
(n +1)4‘

!

RDC: |z|>1 uma vez que lim =1

n—owo

Retornando-se a (5.10.1):

4 41177 +11z+1
Zly 1= )= - 2 )

se 1<|z|<E
4
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b) Represente algebricamente e geometricamente a regido de convergéncia de F(z).

Im(2)

1<|z|<E
4

R, =1R, =% Rz  Re(z)

c) Identifique e classifique as singularidades de F(z).
z= —%: polo simples (polo de ordem 1)

z=1: polo de ordem 5

02. Calcule as transformadas a seguir, identificando os polos e suas ordens.

a) Z{n a”}

Zint }= —z:—ZF(z)

Z{na”}:—zd{i}z—zz_a_zz az

dz|z-a (z-a)f (z-af

Polo duplo: z=a.

02 o)

=R =
ATl T =
~3(n-13™

Polo simples: z =0; Polo duplo: z=3.
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5.11 — Exercicios complementares

01. Calcular:
a) Z{Ze‘"+3e‘°'5"}; Resposta: F(z)= 2, *
=~Fe = Vg
5z 4z
b) Z5(08)" —4@L1)" }; R ta: Fz)= -
) Zis(08) ~a1)'| esposta: F(z)=-—o5 =53

¢) Z5+327-2°+22°}; Resposta: f, =55(n)+35(n—2)—-5(n—3)+25(n—5),n=0

0, n=0

8z+4 }
' )" +7(3)"", n>0

— Resposta: f, =
722 -2z-3 P {

d) Zl{

4 n
-—|,n<0
02. Seja {y, } uma sequéncia definida por {y, }= ( 3) )
n“-n+2"+1 n>0

Determine: a) Z{y, };

3% +z(z+1)_ z_ oz 2
3z+4 (z—l)3 (z—l)2 z-1 Z—l
2

Resposta: Z{y, | =

b) os polos de F(z) = Z{yn} e a ordem dos mesmos;

_1

4
Resposta: polos de ordem 1: z = 3 z= 5 ; polo de ordem 3: z=1

C) a regido de convergéncia de F(z) = Z{yn}.

Resposta: 1< 2| < g

03. Seja {y, | =

(SN —1](%) >0

Determine F(z)=Zly, }, identifique as singularidades de F(z) e represente algebrica-

mente e geometricamente a regido de convergéncia de F(z).
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Resposta: Z1{y, }=F(z)=-—

Polos simples (de ordem 1): z = —g,z = —g,z =g

Anel de convergéncia: g < |z| < g
04. Seja o sinal discreto x[n]=ne™?" *(-7)™".

Determine: a) Z{x[n]};

Resposta: iz
e

b) os polos de F(z)= Z{x[n]} e a ordem dos mesmos;

Resposta: polo de ordem 1: z = —%; polo de ordem 2: z = iz
e

c) a regido de convergéncia de F(z)=Z{x[n]}.

Resposta: |z| > %

a) Determine F(z)=Z{y, };

9z 15z 9z 3z

Resposta: Zly, } = F(z)=- 2Bz-2) 252219 2Bz-2) 5(2 f’ij{z +3ij

b) Identifique as singularidades de F(z) e represente geometricamente a regido de con-

vergéncia de F(z).
Resposta: Polos de ordem 1: z = % z=—i, z=—i

n A . .3 2
Regido de convergéncia: £ < 7| <=
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7. EQUACOES A DIFERENCAS

Define-se neste capitulo uma equacao a diferencas lineares e emprega-se as trans-

formadas Z na solugéo dessa equacao.

7.1 — Definicao

Uma equacéo a diferencas (ou uma férmula de recorréncia) € uma relacao entre os

termos de uma sucessao {y, }=1{Vo, Y1 Y2, Yar---}-

Exemplo
— — 2
{§/n+_20)yn+1 3y, =n’+2 (7.1.1)
o =

Em (7.1.1) tem-se uma equacéo a diferencgas linear, ndo homogénea, com um coe-

ficiente variavel e outro constante, sujeita a condigéo inicial y, =0.

n=0=2y,-3y,= 2=y, =1
n=1=3y,-3y,= 3=Yy,=2
n=2=4y,-3y,=6=y,=3
n=3=05y,-3y,=11=>y, =4
n=4=06y,-3y,=18=y.=5
N=5=7y,-3y; =21 =Yy;=6

. f=n (7.1.2)
Em (7.1.2) tem-se uma solucéo particular de (7.1.1). A solucéo geral de (7.1.1) é
dada por
=N+Yy,—~- 7.1.3
Vaf=n+y, D) (7.1.3)
Questéao

Como determinar a solugéo (7.1.2) ou a solugéo (7.1.3)?

Observacoes

13) Pode-se reescrever (7.1.1) como (n+1)y, -3y, , =(n—1)" +2.
2%) A estratégia usada para determinar (7.1.2) ndo da garantias acerca do comportamento

dos termos da sequéncia.
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7.2 — Equacdes a diferengas lineares
1@ ordem: a,y,.,+b,y, =f,
22 ordem: a,y,,, +b,y,.+c,y, =T,
32ordem: a,y,.,+b,y,,+C V.. +dy, =F

Se f, =0 ¥Yn >0, a equacéo a diferengas linear € homogénea. Caso contrario, € nao

homogénea.

7.3 — Solucdo de equacdes a diferencas lineares por intermédio da transformada Z

unilateral

k-1
Propriedade da translagdo: Z{f . }=z* F(z)- E f.z"| e Z{fn—k}=ik2)'

n=0

Exemplos

yn+2 + 3yn+1 + 2yn = 3”
1°) dy, =1 (7.3.1)

y, =0
Notagdo: Z{y, }=Y(z).
Aplicando-se a transformada .Z unilateral & equacdo a diferencas lineares de se-

gunda ordem em (7.3.1) e usando-se as condicdes iniciais, tem-se que:

Zlyn ot +3 Zyn)+2 Zly, b= 28}

¥y, 2 sl vl 2v()=
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22Y(z)- 2% +32Y(2)- 32+ 2Y(z) = —*—

z-3
(2% +32+2)Y(2) :§+Z +32
(z+1)(z+z)v(z)=zi_3+zu3z
Y(Z):(z+1)(ziz)(z_3)+(:1)223iz)
Y(Z):(z+1)(z4z-2)(z—3)+(242r(i)(z?:r)2)
Y(z) 1 z+3

(7.3.2)

2 (2+0z+2)z-3) Z+1)z+2)
Decompondo-se (7.3.2) em fragOes parciais:

1 A N B N C
Z+1\z+2)z-3) z+1 z+2 z-3
(+1fz+2)z-3)

e+ !Lmlziﬂ(z 1)+ ZILm1:82(2+1)+ m%(z 1)

1
o 1(z+1)z+2)z-3
i—A+O+0:>A:—1
—4 4

. 1 . A . B . C
lim s 2 3)(z+2)=ZILmZZ—Jrl(z+2)+ZILmzm(z+2)+ZILmZE(z+2)
l:O+B+0:>B:l
5 5
1 . A . B . C
lim -3)=Ilim——-(z-3)+lim——(z-3)+Ilim——(z-3
ZIﬂ?)(z+1)(z+2)(z 3)(Z )Zmz+1(z )+Z|Lr;2+2(z )WLZIE-!’Z—B(Z )
i:0+O+C:>C:i
20 20
1 1111 11
(z+1)z+2)z-3) 4z+1 5z+2 20z-3
z+3 D N E
(z+1)z+2) z+1 z+2
. z+3 . D . E
!Lmlm(z +1) = ZIer_]lm(Z +l)+ zan—]lm(Z +1)

%:D+O:>D=2

. z+3 . D . E
ZILr[Lm(Z-F 2): ZILrT_]Zm(Z-i' 2)+Z|LI‘T_12§(Z+ 2)

il:O+E:>E:—1
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z+3 2 1
(z+1)z+2) z+1 z+2

Y(z) _ 1 z+3

z (z+1)(z+2)(z—3)+(z+1)(z+2)
11 11 +l 1 2 1

[ R + —
47z+1 5z+2 20z-3 z+1 z+2
Y(z)=—1 z iz 1z ,2 2

47z+1 5z+2 20z-3 z+1 z+2
V)=l 2 42z 112

47+1 5z+2 20z-3

(7.3.3)

z=-1, z=-2 e z=3 s&o polos de ordem 1 de Y(z).

Aplicando-se a transformada Z unilateral inversa a (7.3.3), obtém-se

1 Toa) 2| Aoa) 2 | 1 oa) 2
Z {Y(z)}—4Z {z+1} 5Z {z+2}+2oz {2_3}. (7.3.4)

Lembrando-se que Z{a” }: Z—Za’ pode-se reescrever (7.3.4) como:

-1 _Z_ n_ﬂ_ n i n .
)= Z Y@= —£ (-2 45 ¥ n20;
{y, }=10,-16,...}.
20) yn _%yn—l+%yn—2 :5(n) (735)

Observacao: Nao se tem em (7.3.5) um problema de valor inicial.

Notagdo: Z{y, }=Y(z).
Aplicando-se a transformada .Z unilateral & equacdo a diferencas lineares de se-

gunda ordem (7.3.5), tem-se que:

2y} 20l g Zlya = Ziolo)}
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8(2 - 1](2 - l)Y(z) =82’
2 4
ZZ
Y(z)=
=
z-=|z-=
2 4
v()_ z . (7.3.6)
z 1 1
z-=|z-=
)
Decompondo-se (7.3.6) em fracBes parciais:
z A B
1 1y . 1 1
-3)e-d) 2
. V4 1 . A 1 . B 1
lim z—=|=lm—z-= [+limM—+| 2=
2L 1 1 2) .t 1 2) 1 1 2
2lz—=|z-= 2lz—= 2lz—=
2 4 2 4
1
2 _A+0=>A=2
11
2 4
1 : A B 1
lim ( ——j:hm (z——j+llm (z——j
7> 1 1 4 - 1 L 1 4
4|\ Z——= | Z—— 4\ Z—— 4| Z2——
S S B G R G
1
%:0+B:>B=—1
4 2
z 2 1
1 1y . 1 1
-3)e-d) 2
Y(z) z 2 1
z (1Y, 1) bt
2 4 2 4
z z
Y(z)=2 Rm— (7.3.7)
z->- z--
2 4
1 1
z2=7 ez=7 sdo polos de ordem 1 de Y(z).
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Aplicando-se a transformada Z unilateral inversa a (7.3.7), obtém-se

ZYY(2) =22 21 _Z3 Ll . (7.3.8)
z-= z-=
2 4

Lembrando-se que Z{a" }: i, pode-se reescrever (7.3.8) como

2

{yn}=Zl{v<z)}=z[1j” —Gj",n .2,

Y, = limY(z)=lim| 2 - |=2-1=1
—_ Z_i
2 4

W

2 16 16

Usando-se n=2, y,=ley, = % em (7.3.5), obtem-se y, = %

Observacdo: basta lembrar que y, =0 para n<0.

3 7 15 31
= 1a_a_a_a_a---
i {416 64’ 256 }

Uz —Up —Uy, HU, =0
U, =
30) 40 (7.3.9)
u, =1
u,=2

Notagdo: Z{u, }=U(z).
Aplicando-se a transformada .Z unilateral & equac&o a diferencas lineares de terceira

ordem em (7.3.9) e usando-se as condigdes iniciais, tem-se que:

ZiUy.sf= Zupo b= Zlu, b+ Ziu, b= Z{0)
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Mo
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+
-
—~~
N
~
Il
o

2 U0)-u,- % -4 |2 U)-u, - & - alu)-u, s U -0

2°U(z)-2* -2z -2*U(z)+z-2zU(z)+ U(z)=0
(22 -22-z2+1U(2) =22 +2

(z-1)(z° -1U(2) = 2(z +1)

U(z):( 2(z+1)

z-1)z-1)z+1)

Uz)=—2— (7.3.10)

(z-1)

z=1 é um polo de ordem 2 de U(z).

Aplicando-se a transformada Z unilateral inversa a (7.3.10), obtém-se:

ZHU()) = z{ﬁ}

ut=ZU(2)}=n, n>0

{u,}=1{012345,...}.

Exercicios

01. Usando transformadas .Z, solucione a equacéo a diferencas

Yoo — 6yn+1 + 5yn =3
sujeita as condigdes iniciais y, =0 e y, =1. Escreva 0s cinco primeiros termos da sequén-
cia.

Resposta: {y, } = Zl{Y(z)}=%5n —%n —%, n>0.

02. Utilizando as transformadas .Z, solucione a equac&o a diferencas
Yn _4yn—1 +3yn—2 =2".

Resposta: {y, }=Z{Y(z)}= %3"*2 —4(2)" +%, n>0.
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03. Utilizando as transformadas .Z, solucione a equac&o a diferencas

Yoz = You _12yn = 5(n _1)
Yo =
y, =2

Resposta: {y, } = Z‘l{Y(z)}:—éS(n —1)+§4“‘1+g(—3)"‘1, n>1.

04. Utilizando as transformadas .Z, solucione a equac&o a diferencas
3yn + 27yn—2 = 3n -

Resposta: %3" + % (3Bi)" +=—(-3i)".
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7.4 — Exercicios resolvidos

01. Um sistema é descrito pela equacao recursiva
yn+3 +3yn+2 +4yn+l +12yn = gn ’

sujeita as condices iniciais Y, =Y, =0 e y, =2.

a) Utilizando a transformada Z unilateral e suas propriedades, determine a resposta

n

{y.} do sistema quando g, =(-2)".

Notacdo: Z{y, }=Y(z).

Aplicando-se a transformada Z unilateral a equacéo a diferencas:

z3Y(z)—yzz+322Y(z)+4zY(z)+12Y(z)=ﬁ
+
2 2
(z3+322+4z+12)Y(z):i2+22:Z+22 2+4z=22 +252=z(22+25).
P(z) Z+ Z+ Z+ Z+
Como P(-3)=0=>P(z)=(z+3)(z? +4)=(z+2)z+2i)z-2i). Assim:
N _ z(2z+5) B 2(2z +5)
(z+3)z +2i)z - 20)¥(z) = Z+2 :Y(Z)_(z+2)(z+3)(z+2i)(z—2i)
Y(2) _ 22+5 A ,B_ C _ D (7.4.1)
z  (z+2)z+3)z+2i)z-2i)) z+2 z+3 z+2i z-2i
. 1 11
lim(4.1)z +2)= A= _ 1
Jim (4. 0fz +2)= W-2+2i)\-2-2i) 4+4 8
. -1 11
lim (4.1 B= _ 1t 1
anja( fz+3)= (-1(-3+2i)-3-2i) 9+3 13
. . —4i+5 —4i+5 —4i+5
erpZi( N +2i)= (-2i+2)-2i+3)(—4i) 8(i-1)2+3i) 8(2i-3-2-3i)
_ —4i+5 (-5+i) _20i+4-25+5 _—21+ 25i
- 8(-5-i)(-5+i)  8(25+1) 208
. . 4i+5 4i+5 4i+5
lim(4.1)z - 2i)= D = = =
lim(41)z - 21) = i+ 2)2i+3\4i) 8(+1)_2+3) 82i-3-2+3)
_ 4i+5 (-5-i)_-20i+4-25-5i _—21-25i '
- 8(-5+i)(-5-i)  8(25+1) 208

Retornando-se a (7.4.1):
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Y) 11 1 1  -21+250 1 -21-25i 1
z 8z+2 13z+3 208 z+2i 208 z-2i

1 z 1 z —-21+251 z -21-251 z
Y(z)=——+— + -+ -
8z+2 13z+3 208 z+2i 208 z-2i

como fy, } = Z{Y(2)}, tem-se que

1 no 1 n  —21+25i N —21-25i0 /. .\n
{yn}__(_z) +E(_3) +W(_2|) +W(2I) , n>0.

b) Calcule o elemento Y, da sucesséoy, }.
n=0=vy,+3y, +4y, +12y, =1=y, +32)=1=y,=-5
n=1=vy, +3y, +4y, +12y, =2=y, +3(-5)+4(2)=2=y, =5
N=2=y, +3y, +4y, +12y, =4 =y, +3(5)+4(-5)+122) =4 = y, =-15

ys =-15

02. Um sistema é descrito pela equacéo recursiva

Yni2 _4yn =0p

sujeita as condi¢es iniciais Y, =0 e y, =1.

a) Utilizando a transformada Z unilateral e suas propriedades, determine a resposta

{y, } do sistema quando g, =2".

Notacdo: Ziy,}=Y(z).
Aplicando-se a transformada .Z unilateral & equac&o a diferencas:

2°Y(2)-y,2* -y,z-4Y(z)= ——

@ -a)¥@)-2= = -4)¥@)= é+z = (2 -4)¥(z)= =2

(z+2)z-2)v(z)= 227

z-2
Y@)_ z-1 A B C (7.4.2)
z  (z+2)z-2f z+2 (z-2f z-2 o
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i 3
lim(4.1 2 A=——
Ime ke 2)= A2

lim(4.1(z-2) = B= %

s—>2

__3(_op.t _
z-1= 16(2 2)+4(z+2)+C(z+2)(z 2)
—1:—E+g—4C:>4C:—E+1:>4C:§:C:i.
16 4 4 4 16

Retornando-se a (7.4.2):
Y)_ 31 1 1 31

z 16z+2 4(z-2f 16z-2

Z 3 2z

1
Y(z)= -
@) 162+2 4(z—2f 162-2
1 2z 3 z

3 2z
Y(z)= ==
@) 162+2+4(2)(z—2)2+16z—2

como y, = Z{Y(z)}, Z{a”}: sz e Z{na"}= ﬁ, tem-se que

3 no 1 0 3.4,
S ) ) LI .
{yn} 16( ) +8n +16 , h=0

b) Calcule o elemento Y,, da sucessdoy, }.

3 0 1 10 3 10 3 5 3
=——|(-2 —(10)2" +—2" =-—1(1024 )+ —(1024 )+ — (1024
Yo 16< )1 +8( ) +16 16( )+4( )+16( )

Yio = 1024(— 3.5, ij _1024> - 256(5) = 1280
16 4 16 4

y,, =1280
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7.5 — Exercicios complementares

01. Solucionar a equagéo a diferencas utilizando a transformada .Z unilateral.

Yni2 _3yn+1 _4yn =1

Y, =0
Y1:2
1 7, 3,
R ta: — s L@y -2(<1)", n>0
esposta: {y, | 6+15() 10( )", n

02. Utilizando as transformadas .Z, solucione a equac&o a diferencas

Yoo =Y~ 6yn = 5(” _1)

Yo =0
y, =2
Resposta: {y, }= —é&(n —1)+%3”‘1 +%(— 2)"*, n>1.

03. Utilizando as transformadas Z e suas propriedades, solucione a equacéo a diferencas
Yot 2yn—l - 24yn—2 = 3n72 .
Calcule os trés primeiros termos da sequéncia {yn }

Resposta: {y, | = —%3” +%4n +9—10(—6)”, n>0=1{y,}={001..}.

04. Utilizando as transformadas .Z e suas propriedades, solucione a equacéo a diferencas
Yo — 2yn—l tYno = 2n72 .
Calcule os cinco primeiros termos da sequéncia {yn}.

Resposta: {y, }=2"-n-1 n>0={y, }={0,01411...}.

05. Utilizando a transformada Z unilateral e suas propriedades, determine a resposta .}

do sistema descrito pela equagéo recursiva

2
_yn—z :gm

n 3 n-1 3

quando o mesmo é excitado por g, =2".
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Calcule o primeiro termo da sucesséo{y, }.

3(1Y" 2(1\'" 24,
Resposta: {yn}:g(zj _7(§J +£(_2) ;

y, =limY(z)=1,
Z—0
06. Utilizando a transformada Z unilateral e suas propriedades, determine a resposta .}
do sistema descrito pela equagéo recursiva
3yn + 27yn—2 = gn '

‘o 1"
quando 0 mesmo € excitado por g, = (5} :

Calcule os trés primeiros termos da sucess&o/y, }.

Resposta: {y, | = %(3)” +11_—2i(3i)n +ilizl(—3i)”, v, )= {% 10}

n*(-2)', n20
07. Seja {y, }= (_lj_ncos(rm) n<0
4 )

a) Determine F(z)=Zly,}.

z  22(2-2)
-
z-4  (z+2)

Resposta: Z{y, = F(z)= , 2<|7<4.

b) Identifique, classifique e represente no plano de Argand-Gauss as singularidades de
F(z).
Resposta: z =4 polo simples; z =-2 polo triplo.
c) Represente algebricamente e geometricamente a regido de convergéncia de F(z).

Resposta: 2<|z|<4 (algebricamente).

08. Um sistema é descrito pela equacéo recursiva
Yzt Yoz ¥ Y0 +9Y, =0,
sujeita as condi¢0es iniciais Y, =0, y,=1e y, =-1.
a) Utilizando a transformada .Z unilateral e suas propriedades, determine a resposta .}

do sistema quando g, =0.
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Resposta: {y, }= 1;03' (3i)" + 1203' (-3i)" 110 (-2).

b) Calcule o elemento Y, da sucesséoy, .

Resposta: Y, =—73.

09. A sequéncia de Fibonacci tem as seguintes caracteristicas:
yn+2 = yn+l + yn
Yo = 1
Y. = 1

Empregando a transformada Z unilateral e suas propriedades, determine o n-ésimo

termo dessa sucesséo e calcule alguns termos da mesma.

Resposta: {yn}z 5;8/5[12\/5] +5_18/§(1_2\/§J , N>0;

{v,}=1{1123581321,34,55589144,...}.

300



8. FORMULARIO

1. Série de Fourier/Coeficientes de Fourier

f(X) = a?O + Z‘):{an cos(?j + bnsen(?ﬂ

n=1

L L L
a, =%J‘ f(x )dx a, =%J‘ f(x)cos(n”TXde b, :%j f(x)sen(nﬂTXde
L _ _

L

2. A forma exponencial (ou complexa) da série de Fourier

L
f(x)=cheIL c, _ 1 f(xe © dx

2L

-L

3. Identidade de Parseval para séries de Fourier

L e Y b

n=1

4. Integral de Fourier

f(x):ij‘ j f(x)e'"dx e *da
2r ) . J.

5. Transformadas de Fourier

31 () = Flar) = J' F(x)e “dx S Fla)= (0= - j Flo)e ™ da

@ O @ O

S ff(x)=F.(a)=| f(x)cos(ex)dx S YR (@)} =f(x) = % F. (&) cos(ex )da

¢ 0 ¢ 0

@ O ;o 0

Isif(x)i=Fsla)=|  flx)sen(ax)dx Ss‘l{Fs(a)}=f(X)=§ Fs(r)sen(ax)der

L) J 0

Tabela 8.1: Transformadas de Fourier.
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6. Algumas propriedades das transformadas de Fourier

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10 -

6.11 -

- Comportamento de F(e) quando o — +owo

lim F(a)=0

a—*to

- Linearidade

Sfaf(x)+bg(x)}=a3{f(x)}+b 3{g(x)} = a F(a)+ bG(x)

- Simetria (dualidade)

SE()) = 2xf (), e Fa)= SF (X))

- Conjugado

3 (x)}=F(Ca), onde Fa)= 3{f(x)}

- Translag&o (no tempo)

3{f(x—a)j=e"F(a), onde F(e)= {f (x)}

- Translacao (na freqiéncia)

3™ F(x)| = F(a+a), onde F(a)= 3 (x)}

- Similaridade (ou dilatacdo ou mudanca de escala)

Sif(ax)} = ﬁ F(gj , onde F(ar)= 3{f(x)}

a

- Inverséo de tempo

(X)) = F— ), onde (o) = 3 (x)}

- Convolucéo

[ee]

(f*g)(x):“‘wf(x—u)g(u)du:j f(u)g(x —u)du

—© —o0

Sif *gf=3{f ()} 3lg(x)} = () G(a)

Multiplicag&o (convolucéo na frequéncia)

SlF(x)g(x)} = Fla)*6(a), onde Fle)= ()} e 6(a)=3lo(x)
Transformadas de Fourier de derivadas

S (0} = (-ie) S ()} = (-ie) F(a)
Sl (0} = oS ff ()} (0) = ~o*Fe ()1 (0)

3 {f "(X)}: —a’ T {f(x)}+ o F(0) = —a’Fq (o) + o F(0)
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6.12 - Derivadas de transformadas de Fourier

S F(x)}=(=i)"F"(a), onde F(a)= S{f(x)}

6.13 - Diferenciacéo na frequéncia

Slix F(x)} = di F«), onde Fla)= 3{(x))

o

7. ldentidade de Parseval para integrais de Fourier

j Fx) o :%J-_]F(a]zda

j ;[f<x>]2dx=

8. Algumas identidades trigonométricas

2 j : () de

T

sen(u)cos(v)= %[sen(u +V)+sen(u—v)|

cos(u)cos(v) = %[cos(u +V)+cos(u—v)]

sen(u)sen(v) = %[cos(u —v)—cos(u+V)|

9. Transformadas de Fourier de algumas funcdes e distribuices

f(x)

o 1| <a 2sen(ac) 0
(X)_ o
0. >a F(0) = 2a
e Re(a)>0 223 :
a’+a
1 T —ala]
,Re(a)>0 —e
x% +a? @) a
-X 1 o
° I:C(Ol):052+1 Fs(a)=a2+1
e ? Vore 2
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e % a>0 %ez
e u(x), Re(a) > 0, u(x—c)= {2 e —
X6~ u(x), Re(a) > 0, 1(x—c)= {; “° ﬁ
M=l <o |
=t f<x>-{2’,'|i'|ii 2n6(a)
- 17
u(x):{(l)" 0 o)+ -

R 275(cit a)
cos(ax) 8(o+a)+8(c—a)]
sen(ax) in[8(ct —a) (e +a)]

cos(ax) u(x) " olo+a)+sla-all+
sen(ax) u(x) Elola-a)-sla+all-—"
j Tl "

Tabela 8.2: Transformadas de Fourier de algumas funcdes e distribuicdes

10. Transformada de Laplace unilateral

L) =F(s) = j (e

i 2ri

LHEO)=1(0)= - j " He)eds= L i’; F(s)e"ds

304




11. Algumas propriedades da transformada de Laplace unilateral

11.1 - Comportamento de F(s) quando S — oo

limF(s)=0

S—0

11.2 - Linearidade
Liaf(t)+bg(t)}= aL{f(t)}+ bL{g(t) =aF(s)+bG(s)
11.3 - Primeira propriedade de translacao
LE*(t)}=F(s—a), onde F(s)= LI (1)}

11.4 - Segunda propriedade de translacao

Lif(t—a)u(t—a)}=e™F(s), comu(t-a)= {(1) tOZS; <a

e F(s)=L{f(t))
11.5 - Similaridade (ou mudanca de escala)

Lif(at)}= % FG) ,onde F(s)= L{f(t)}
11.6 - Transformada de Laplace de derivadas

L) =sFs)-f(0)

L{f"(t)} = s?F(s)-sf(0)-f'(0)

LEOM)} =5"F(5)-s"(0)—s" > (0)-s"F (0)-...—sF2(0)-F"Y(0)
11.7 - Transformada de Laplace de integrais

L{ j tf(u)du}@, onde F(s)= L (1))

11.8 - Derivadas de transformadas de Laplace (multiplicacéo por t")

L{(0)= (1) S F6)= (1) F6), onde Fe)= L{f(0)

11.9 - Integrais de transformadas de Laplace (diviséo por t)

L{@} = J‘st(u)du, desde que lim f(t exista

t—>0* t

11.10 - Convolucao

(f*g)(t)zj f(u)g(t—u)du:j f(t-u)g(u)du
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L{f xg}=F(s)G(s), onde F(s)= L{f(t)} e G(s)=LAg(t)}
11.11 - Valor inicial
limf(t) = limsF(s)

t—0 S0
11.12 - Valor final
limf(t)= lim sF(s)
t—o0 S
11.13 - Transformada de Laplace de func¢des periddicas

.
Lif(t)} = 1 j e 'f(t)dt, com f(t) periodica de periodo fundamental T
0

1_ efsT
11.14 - Férmula de desenvolvimento de Heaviside

= ds

12. Transformada de Laplace unilateral de algumas func¢des e distribuicdes

" 7o)
' % Re(s)> 0
eat 1
-~ R
- e(s)>a
v ?—:1 Re(s)>0
cos(at) . s{312 Res)>0
+
sen(at) . aaz 1 Re(s)>0
+
cosh(at) S
ey Re(s) > |a
senh(at) . aa2 | Re(s)>|a|
eiat 1
s-ia
1 ) n-1,-t
In(t) g[r (1)—|n(8)lf(n)—jo t"edt




Si(t) = J:%(u)du %[% - arctg(s)} = %arctg(%j

N(t) 0
0,0<t<a g™®
”(t‘a):{l (>a s

5(t_a):{°°’ t-a

O, t;ta e_as

Tabela 8.3: Transformada de Laplace unilateral de algumas func¢des e distribuigcdes.

13. Transformadas Z unilateral e bilateral

o0 00

Z4f V= Fz)= anz‘" Z, 6 1=F,(2)= anz‘”

n=0 n=—o0
Raio de convergéncia R de uma série de poténcias E a,(z—c):
n=0

R —tim 2L oy R=tlim L
> fa| o |an|%

i A . 1
Regisio de convergéncia da transformada Z unilateral: |z| > R

ZAF )= = L if F2) 2" idz

“omi

14. Algumas propriedades da transformada Z unilateral
14.1 - Linearidade
! /
Z{ E Cifi,n} = E C;F (Z)
i=0 i=0
14.2 - Translagéo (ou deslocamento)

n=0

Z )= z‘kF(z):¥, onde F(z)=2Z {f,}
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14.3 - Similaridade
Z{xl”fn }: F(%) onde F(z)=Z{f,}

14.4 - Convolugéo

n

{f, 119, ) =1f, *gn}=szgnk

k=0
Z{f, *9,}=Fz)6(z), onde F(z)=Z{,} e G(z)=Z{g, }
14.5 - Diferenciacdo da transformada de uma sequéncia

Zint, }= —z% F(z), onde F(z)=Zf,}

14.6 - Integracao da transformada de uma sequéncia

Z{%"} = J‘:O? du , f,=0

14.7 - Valor inicial
limF(z)="f,

Z—>©

14.8 - Valor final
an—nHa:nmn

n—o0

15. Transformada Z unilateral de algumas sequéncias

f, F(z)
1, n=0
5(n) - {0 n=0 1
! 2 g>1
z-1
el 1
z-¢e
g oo ol
z-a
sen(/n) zsen(p) >1
2% —2zcos(f)+1’
cos(/n) z|z - cos(p)] 2|>1
2° —2zc0s(B)+1’
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senh(n) zsenh(B) 2]> max(e ¢)
2° —2zcosh(B)+1' ’
cosh(n) z|z - cosh(p)] 2| > max(e?,e-*)
z° —22cosh([3)+1’ '
n

(z-

o>l

)

2(z+

(z-1

)) 2|51

(z-

( +4z+1)

7 >1

i)

Tabela 8.4: Transformada Z unilateral de algumas sequéncias.
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