8.2- Volume de Soélidos de Revolucao
Uma regido tridimensional (S) que possui as propriedades a) ¢ b) a seguir ¢ um solido:

a) A fronteira de S consiste em um numero finito de superficies lisas que se interceptam num ntimero finito
de arestas que por sua vez, podem se interceptar num numero finito de vértices.

b) S ¢éuma regido limitada.

Exemplos de solidos (esfera, cone circular, cubo, cilindro)

O & ™ I

8.2.1- Sélidos de Revolucao - Método do Disco
Um so6lido de revolug@o se forma da seguinte maneira:

Dada uma regido R plana e 1 uma linha reta que pode tocar ou ndo em R e que esteja no mesmo plano de R.
Girando-se R em torno de 1, forma-se uma regido chamada de sélido de revolug@o.

Area plana 1

Soélido gerado pela Rotagdo.

Girando o grafico de uma fungéo f(x) tem-se:

r=f(x)=y
A E
y = fx) 4y
dV = nr’ dx
X dV = n[f(x)]* dx
b 2
V=n[[f(x)]"dx
>
a
Area plana 2
fea plana Célculo do elemento de volume
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Exercicios

1) Usando o método do disco circular, calcule o volume do sélido gerado pela revolucdo da regido sob a
funcdo y = f(x) = x°, no intervalo [1,2].

A
y (2,8)
2,8
N (2,8)
(1,1)
(LD L || e
> >x
1 2 X
Area plana 3 ’
Elemento de volume
2 2 2 (2 7Y 127
V=;zj[f(x)]2dx:nj[x3]2dx=njx6dx:nx— ma 2 2 18 143.2=56,99(unid vol)
) ) ) 7 |1 7 7] 7

2) Achar o volume gerado pela fungéo f(x) = V 32 - X2 em [-a, a]

Semi-circulo em rotagdo Soélido gerado pela rotacdo do
semi-circulo

a a 2 3
V=n I[f(x)]zdx:ﬂI[VaZ —x2]2dx:ﬂj[a2 —xzjdx:ﬂ{azx—x?}
Za Za 1

3 3 3 3 3
=il - |-+ L =l - -l = ] 2d° _2a”
3 3 3 3 3

B 6a° - 24° 4 3
=gy —————=—m
3 3

que ¢ o volume da esfera gerada!!!
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Uma regido plana pode ser girada em torno do eixo y ao invés do eixo x, e novamente um sélido de revolugdo
sera gerado.

r=x=g(y)

Area plana girando em y
Sélido de revolugao da area plana em torno

dey
b 2 b 2
V=m[[g(y)]“dy=n[r"dy queé o volume do sélido
a a

Exercicios

1) Calcule o volume gerado pela parabola y = x* girando em torno do eixo de y, no intervalo [0,4].

Ay

Sélido gerado pela Parabola de revolucido

Segdo plana parabola girando em y
b b 4 4 P
v=rlle(y)dy=r[r’dy=x[[y] dv =ﬂjydy=ﬂy7
a a 0 0
V=38n= 2513 unid. de vol.

O Método do Disco pode ser estendido para o Método dos Anéis Circulares. Este método surge quando a
area de revolugdo ¢ limitada por duas fungdes f(x) e g(x), tal que f(x) > g(x), para todo x€[a,b].
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Anel projetado

Area plana em revolugao Sélido gerado pela revolugio

O elemento de volume do anel ¢ dado por:
dv =z [fx)]dx - m [g()]*dx = 7 { [fX)] - [¢(0)]*} dx
de forma que o volume todo é dado por:
b b
v=[av =\ sl ~[axr fix
Note que o vao interno ¢ descontado pelz subtrac;go dos dois volumes.

Exercicio
1) Calcular, usando o método dos anéis circulares, o volume formado pela rotagdo da regido entre y = x’ e y
=x+2

A

A (24) y

............................. 3
>
X
Area entre parabola e reta em revolugo.
Soélido de revolucao

Sol: Faco f(x) =x + 2 eg(x) =x" (pois f{x) > g(x))
Pontos de Intersecgdo: f(x) = g(x) —x? = x+2, isto é:
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X¥-x-2=0 (x'=-lex"=2) e (y'=1ey'=4)

b 2 2
V=jdV:ﬂI[(x+2)2—(x2)2 x=7r”(x2+4x+4)—(x4)]
a -1 -1

2 3 2 S\ 2
:=7rj[x2+4x+4—x4]dx=ﬂ[x—+4i+4x—x—] =
’ 3 2 5 -1

W2, 2V (=D s (-1
ﬂ[[?+2.2 +4.2 T] {T+2( 1)” +4(-1) 5

=7 §+8+8—£ - —i+2—4+i =r §+16—£ - —l—2+i
3 5 3 5 3 5 3 5
40+ 240-96 -5-30+3 184 -32 216 72
=7 - =7l — || — =T —=—7
K s ) ( s ﬂ K 15] (15 H 55

727 )
logo V= —— =45,2389 (unid. de vol.)

5

Se a revolucao for em torno do eixo y, como por exemplo para as fungdes x = F(y) e x = G(3), tem-se:

av =z { [FWI - [GO)I’} dy
de forma que o volume todo é dado por:

x=g(y)

Soélido gerado pela area em revolugdo

Area entre curvas, em
revolucao

b b
v=[ar=z[{ror 1601

As vezes, o solido de revolugdo € gerado em torno de um eixo externo que pode ser paralelo a "x" oua "y". O
método dos anéis circulares, pode ser aplicado, desde que se identifique o raio do giro.
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Exercicios
Achar o volume do s6lido gerado pela revolucdo da regido R em torno do eixo x = 6. R ¢ limitada pelos

graficos de )’ = 4xex = 4.

Poa (4

Parabola girando em torno de um eixo Paraboléide gerado pela rotagio
externo

2
Sol: Para isolarmos x fazemos: y° = 4x —x = y7

Também temos: se x = 4 »yz =44 »yz =16>y=24

2

Obs: rg = raio externo = 6 - y? e 1p=raio interno = 2

V= yJ=.4 dVv = jiﬂ(ré —r,z)iy
y=—rg —4

h )’22 2 h 2 )’4 4)’4 2
V= 6——| =27y = 36-3y° +——4 dy= —-3y°+32d
o e e o

4
5 5 5
S L A s
”{80 y +32y:”_4 7[{80 4 +32x4} { 30 (—4)” +32( 4)}}

=n F;ﬁ—[ﬁﬂ = 7;;87; = 153,67 = 482,548 (unid. vol.)
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2) Dados os graficos y = x° e x = 2, determine o volume da regido, para o caso da 4rea plana girar em y.

dy dv
>
X >
X
X
Curva do 3° grau girando emy <2>
Casca cilindrica gerada

Dey =x >x :ym
Sejam:
Fy)=2 rg=2 (raio externo)
G =y" rr=x=y" (raio interno)

8 N2 8 2 5378 5/3 3
V:ﬁf 4—(yéj y=mf|4- yA dy=n|4y-2—| == 18- | g =n|32-28%3
0 0 5/3 |0 5/3 5

Ma

S
8P =387 =38’8? =8%8% =83(2° )? =8%2° =827 =84=32

Entdo V = 7{32—%85/3} = {32-%32} = n% = 12,87 = 40,212 (unid. vol.)

8.2.2- Método do Invélucro Cilindrico

Este método usa cascas cilindricas ao invés de discos.

dv

N

Cilindro Casca cilindrica
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2nx = comprimento da casca
V= nx’h
dV =2nhxdx »> V=2n J. xhdx

Se a area plana de revolugdo estiver limitada pelas fungdes y = f(x) e y = g(x), no intervalo a<x < b,
conforme mostra a figura:

dv

Area plana entre curvas, em

Revolugdo e em torno de y Solido gerado pela area em revolugio.

Obs: temos: h=f-g
b
V =2n [x[f(x) — g(x)]dx
a
Exercicios
1) Calcular o volume de revolugdo em torno de y limitado por y = x*2, y = 1, em x€[1,3]

(3’33/2)

> <« >
0 1 dX<_3 X P ,v X >
A
Area girando em y Casca cilidrica que gera
o volume elementar

Sejam f{x) = x*7 eg(x) = I

b 3 i 3 52 72 23
V=2n|x[f(x)-g(x)]dx=2n|x/x"" —1]dx=2n|[x"" —x]dx=2x -—| =

{[f()g()] ![ ] ![ ] 55|
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R R T B e

= 27{% - %} = 272(9,075825) = 18,1516 = 57,025 (unid vol.)

2) Use o método das cascas cilindricas para calcular o volume gerado pela rotacdo da area R em torno de y = -
2. R ¢ limitada pelos graficos de y = Jx, y=1lex=4.

A y h=4-x
S >
2 y=NX A y
Yy + dy
A
| 4 |
/7
f
0o 1 x 4

Area plana girando em
Torno do eixo y=-2

Soélido gerado
Sey = \/; —>x =)’

Paray=1-—->x=1
Parax=4 -y=2

r=y-(2)=y+2
h=4-x=4-y

dV=2xrhdy —»dV=2n(y +2){4-y)dy =2n4dy-y’ +8-2)°)

2 4 3 P
VZZHI[—y3 —2y? +4y+8]dy —27{—%—%+2y2 +8y}‘1
1

Y 3 4 3
L2 22 s -2 s
i 4 3 4 3

V=2n —4—£+8+16 - —i—£+2+8 =
i 3 4 3

PRI VP SR SNESEP S | | G S LN S| GOSN b Ak )
E 43 34 12 6

V= %ﬂ' = 35,081 (unid. vol.)

Disciplina de Calculo Diferencial e Integral I 149
Prof. Salete Souza de Oliveira Buffoni



3) Determinar o volume gerado pela revolugdo em torno do eixo x da regido limitada por y = x>, x =2 ¢ 0 eixo
X.

A}’
y=x’ 5
V:ﬂj(xz)zdx
0
2
V:ﬁj.x"dx
0
2
V—7rﬁ
\\ 3 > 5,
V=32ﬁu.v.
5
X=2 <«—|

4) Determinar o volume gerado pela revolugdo em torno do eixo x da regido limitada por y* =2.x, eixo x ¢ x
=2.

A

y y2 =2x

y:i\/g et

2
V= ﬂj(@) dx
> :
* VZ?Z'IZXdX
0
EEEE— V=7zx2|z
/ V =4mu.v.

x=2

5) Determinar o volume gerado pela revolugdo em torno do eixo x da area limitada pelas curvas y* =2x e y
=X.

YA
y=X
y =4/2x

|

|

|

|

0 I

2 >

y2 =2x
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- Pontos de interse¢do - Volume

5 2
y =2x V:ﬂj[(@)z—xz}dx
y=x 0
* {x—xO V=ﬂ£(2x—x2)dx
x=2 5 312
g g2 X
2 3 )
V=7r(4—§)
3
V—4—”uv
3

8.3- Comprimento de Arcos de Curvas

Seja y = f'(x) continua e derivavel em [a, b].

y P2
L; /'/X
. 1 '
Ay T y=f®
P1 !
[}
[} [}
[} [}
[} [}
[} [}
[} [}
[} [}
[} [}
[} [}
| : >
a b X
AXi
2 2 2 ! A :
L =4y,” + Ay, L;Z (fj +1-Ax;
L=y} + ax? R
2
2 X Ay,
Ay, L= lim — | +1-Ax;
Lo (2 fim 2 (Axi
Ax;
b 2
L=| (ﬂj +1-dx
’ dx
Sejax=f(y) y=a e y=>b.
y
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Exercicios

1) Determinar o comprimento do arco da curva  f(x)= x3 entre os pontos PI (8, 4) e P2 (27, 9).

27 d 2
L:j (—y] +1-dx
s dx

2

.y:xE
dy 2
dx 3

L:i.ij
6 38

=L
18

I
L:—852—402]

2) Calcular o comprimento de uma circunferéncia de raio r.
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A < +y2—r2 yf
y=1 1‘2—X2 x=0atéx=r
y=+r? —x? r y=vr?-x?

/Y\ \/L=4.Ll
r\ z z

B
Q:i 2 2—i . _ —X
.dx 2( X ) 2 ( 2x) (rz_xz)é

dx w2 32 w2 _ 2 72 _ 32
[ 2
’ (ﬂj +1: -
dx P2y
r r d r
L, = J—r dx = rJ.—x =r. otrcseni
2 2 22 r
oNr —X oNr —Xx 0
L= Zg)=1E
2 2
L=41, =7
2
L=2rnr

8.4- Area de Superficie de Revoluciio
Sejay =f (x) continua e derivavel em /a, b].
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Si=2af (x; )L,

2
S, =2nf(x;) (jxi] +1- Ax,

1

Ay,

n 2
g;Z] af(x;) ( j x

Ax.

1

9 4

a dy 2
S =.]l;27zf(x)\/[aj +1-dxou

do eixo x.

Seja x =1 (y).

b
S=2ﬂjy\/(f‘(x))2+]~dx

y A

y=f(x

— Superficie gerada pela revolugdo

x=1(y)

x;=f &Yi)
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dy

b d 2
Szzzzjx (—xj +1-dy

Exercicios

eixo X.

4 d 2
Szznjy (—yj +1-dx
7 dx

1
.y:\/_:_XE

=1y 2=
dx 2 A
2x ?
2
.(ﬂj _ 1
dx 4x
2
'(ﬂj oIt
dx 4x 4x
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— Superficie gerada pela revolugdo em torno do eixo y.

2r 1 \/;.\/1+4x
S=—j—-dx
TR

4 !
S =%.!.(1+4x)2.4.dx

3 4

S=%(1+4x)3-§

1

1) Determinar a area da superficie obtida pela revolucdo da curva y = \/; ,entre x = [ ¢ x =4 em torno do
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