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-a(;éo de Funcoes Racionais

por Fracoes Parciais

Nesta secao mostraremos como integrar qualquer funcao
racional (um quociente de polinOmios), expressando-a
como uma soma de fracoes mais simples, chamadas
fracOes parciais, que ja sabemos como integrar. Para
ilustrar o método, observe que, levando as fracdes

2/(x —1) e 1/(x + 2) a um denominador comum, obtemos

2 1 _2(x+2)—(x—1): x+5

x—1 x+2 (x — 1(x +2) x2+x—2
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Se agora revertermos o procedimento, veremos como
Integrar a funcao no lado direito desta equacao:

x<¥5 2 |
f > dx=j = dx
Xk x— 2 x = ] x4+ 2

=2In|x=1]—In|x+2|+C.
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Para vermos como o método de fracoes parciais funciona
em geral, consideremos a funcao racional

P
0(x)

f(x)

onde P e Q s&o polindmios. E possivel expressar f como
uma soma de fracOes mais simples, desde que o grau de P
seja menor que o grau de Q. Essa funcao racional é
denominada propria.
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Lembre-se de gque se

PxX)=ax"+a,_xX""1+ - +ax+a,

onde a, # 0, entdo o grau de P € n e escrevemos

gr(P) =n.

Se f for improprio, isto €, gr(P) = gr(Q), entdo devemos
fazer uma etapa preliminar, dividindo Q em P (por divisao
de polinbmios) até o resto R(x) ser obtido com

gr(R) < gr(Q).
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O resultado da divisao é

_ Plx) _ R(x)
o0 YT 0w

1 f(x)

onde S e R também s&o polinbmios.

Como o exemplo a seguir mostra, algumas vezes essa
etapa preliminar é tudo que precisamos.



!mplo 1

3
X + Xx

Encontre f dx.

x— 1

Solucao: Como o grau do numerador é maior que o grau
do denominador, primeiro devemos realizae a divisao.

ISSoO nos permite escrever

% % , 2
j dx=J x“+x+ 2+ dx
xr— | bl |

x3 X2
=?+7—|—2x—|—2ln|x—l|+C
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A proxima etapa e fatorar o denominador Q(x) 0 maximo
possivel. E possivel demonstrar que qualquer polindmio Q
pode ser fatorado como um produto de fatores lineares (da
forma ax + b) e fatores quadraticos irredutiveis (da forma
ax? + bx + ¢, onde b? — 4ac < 0). Por exemplo, se

Q(X) = x* — 16, poderiamos fatorar como

Q(X) = (x* = 4)(x* + 4) = (x = 2)(x + 2)(x* + 4).
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A terceira etapa é expressar a funcao racional propria

R(x)/Q(X) (da Equacao 1) como uma soma das fracoes
parciais da forma

A Ax + B
(ax + b)' ou (ax* + bx + ¢)’

Um teorema na algebra garante que e sempre possivel
fazer isso. Explicamos os detalhes para 0os quatro casos
gue ocorrem.
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Caso | O denominador Q(x)é um produto de
fatores lineares distintos.

Isso significa que podemos escrever
Q(x) = (a;x + by)(ayx + by) -~ (ax + by)

onde nenhum fator é repetido (e nenhum fator & multiplo
constante do outro).
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Nesse caso, o teorema das fracOes parciais afirma que

existem constantes A, A,, ..., A tais que
R(X) A] A3 Ak
2 = + + .-+
O(x) ax + b arx + b arx + by

Essas constantes podem ser determinadas como no
exemplo seguinte.

12



!mplo 2

x2+2x — 1
Calcule - dx.
2x + 3x° — 2x

Solucao: Como o grau do numerador € menor que o grau
do denominador, nao precisamos dividir. Fatoramos o
denominador como

2X3 + 3X% — 2X = X(2X%% + 3x — 2) = x(2x — 1)(X + 2).

13



!mplo 2 — Solucao

Como o denominador tem trés fatores lineares distintos, a
decomposicao em fracoes parciais do integrando [2] tem a
forma

continuacao

x? 4+ 2x — 1 A B C
= 4 +
x2x — D(x + 2) X 2x — 1 x+2

Para determinarmos os valores de A, B e C, multiplicamos
os lados dessa equacao pelo produto dos denominadores,
X(2x — 1)(X + 2), obtendo

Al x2+2x—1=A(2x - 1)(X + 2) + Bx(X + 2) + Cx(2x — 1).
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Expandindo o lado direito da Equacao 4 e escrevendo-a na
forma padrao para os polinbmios, temos

5] x2+2x—1=(2A+B+20)x? + (3A + 2B — C)x — 2A.

Os polindmios na Equacao 5 sao idénticos, entao seus
coeficientes devem ser iguais. O coeficiente de x? do lado
direito, 2A + B + 2C, deve ser igual ao coeficiente de x? do
lado esquerdo, ou seja, 1. Do mesmo modo, 0s
coeficientes de x sao iguais e 0s termos constantes
tambeéem.
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Isso resulta no seguinte sistema de equacoes para A, B
e C:

continuacao

2A+B+2C=1

JA+2B-C=2

—2A=-1

1
)

Bzg eC:—L e assim

Resolvendo, obtemos, A = . 10>

x* 4+ 2x — 1 11 1 1 1 1
3 > dx = —— + = — dx
2x7 + 3x7 — 2x 2 x 5 2x—1 10 x + 2
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= In|x| +gln|2x — 1| — gln|x + 2| + K

continuacao

Ao integrarmos o termo do meio, fizemos mentalmente a
substituicao u = 2x — 1, que resultaem du = 2dx e dx =
du/2.

17
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OBSERVACAO Podemos usar um método alternativo
para encontrar os coeficientes A, B e C no Exemplo 2. A
Equacéo 4 € uma identidade; € verdadeira para cada valor
de x. Vamos escolher valores de x que simplificam a
equacao. Se colocarmos x = 0 na Equacéao 4, entdo o
segundo e terceiro termos do Iado direito desaparecerao, e
a equacao sera —2A = -1, ou A =5 . Da mesma forma,

X = l da 5B/4 = 1 e X = =2 resulta em 10C = -1, assim

B— eC———O
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Caso Il Q(x) € um produto de fatores lineares, e alguns
dos fatores sao repetidos.

Suponha que o primeiro fator linear (a,x + b,) seja repetido
r vezes; isto é, (a;x + b,)" ocorre na fatoragao de Q(Xx).
Entdo, em vez de um unico termo A,/(a,x + b;) na Equacéo
2, usariamos

A] A2 Ar
- =+ e A
a X + b] (Cl]X + b]) (alx + bl)’
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Para ilustrarmos, poderiamos escrever

x*—x+1 A B C D E

, % + +
4% — 1) x x* x-1 (-1 -1y

mas é preferivel detalhar um exemplo mais simples.
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!mplo 4

xt—=2x7 4+ 4x + 1
Encontre f dx.
x> —x?—x+1

Solucao: A primeira etapa é dividir. O resultado da diviséao
de polinGbmios é

xt—=2x?+4x + 1 4x

x> —x*—x+1 x> —=x*—-x+1

21



!mplo 4 — Solucao

A segunda etapa é fatorar o denominador Q(x) = x3 — x2 — X
+ 1. Como Q(1) = 0, sabemos que x — 1 é um fator e
obtemos

continuacao

XB—x2—=xXx+1=XX=-1)x*=-1) =(x=1)(x-1)(x +1)
= (X —=1)%(x + 1).

Como o fator linear x — 1 ocorre duas vezes, a
decomposicao em fracdes parciais é

4x A B C
, = + _ +
x— 10+ 1] —I (x—1F x+1
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Multiplicando pelo minimo denominador comum,
(X —1)%(x + 1),temos

continuacao

8 Ax =AX-1Dx+1)+BX+1)+ C(Xx—1)
=(A+Ox?+(B-2C)x + (<A + B + C).

Agora igualamos os coeficientes:

A +C=0
B-2C=4.
-A+B+C=0

23
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Resolvendo, obtemos A=1,B=2e C=-1; assim

continuacao

xt=2xT+4x + 1 | 2 |
J 3 > dx = x+ 1+ .1 7 dx
e=xr=x%l x =] x=1F xl

— ~lpled L] +K

24
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Caso Il Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis,
nenhum dos quais se repete.

Se Q(x) tiver o fator ax? + bx + ¢, onde b? — 4ac < 0, entéo,
além das fracOes parciais nas Equacdes 2 e 7, a
expressao para R(x)/Q(x) tera um termo da forma

Ax + B
ax’ + bx + ¢

em que A e B sao as constantes a serem determinadas.

25



-ac;éio de Funcoes Racionais

por Fracoes Parciais

Por exemplo, a funcdo dada por f(x) = x/[(x — 2)(x? + 1)(x* +
4)] tem uma decomposicao em fracoes parciais da forma

x __ A Bi4C  Di+E
(x=2)(x*+ 1Jx"+4) x—=2 x°+1 x*+ 4

O termo dado em [9] pode ser integrado completando o
guadrado (se necessario) e usando a formula

~d 1
10 J - —— (=) +C
x>+ a> a a

26



Solucao: Como o grau do numerador n&do € menor que o
grau do denominador, primeiro dividimos e obtemos

4x* — 3x + 2 x — 1
> =1+ 2
4x- —4x + 3 dx — 4x + 3

27



!mplo 6 — Solucao

Observe gque o quadratico 4x% — 4x + 3 é irredutivel, pois
seu discriminante € b? — 4ac = -32 < 0. Isso significa que
este nao pode ser fatorado, entao nao precisamos usar a
técnica de fracdes parciais.

Para integrarmos a funcao dada completamos o quadrado
no denominador:

continuacao

4x? —4x + 3 =(2x — 1)? + 2.

ISso sugere que facamos a substituicao u = 2x — 1.

28



!mplo 6 — Solucao

Entdo du =2 dx e x = (u + 1), assim

4x* — 3x + 2 x — 1
- a’x=f 1 + > dx
4x* — 4x + 3 4x” — 4x + 3

1
(u+ 1) — 1
— g i % 2(“ 2 )
u< + 2

continuacao

du

29
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continuacao

1

du

=x + 3 . du—lf
YJut+2 *Jurt 42

1

{
Nl

1
=x+3In(4x> —4x + 3) — ——

42

1
=x + s In(u® +2) — 7

(s

tgl(

u
)+

2x — 1

V2

)+ c
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Observacao O Exemplo 6 ilustra o procedimento geral
para se integrar uma fracao parcial da forma

Ax + B
ax’> + bx + ¢

onde b2 —4ac < 0.

Completamos o quadrado no denominador e entao
fazemos uma substituicao que traz a integral para a forma

Cu+ D U 1
f = 7du=Cf A 7du+Df : ~ du
u” =+ a° e+ a° 7 =8

Entao, a primeira integral € um logaritmo, e a segunda é
expressa em termos de tg—2.
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Caso IV Q(x) contem fatores quadraticos irredutiveis

repetidos.

Se Q(x) tiver um fator (ax? + bx + ¢)', onde b? — 4ac < 0,
entao, em vez de uma unica fracao parcial [9], a soma

Alx + Bl

Ax + B A,x + B,

11

ax’ + bx + ¢

_|_ o« o o _|_
(ax* + bx + ¢)* (ax* + bx + ¢)’

ocorre na decomposicao em fracoes parciais de R(X)/Q(X).

Cada um dos termos

11

pode ser integrado usando uma

substituicao ou completando primeiramente o quadrado, se

necessario.

32



!mplo 3

I —x+2x° — x°
x(x? + 1)

dx.

Cammef

Solucao: A forma da decomposicao em fracoes parciais e

]l —x+2x>—x> A Bx+C Dx + E

- -
x(x? + 1) X x2+1 (x? + 1)
Multiplicando por x(x? + 1)?, temos

X3+ 2x2 =X+ 1=AX?+1)?+ (Bx + C)x(x* + 1) + (Dx + E)x

33
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= A(X*+2x% + 1) + B(x* + x?) + C(x3 + X) + Dx? + EX

continuacao

=(A+BX*+Cx3+(2A+B+D)x?+ (C+ E)x + A.
Se igualarmos os coeficientes, obteremos o sistema
A+B=0, C=-1, 2A+B+D=2, C+E=-1, A=1,

quetemasolucao A=1,B=-1,C=-1,D=1e
E =0.

34
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de modo que
1 —x+ 2x* —x° | %+ 1 X
f 2 2 dx = J‘ T2 T 2 7 | dx
¥iE" -+ 1) 2 X4+ 1 (x* + 1)

dx X dx
j dx _J‘ 2 + 2 5,
x?+ 1 x°+1 (x* 94 1)F

continuacao

; 1
=1In|x| — 3 In(x2 + 1) — tan™x — 2T D) + K
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Substituicoes Racionalizantes
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qstituigﬁes Racionalizantes

Algumas funcoes néao racionais podem ser transformadas
em funcgoes racionais por meio de substituicoes

apropriadas. Em particular, quando um integrando contém

uma expressao da forma ;/4(x), entdo a substituigcao « = v/g(x)
pode ser eficaz. Outros exemplos aparecem nos
exercicios.
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Solucao: Sejau= /x + 4.2tdo u? = x + 4, assim
= U2 — 4 e dx = 2u du. Portanto,

38



!mplo 9 — Solucao

Podemos calcular essa integral fatorando u? — 4 em
(u—2)(u + 2) e usando as fracdes parciais ou usando a
FOormula 6 com a = 2:

continuacao

Jx + 4 1 —
f - x—ZJdquSf =2u+ 8- In |— 2 + C
X u> — 4 o N u -+ 2
vx+4 —2
=2Jx+4 + 21
* . Jx+4 +2
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