I6ExErRcCicios
Nos BExercicios 1-6, determine se os vetores sdo linear- ( 3 4 3
mente dependentes. Justifique cada resposta. 0 -1 =7 7
3J {‘3 [6 -2 8§71 -1 . _é
1. 10, 20,14 2. 01, 01, 0 - -
L) J O} 0 =5 3 ( 34 9
-2 =7 7
- ‘ 10. | 2 9
() e L
RN SN -
AR IR
5. =6 . 41,1 —4 11.
{ oL -2] [ J 0 -2 1
J L
17 =37 0 | 1 0 -1 3
6. { 300 -5, [ 5} -1 =1 =3 0
) —
Lol AR
Nos Exercicios 7-12, determine se as colunas da ma- ”
triz dada formam um conjunto linearmente depen- 3 -1 ! 3
dente. ‘
| 3 -9 0 Nos Exercicios 13-14, (a) para que valores de / tem,,
- 1 ar - 3 - [y
” { 10 —7 | J viem Span{vl, ¥21, € (b) para que valores de / temos |
v,, v;} linearmente dependentes?
-5 -5 3 7 o
60 2 6 8 1 -2 1
8. I =3 —4 1 13. v, = }i BJ,VQ: [—G:I,v;: [2J
- 4 7 3 -2 4 h

Secdo 1.6

Justifique suas respostas nos Exercicios 1 a 6e 19 4 24.

L. Lin. indep. 3. Lin. dep. 5. Lin. indep.
7. Lin. dep. 9. Lin. indep. 11. Lin. dep.
13. a. Nzo. b. Todosos h.  15.7 = —7.

1.7 Introducio as Transformadas Lineares

A diferenga entre a equagio matricial Ax = b e g equacdo vetorial associadax,a, + --- + xa = béum

n=cn
mera questdo de nota¢do. No entanto, a equacdo matricial Ax = b pode surgir, na dlgebra linear (eent
aplicacBes com computagio grafica e processamento de sinais), de modo que ndo esteja diretamen
ligada a uma combinacio linear de vetores. Isso acontece quando pensamos na matriz A como um obje
to que “age” sobre um vetor, por multiplicagio, produzindo um novo vetor chamado Ax.

Por exemplo, as equagdes

PE —=> ==t pet e pen

dizem que a multiplicagdo por A transforma x em b ¢ transforma u no vetor nulo. Veja a Fig. 1.

Multiplicagdio por A.

X b
€ @
o, Multiplica¢io por A.
u& - 00
4 Tex

Fig. T Transformando vetores via multiplica¢cdo de matriz.



Sob esse novo ponto de vista, resolver a equacdo Ax = b significa determinar todos os vetores x do
R que sdo transformados no vetor b do R? sob a “acfo” da multiplicacéio por A.

A correspondéncia de x para Ax é uma funcdo de um conjunto de vetores para outro. Esse conceito
generaliza a nogdo usual de fungdo que € uma regra que transforma um ntimero real em outro.

Uma transformaczo (ou transformada, ou func¢fieo, ou aplicaggo) 7'do R" no R” é uma regra que
associa a cada vetor x do R" um vetor T(x) do R". O conjunto R é chamado de dominio de T, ¢ R" ¢
chamado de contradominio de 7. A notagio 70 R* — R indica que o dominio de T € o R", e o contra-
. dominio € o R”. Para x do R", o vetor T(x) do R" & chamado de imagem de x (sob a agfo de T). O con-

junto de todas as imagens 7(x) é chamado de imagem de 7. Veja a Fig. 2.

Dominio Contradominio

Fig. 2 Dominio, contradominio ¢ imagem de 7: R" — R,

A nova terminologia desta se¢do € importante porque uma visdo dinamica da multiplicagdo de ma-
triz por vetor € a chave para a compreensado de diversos conceitos da dlgebra linear e para a construgcao
de modelos matematicos de sistemas fisicos que evoluem com o tempo. Esses sistemas dindmicos serao
discutidos nas Se¢des 1.9, 4.8, 4.9 e ao longo do Cap. 5.

Transformadas Matriciais

Orestante desta se¢fo trata de aplica¢Ges associadas a multiplicacdo de matriz. Para cada x do R, 7(x)
¢ dado por Ax, onde A é uma matriz m X n. Para simplificar, muitas vezes denotamos essa transforma-
¢do (ou transformada) matricial por x — Ax. Observe que o dominio de 7'¢é o R" quando A tem 1 colu-
nas, e o contradominio de 7 é o R quando cada coluna de A tem m elementos.

1 -3 5 3 3
i . ' .
EXEMPLO 1 Sejam A = 3 5|,m= [~]1 ] ,b = 21,c=|21{, edefina a transfor-
-1 7 =5 5
macio T: R? — R por 7(x) = Ax, de modo que
1 -3 . x; — 3xp
Tx)=Ax=| 3 5 L{l } = | 3x +35x
-1 7 2 —x1 + Txy
a. Determine T(w), a imagem de u pela transformagio 7.
b. Determine um x do R? cuja imagem por 7€ b.
c. Existe mais de um x cuja imagem por T € b?
d. Determine se ¢ estd na imagem da transformagao 7.
Solucdo
a. Calcule
1 -3 5 5
T = Au = 3 5 {“1}: 1
-1 7 -9
b. Resolva T(x) = b para x. Isto &, resolva Ax = b, ou
1 -3 3
305 {X} } =] 2
-1 7|L™ -5
Usando o método da Se¢do 1.4, escalone a matriz completa:
I -3 3 1 =3 3 I -3 3 I 0 15
3 5 2|~]0 14 -7 ~]0 1-05|~ 0 1 —05
-1 7 =5 0 4 =2 0 0 0 6 O 0




1,5
Portanto, x, = 1,5, X =-05ex= [40 5}. A itmagem de x por T é o vetor dado b.

¢. Todo x cuja imagem por 7'é b tem que satisfazer (1 )- De (2), fica claro que a equacio (1) temu
dnica solugao. Portanto, existe exatamente um x cuja imagem € b.

d. O vetor ¢ estd na imagem de T se ¢ for a imagem de algum x do R?, isto é, se ¢ = T(x) para ajg
%. Isso € uma outra forma de perguntar se o sistema Ax = ¢ é possivel. Para determinar a resp
escalone a matriz completa:

I =3 3 r =3 3 I =3 3 I -3 3
3 5 21 ~1{0 4 =71 ~10 i 21 ~10 1 2
-7 5 0 4 8 6 14 -7 6 0 =35
A terceira equagdo, 0 = —35, mostra que o sistema é impossivel. Portanto, ¢ ndo estd na imag
de T.

A pergunta do Exemplo 1(c) é um problema de unicidade para um sistema de equacoes lineares, it
duzido, agora, para a linguagem de transformacdo matricial: b é

aimagem de um dnico x do R A
logamente, o Exemplo 1(d) é um problema de existéncia: existe um x cuja imagem € ¢?

As proximas duas transformacdes matriciais podem ser visualizadas geometricamente. Elas ref
¢am a abordagem dinamica de uma matriz como sendo um objeto que transforma vetores em oul
vetores. A Secdo 2.8 contém outros exemplos interessantes ligados & computagio grafica.

I 0 0
EXEMPLO 2SeA =10 | 0 entioa transformacéio x — Ax projeta pontos do R* no planos,
6 0 0
pois
Ay
)
0o T
E E\:\,\g
,\'1 i ; z
[ I
) ¢
Fig. 3 Uma projecio.
Xy i 0 01 x X1
Xo = 0 1 0 X2 = X2
X3 0 0 0] x 0
. .
Veja a Fig. 3.
oo

EXEMPLO 3 Seja [(l) ﬂ A transformada T2 R? — R? definida por T(x) = Ax € chamada de uma

transformacio de cisalhamento. Pode ser n?ostrado que, se T for apllcadc? slo})r::, 4cada fg&ﬁ:;d%ui\
drado 2 X 2 mostrado na Fig. 4, ent@io o conjunto das imagens forma o parale 40&&m0 ) mostra.do
idéia-chave é mostrar que T transforma segmentos de reta em segqqenfos de }etad(com(;  mostrace
no Exercicio 27) e, depois, verificar que os vértices do quadrado sdo transformados no §

0], [ 30|06 A imacem
paralelogramo. Por exemplo, a imagem do ponto u = [2} éT(u) = {O 1] {2 5 |, € aimager

2 0 1]]2 2 .
i - a fisice g m
tendo a inferior fixa. Transformacdes de cisalhamento aparecem na fisica, na geologia e e
cristalografia.

de {2} é [1 3} [2} = [8} 7 deforma o quadrado transladando a base superior para a direita ¢ man-

Ovelha Ovelha com cisalhamento




Fig. 4 Uma transformacio de cisalhamento.

Transformadas Lineares

O Teorema 5 da Secdo 1.4 mostra que se A é m X n, entdo a transformag@o x > Ax tem as propriedade

Aw+v)=Au+Av ¢ A(cu) = cAu

para todo u, v em R" e todos os escalares ¢. Essas propriedades, reescritas em notagdo de funcdes, ider
tificam a classe mais importante de transformagdes em dlgebra linear.

DEFINICAOQ

Uma transformada (ou aplicagio) 7 é linear se:

L Ta+v)=Tw + 7 para todo u, v no dominio de 7T;
fi. T(cv) = ¢T(v) paratodo v e todo escalar c.

Toda transformada matricial é transformada linear. Exemplos importantes de transformadas lineares
que ndo sdo transformadas matriciais serdo discutidos nos Caps.4e5.

As transformadas lineares preservam as operagdes de soma de vetores e multiplicagdo por escalw.
A propriedade (i) diz que o resultado de T(a + v), que primeiro somau e vno R’ e depois aplica T, éo
mesmo que aplicar 7 primeirc aue a v e, depois, somar T(u) e 7(v) no R”. Essas duas propriedades
levam, facilmente, aos seguinte fatos wteis.

Se T ¢é uma transformada linear, entdo

T® =0 €]

T(ev +du) = cT(v) + dT @) “
para todos 0s vetores u, v no dominio de T e todos os escalares ¢, d.
A propriedade (3) segue de (ii), pois 7(8) = T(0uw) = 0T(u) = 0. A propriedade (4) requer tanto (i)e
(ii): )
T(ev+du) =T(ev) + T(du) = cT(v) + dT(n)

Observe que se a transformada satisfaz (4) para todo w, v e ¢, d, entdo ela tem gue ser linear. (Conside-
re ¢ = d = 1 para a preservagio da soma, e d = 0 para a preservagdo da multiplicag@o por escalar)
AplicagBes seguidas de (4) produzem a seguinte generalizacio, que é (til:

T(cyvy + -+ cpvp) = | T(w) +--- + CPT(VP) (5)

Na engenharia e na fisica, a equacio (5) é conhecida como principio da superposigdo. Pense em ...,y
como sendo sinais que chegam a um sistema ou processo, e em T(v,),....,7(v,) como as respostas do sis-
tema aos sinais. O sistema satisfaz o principio da superposi¢do quando, sempre que a entrada for repre-
sentada como uma combinagdo linear desses sinais, a resposta do sistema € representada pela mesia

combinacio linear das respostas dos sinais individuais. Voltaremos a essa idéia no Cap. 4.

TEXEMPLO 4 Dado um escalar r, defina T: R? — R? por T(x) = rx. T'¢€ chamadz} de umft cay?@a%ii
quando 0 = r < 1 e de uma dilata¢&o quando r > 1. Seja r = 3 e mostre que T é uma transtorm

linear.

Solucdo Sejam u, v no R? e ¢, d escalares. Entdo

T(cy + du) = 3(cv + du) Definicio de T
= 3¢v + 3du

“(3v) + d(3u)

= ¢T(v) + dT (w)

} Aritmética vetorial

Portanto, 7 € uma transformada linear porque satisfaz (4). Veja a Fig. 5. ‘



] O ()

Fig. 5 Uma dilatagio.

Fevenaon o = - 3 2 2
EXEMPLO 5 Defina uma transformada linear T: R? — R? por

_ 0 —1 Xy |} TX
reo= {1 ][] =[]
2
Determine as imagens por T'de u = {ﬂ y = [5} ewt+v= [ﬂ

Solucdo
10 =1|]4) [~1 10 =12 -3
S B S I R R H
_ 10 —=11j6] | -4
=3 ol =[]

Observe que T(u + v) € obviamente igual a T(u) + 7(v). Fica aparente, da Fig. 6, que T gira u, v ¢ u
+ v no sentido anti-hordrio em 90°. Na verdade, 7 transforma todo o paralelogramo determinado por
u e v no paralelogramo determinado por 7(u) e T(v). (Veja o Exercicio 28.)

O dlimo exemplo ndo € geométrico; ao contrdrio, ele mostra como uma aplicacio linear pode trans-
formar um tipo de dados em outro.

- . . -
EXEMPLO 6 Uma empresa fabrica dois produtos, B e C. Usando os dados do Exemplo 7 da Secio

1.3, construimos uma matriz de “custo unitario”, U = [b ¢], cujas colunas descrevem o “custo por
délar de producgdo” para os produtos:

Tlu +v)

T(U) e . u+v
; . M

Fig. & Uma rotacio.

Produto
B C
0.45 0,40 Insumos
= 2
v 0,25 0,35 Maio-de-obra
0,15 0,15 Custos adicionais

S(.ija X = (x,, XZ).um, vetczr de “ﬂprodugﬁo”, correspondendo a x; délares do produto B e x, d6laresd,
produto C, e defina 7 R? — R? por z

0,45 0,40 Total do cust i
B 3 » a usto de insumos
T(x) = Ux = x;]0,25| + X 10,35 Total do custo de mio-de-obra
0,15 0,15 Total do custos adicionais




]

A aphcagﬁo T'transforma a li:sta de quantidades produzidas (medidas em délares) numa lista de cuskg
total. A linearidade dessa aplicagdo é refletida de duas formas: 3

1. Se a produciio for aumentada de um fator, dig
pelo mesmo fator, de T(x) para 47(x).

2. Sex ey sdo vetores de producio, entdo o vetor de custo total assoc
samente a soma dos vetores de custo Tx) e T(y).

amos, 4, de X para 4x, entio os custos aumentariy

ado a produgdio x + y & preck

—_— ]
—
PROBLEMAS RESOLVIDOS

L. Suponha que T2 R® — R? e T(x) = Ax para uma m
colunas tem a matriz A?

|
0 - Dé uma descricio geométrica da transformada x = Ax.

atriz A e cada x do R*. Quantas linhas e quanty

2. Seja A =

3. O segmento de reta de 6 ao vetor u & o conjunto dos pontos da forma fu, onde 0 < 7 = | Mostre qu
uma transformada linear T leva esse segmento de reta no segmento de 0 a T(u).

I1.7ExeERrRcCicCcios

. 30 -
1. SejaA = {6 3} e defina 7: R? — R? por T(x) = 2. Sejam
2 0 0 1 5
Ax. Determine as imagens por 7 de u = []] e A=10 2 0, u= O, ¢ v=1|-1]
> 0 0 2 ~3| 4
—4 Defina 70 R* — R*por T(x) = Ax. Calcule T(u)e
=1 7(v).
_ Nos Exercicios 3-6, com T definida por 7(x) = Ax,en- 14. Sejam
_contre um X cuja imagem por T é b, e determine se este 0 0 2 5
X € inico. A= 0 e 4 e V= 1
oo -l 0 Seja T(x) = Ax para todo x do R2.
A= 3 I =51 b=|-5 a. Num sistema de coordenadas retangulares, re-
-4 2 ] -6 presente graficamente os vetores u, v, 7(u) e
12 -1 5 T(v). A
_ _ b. D& uma descriciio geométrica do efeito da apli-
dA=123 11b=0 : cagdo de 7 num vetor do [R2.
0 3 -8 4
Nos Exercicios 15-18, use um sistema de coordenadas
—4
5.A= b 3,ﬂb= ) e 141 | -5
-2 1 -3 9 retangulares para representar graficamente S
1 0 3 1 e suas imagens pela transformada 7. (Faga uma figura
0 1 —4 -5 diferente para cada exercicio.) D& uma descri¢io geo-
6. A= 3 02 11 b= —7 métrica do efeito da aplica¢do de 7 num vetor do 2.
b2 3 0.5 0l
. ) 15. T(x) =
7. SejaA umamatriz 7 X 5. Quais os valoresde a e b | 0 05| x
de modo que T R — R possa ser definida por 7(x) -
= Ax? 16. T(x) = _(]) ?Hi'}
8. Quantas linhas e colunas & preciso que a matriz A L 2
tenha de modo que se possa definir uma aplicagiio 0 1] x,
do R* no R pela regra 7(x) = Ax? 17. T(x) = L0l
Nos Exercicios 9 € 10, encontre todos os x do R* que sdo (
aplicados no vetor nulo pela transformada x —> Ax. 18. T(x) = g ?} [xl }
X2
(1 3 4 -3 i
9.4=10 1 3 =2 19. Seja T R? — R? uma transformada linear que leva
276 ) = tem [2lev=]3 | Useotato
12 -7 57 u=lgiem|yjev=_|jem _ | Useof:
0 1 —4 0 de que T € linear para determinar as imagens por T
10. A= 1o 1 6 de 2u, 3ve 2u + 3v.
2 -1 6 8] 20. SejaT:R® — R*uma transformagio linear que apli-
1 7 2
I1. Sejamb = | —1 | e A a matriz do Exercicio 9. O cau = [(1)] em —? e aplicav = B:‘ em [OJ
7 4
vetor b)esté na imagem da transformada linear Use o fato de que 7'é linear para determinar as ima-
X — Ax7

gens por T de 3u, —2v e 3u — 2v.



Secdo 1.7

8 [

0
5 -3
-3 2
9. x3 X txl 11. Nzo
0 1
13. a
X,
T(v) v
e e \A\%t —f—t— ¥,
Y
T(w) j;

b. Uma reflexio em relag@o a origem.

15. Uma contracio (pelo fator 1/2).

17. Uma reflex@o em relagdo a reta x, = Xx,.

1

»®

B[] )
HE e

21.

=3



1.8 A Matriz de uma Transformada Linear

Sempre que uma transformada linear aparece geometricamente ou € descrita em palavras, geralmente
queremos uma “formula” para T(x). A discussio que se segue mostra que toda transformada linear
doR"para o R™ ¢, na verdade, uma transformada matricial x — Ax ¢ que propriedades importantes
daTestdo intimamente relacionadas a propriedades conhecidas de A. A chave para se determinar A
éobservar que T fica completamente determinada pela sua acdo nas colunas da matriz identidade n
X, I

i

Py — .
EXEMPLO 1 As colunas de 7, = [é (I)J sdoe, = [(])J ce, = [(ﬂ Suponha que T seja uma trans-

formada linear do R? no R® tal que

5 -3
T(el) = -7 c T(e2) = 8
2 0

Sem qualquer informago adicional, determine uma férmula para a imagem de um x arbitrario do R2

Solucdo Escreva

1 0
X = [i;:' :xl[OJ“i‘_XQ{l} = x1€; + X8, (1)

Como T é uma transformacio linear,

Tx) = xT(e)) + x27(ey)

5 -3 5)61 - 3X2
= X1 -7+ X2 8 = —7JC1 + 8X2 (2)
2 0 2x1 +0

_— &

O passo de (1) para (2) explica por que o conhecimento de T(e,) e T(e,) € suficiente para determinar
I(x) para todo x. Mais ainda, como (2) expressa 7(x) como uma combinag@o linear de vetores, podemos
colocar esses vetores nas colunas de uma matriz A e escrever (2) como

Xy
X2

T(x) = [T(e)) T(em{ }—ﬁAx
TEOREMA 10

Seja T: R" — R uma transformada linear. Entdo existe uma tUnica matriz A tal que

T(x) = Ax paratodoxnoR”

De fato, A € amatriz m X n cuja j-ésima coluna € o vetor 7(e), onde ¢; é a j-ésima coluna da matriz
identidade no R

A=[T(e) - Tley)] 3

Demonstracdo Escrevax = Ix = [e, -- ¢,] x = xje, + -~ + x,e,, e use a linearidade de T pn.
calcular
T(X) = T(X}@l +oee Xn@”) = )C]T(@I) e XnT(en)
X
=[T(e) - Tl)]| @ | =Ax

A unicidade de A sera feita no Exercicio 33.

A matriz A em (3) é chamada de matriz candnica para a transformada linear 7. o ‘

Agora sabemos que toda transformada linear do R" para o R é uma tralls’formada matrlcml3 € Vig
versa. O termo fransformada linear focaliza uma propriedade da aplicagao, enquanto fransformal
matricial descreve como essa aplicagdo € implementada, como ilustra o préximo exemplo.




TV TV T YW e - s 3 o - PR 2
EXEMPLO 2 Determine a matriz candnica A para a dilatagio 7(x) = 3x, para x no R>.

Solu¢do Escreva

v e na e e o o - s 5 - . ~ A
EXEMPLO 3 Seja T: R* — R? a transformagio que aplica uma rota¢do de um 4ngulo @ em ¢

ponto do R?; angulos positivos representam rotacdes no sentido anti-hordrio. Poderfamos mos
geometricamente, que essa transformacéo ¢ linear. (Veja a Fig. 6 da Se¢do 1.7.) Determine a mal
candnica A para essa transformacao.

~ R 1 COsS @ Ol ... | —sen g PSR
Solugdo O vetor [0} ¢ girado até [sen @J , e {il} ¢ girado até [ coso | Veja a Fig. 1. Pelo Teor,

ma 10,

4 = |COSe Tseng
~ lseng  cosg

O Exemplo 5 da Segfio 1.7 é um caso especial dessa transformacao, com ¢ = /2.

X,
(—senp. cos @) _ (O\ %
-~
Ve ~
/ ‘6 AN

‘// \\(co,\' ®.sen @)

[ L v

{ I (1.0 :

\ /

Fig. ¥ Uma rotagio.

Transformadas Lineares Geométricas do [R?

Os Exemplos 2 e 3 ilustram transformadas lineares descritas geometricamente. As Tabelas 1-4 ilustram
outras transformadas lineares geométricas do plano. Como as transformacdes sio lineares, elas sdo com-
pletamente determinadas pela sua a¢@o nas colunas de /,. Em vez de mostrar apenas as imagens de e e
&, as tabelas mostram a agélo da transformada sobre o quadrado unitdrio (Fig. 2).

Outras transformadas podem ser construidas a partir daquelas apresentadas nas Tabelas 1 a 4, apli-
cando uma transformada apés outra. Por exemplo, um cisalhamento horizontal pode ser seguido de uma
reflexdio no eixo-x,. A Secdo 2.1 val mostrar que uma composi¢io de transformadas lineares é linear.
{Veja, também, o Exercicio 36.)

(o]
L

[
toJ

Fig. 2 O quadrado unitdrio.

TABELA 1 Reflexdes

Transformada Imagem do Quadrado Unitario Matriz Candnica

Reflexdo no

e 2 10
BiX0 ¥, o [ B }
: M 0 —1




Reflexio no

eixo x, s -1 0
0 1

o)

Transformada Imagem do Quadrado Unitario Matriz Canénica
Reflexdo na X
retax, = —x - [ 0 _1}

d Ay — 1 —‘1 O

Reflexdo )
: R
na origem : -1 0
5 )
~17]
0
R Y
e [ 0}
»’ I
TABELA 2 Expansdes e Contracdes
Transformada v Imagem do Quadrado Unitario Matriz Canénic
Expansado ) X % [ v O}
ou contragdo
horizontal 0 1
[0S 01,
R [ -
— X, X
k k
0 0
O<hk<l k> 1
Expansdo v N
ou contrag "2 2 [1 O}
¢do
vertical [0 \ 0 &
/J

O<hk<l k>




 TABELA 3 Cisalhamentos

Transformada Imagem do Quadrado Unitario Matriz Candnica

Cisalhamento

X, ¥
. horizontal . 2 [l k]
] i 0 1
L L J’1 ‘
R [
o |
P T —X, g s,
k [ £ 1
LoJ 0]
k<0 k>0
Cisalhamento
. vertical X, ¥, 1 0
E ) ko1
o] Fﬁlﬂ :
Lo L 5
S P [
‘ L4
T Y Y,
S i
L
k<0 k>0
TABELA 4 Projegdes
Transformada Imagem do Quadrado Unitario Matriz Canénica
_ Projeio .
10 eix0 ., el 10
’ 0 0
| f iy
(o] r
LoJ [0]
Projecdo .
1o €iX0 X,




Problemas de Existéncia e Unicidade

O conceito de transformada linear fornece uma nova forma de compreender as questdes de existénciae
unicidade apresentadas anteriormente. As préximas duas defini¢des apresentam a terminologia apropri-
ada para transformagoes.

DEFINICAO

Uma aplicagio T: R" — R ¢ chamada sebrejetora (ou sobre o R”) se cada b do R” € a imagem
de pelo menos um x do R

De forma equivalente, T ¢ sobrejetora se para cada b do R existe pelo menos uma solugéo de 7(x) =

b. A pergunta “T, de R em R, € sobrejetora?” é um problema de existéncia. A aplicacdo T ndot
sobrejetora quando existe algum b do R” tal que a equagdo T(x) = b ndo tem solugdo. Veja a Fig. 3.

e T A- O T
v N\

\,\'\\ . O\'{\ RO —
A0 A

T néo é sobrejetora T ¢ sobrejetora

Fig. 3 A imagem de T é todo o R"?

DEFINICAO

Uma aplicagdo T: R" — R” é chamada injetora (ou um a um) se cada b do R & a imagem de no
mdximo um X do R".

De modo equivalente, T € injetora se para cada b do R" a equagdo 7(x) = b tem uma Unica solugi
ou nenhuma solucdo. A pergunta “7 & injetora?”” € um problema de unicidade. A aplicagéo T'ndo € inje
tora quando algum b do R” é a imagem de mais de um vetor do R. Se nfio existe um b nessas condigdes,

entdo T € injetora. Veja a Fig. 4.

20,
» & 60]

I
v e,

T ndo ¢ injetora T é injetora

Fig. 4 Todo b € a imagem de no méximo um vetor?




A propriedade de uma funcao ser injetora ou sobrejetora estd relacionada aos conceitos desenvolvi-
dos anteriormente neste capitulo.

r'—— . . . . as P
EXEMPLO 4 Seja T uma transformada linear cuja matriz candnica é
I -4 8 1
A=1]10 2 -1 3
0O 0 0 5

Té sobrejetora? T € injetora?

Solugdo Como A estd em forma escalonada, podemos ver imediatamente que A tem posi¢do pivo em
cada linha. Pelo Teorema 4 da Secao 1.4, para cada b do R* a equagiio Ax = b é possivel. Em outras
palavras, a transformada linear T aplica o R* (seu dominio) sobre o R*. No entanto, como a equacio Ax
=b tem uma varidvel livre (porque existem quatro varidveis e apenas trés varidveis dependentes), cada
béaimagem de mais de um x. Ou seja, T ndo é injetora.

TEOREMA 11

Seja T: R" — R" uma transformada linear. Entdo T € injetora se e somente se a equacio 7(x) = 0
tem apenas a solugdo trivial.

Demonstracdao Como T élinear, 7(0) = 0.Se T'é injetora, entdo a equacio 7(x) = § tem, no maximo,
uma solugao e, portanto, apenas a solugao trivial. Se 7'néo € injetora, entdo existe um b que é a imagem
de pelo menos dois vetores distintos do R — digamos, w e v. Isto &, T(u) = b e T(v) = b. Mas, como T
¢ linear, entdo

T@—vy=Tu—-THWwW) =b—-b=20

Ovetoru — v ndo € nulo, jd que u # v. Portanto, a equagéo 7(x) = 0 tem mais de uma solugio. Assim,
ou as duas condigdes do teorema sdo ambas verdadeiras ou sdo ambas falsas. "

TEOREMA 12

Seja T: R* — R" uma transformada linear e seja A a matriz candnica para 7. Entdo:
a. T € sobrejetora se e somente se as colunas de A geram o R*.
b. T ¢ injetora se e somente se as colunas de A sdo linearmente independentes.

Demonstracao

a. Pelo Teorema 4 da Secdo 1.4, as colunas de A geram o R se e somente se, para cada b, a equacio Ax
= b € possivel — em outras palavras, se e somente se, para todo b, a equagio T(x) = b tem pelo
menos uma solugéo. Isso € verdade se e somente se 7 é sobrejetora.

b. As equagdes T(x) = @ e Ax = 0 sfo iguais, com excegio da nota¢do. Entio, pelo Teorema 11, T é
injetora se e somente se Ax = @ tem apenas a soluco trivial. Isso acontece se e somente se as colunas
de A s@o linearmente independentes, como jd foi observado na afirmagio (3) da Seczo 1.6.

No préximo exemplo e nos exercicios que se seguem, vamos escrever 0s vetores coluna na forma de
linhas, usando parénteses e virgulas. Também, quando aplicarmos uma transformada linear 7 a um ve-

. x ) . . .
tor — digamos, X = [x’ J = (x,, x,) — escreveremos T{(x,, x,) em vez da notacio mais formal T((x,, x,)).
2




F_;“ .
EXEMPLO 5 Seja 7(x,, x,) =

injetora. E 7 € sobrejetora?

Solu¢do Quando escrevemos x e T(x) como vetores coluna, é facil ver que 7'é descrita pela equag.

de modo que T é realmente uma transformac@o linear, com sua matriz candnica A dada por (4).4
colunas de A sdo linearmente independentes porque uma ndo é miiltiplo da outra. Pelo Teorema 12(s
T é injetora, Para decidir se T é sobrejetora, examinamos o espago gerado pelas colunas de A. Coms
se ¢ somente se A tem 3 posices pivés, pelo Teorema 4. Issop
unas. Portanto, as colunas de A ndo geram o R? e a transform.

€3 X 2, as colunas de A geram o R’
impossivel, jd que A tem apenas 2 col

3001
s 7)n]
1 3|L%

linear associada nio é sobrejetora.

"PROBLEMA RESOLVIDO

Seja 7t R* — R? a transformada que primeiro realiza um cisalhamento horizontal, aplicando e, en
— 0,5e, (mas mantendo e, inalterado) e, depois, reflete o resultado no eixo X,. Supondo que T
linear, determine sua matriz candnica. [Sugestdo: Determine a posigéo final das imagens de e, ce,

1.8ExerRcCiciOs

(3o, + x5, 5x, + Ty, x, + 3x,). Mostre que 7€ uma transformada ling/

3X| ‘f‘Xz

Xy + 3x,

5X1 + 7X3 (u

TR

b

i

Nos Exercicios [-14, suponha que 7 seja uma transfor-
mada linear. Determine a matriz canénica de 7.

1.

2.
3.

9.

10.

TR =R T7(1,0) = (4, =1,.2) e (0, 1) = (-5,
3, —6).

TR — R2% T(1,0) = (3, 3) e 70, 1) = (=2, 5).

TR — R, Te) = (1, 4), T(e,) = (—2,9) e T(e,)
= (3, —8), onde e, e,, &, sd0 as colunas da matriz
identidade 3 X 3.

TR = R' T(e,)) = (1,2,0,5) e T(e,) = (3, —6, 1.
0), onde e, e e, sdo as colunas da matriz identidade
2 X 2.

T: [®* - R? faz uma rotagio de pontos, no sentido
hordrio, de 7 radianos.

T 1 — R faz uma rotagio de pontos, no sentido
hordrio, de 7/2 radianos.

T: R* — R? € um “cisathamento vertical™ que apli-
cae eme, + 2e, mas deixa o vetor e, inalterado.

TR — R & um “cisalhamento horizontal” que
aplica e, eme, — 3e, mas deixa o vetor e, inaltera-
do.

72 R — R projeta cada ponto (x), xy, xy) vertical-
mente no plano-x,x, (onde x, = Q).
72 R~ R projeta cada ponto (x,. Xy, X3) vertical-
mente no plano-x,x, (onde x, = 0).

7: R* — R? primeiro realiza um cisalhamento w
tical, aplicando e, em e, — 3e, (deixando e, il

rada) e, depois, faz uma reflexfio do resultade

€iX0 X,.
T: R — R? é uma reflexiio com respeito aretas,
Xy, seguida por uma reflexio no eixo X,

13. 7R — R’ faz uma rotagiio de pontos, no seiii

anti-hordrio, de 7/4 radianos e, depois, fazum

reflexdo no eixo x,.

14. T:R?* — R?faz uma reflexio com respeito & orig

€, depois, uma rotagfo de pontos, no sentido by

rio, de 77/2 radianos.

Nos Exercicios 15 e 16, preencha os elementos in
pletos da matriz, supondo que a equagao é vdlida
todos 0s valores das varidveis.

? ? 77T x 2xy — x3
15. ? ? ? X3 = Xy + X2 — X3
? 71 x b
? 5x; = 6x5
16. |2 {X‘} = X
2 *2 2x) — 2x,

Nos Exercicios 17-20, mostre que 7' ¢é uma transfom
dalinear determinando a matriz que implementa a ti
formagdo. Observe que x,, x,.... nfio sio vetores ¢, § ‘
componentes de vetores. ‘

Secao 1.8
4 -5
1 -2 3 -1 0
- 3,3.[ ~}5,[ _J
2 _g 4 9 -8 0 -1
1 0 o
7. B ?J 9.0 1 o] 1L {:; ?J
0 0 o0
[—1/\/5 1/\/§J 0 2 -l
13, 15 {1 1 -1
V2 142 L0 o



