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RESOLUCAO DA
SERIE DE EXERCICIOS 16

MODELAGEM CINEMATICA DE UM MANIPULADOR COM SEIS GRAUS DE LIBERDADE



Exercicio 16.1

Figura-solucido 16.1 Robo ABB IRB-1400.

Exercicio 16.1 (a)

O modelo cinematico serd implementado a partir do sistema de transformadas locais (baseado no
robd ABB da Figura-solucao 16.1).

Vetores de translacao

v(0o,—-0,)=[0 0 75] V.(0,—-0,)=[170 0 400]

v.(0,-0,)=[0 0 600] v.(0,-0,)=[600 0 120]

V.(0,-0;)=[120 0 o] V(0,-0,)=[85 0 0]

Matrizes de rotacao

[cos®, —senB, 0 [ cos®, 0 senb, |
R(0,-0,)=|sen6, cosd, 0| R,(0,-0,)=| 0 1 0

| 0 0 1 | —sen6, 0 cos0, |

[ cos@, 0 sen6, 1 0 0 |
R,(0,-0,)=| © 1 0 R,(0,-0,)=|0 cosH, —sené,

| —sen6; 0 coso, |0 senf, cosO, |




cosf; 0 send; 1 0 0
R(0,-0,)=| 0 1 0 R,(O,—0,)=|0 cosO, —senb,
—senf; 0 cos0; 0 senf, cosb,

Consideraremos que os erros de posi¢ao e orientagdo sao nulos, resultando em:

Verro = [O 0 0] RGVVO =

S O =
S = O
- o O

sendo Vero 0 vetor de corre¢do de posi¢ao e Rewo a matriz de correcdo de orientagao.
Definindo entdo as matrizes de transformacdao MT(i) [4x4], associadas a cada junta do robo,
teremos:

MT()=MV -R,, MT(2)=MT(1)-R,  MT(3)=MT(2)-R, = MT(1)-R, - R,
MT(4)=MT(3)-R, =MT(1)-R,-R,-R,  MT(5)=MT(4)-R, =MT(1)-R, -R, - R, - R,
MT(6)=MT(5)-R, = MT(1)-R, -R, - R, -R, - R,

MT(7)=MT(6)- R, = MT(1)-R, - R, - R, - R, - R, - R,

onde MV ¢ a matriz de orientagdo que define o angulo de visualizagdo num caso computacional, e
que sera definida como:

<

Il
© o~
© - o
- o o

Determina-se a posi¢cdo dos pontos de interesse, que correspondem aos eixos de rotacdo, em
relacdo ao referencial inercial, de acordo com as seguintes equagoes:

O000)=mMT(1)-V,.,  O(1)=0(0)+ MT(2)-V,

02)=00)+ MT(3)-V,  O(3)=0Q2)+MT(4)-V,
0(4)=003)+MT(5)-V, O(5)=0#)+MT(6)-V,  O(6)=0(5)+MT(7)-V,
A partir da matriz de orientagdao e do vetor de translagdo, associados ao elemento terminal do

robo, apresentados acima, podemos chegar a uma matriz de transformacao que indica a orientacao e
a posi¢do do elemento terminal em relagdo ao referencial inercial (base), que é:

A — MT(7 )3x3 0?6)1)6

4x4 — —

013 1
Substituindo as equacdes, temos:
1 0 O 1 0 O 1 0 O
MT(1)=MV -R,,, mr(1)=/0 1 0[-|0 1 0 Mr(1)={0 1 0
0O 0 1 0O 0 1 0O 0 1

Substituindo as equagdes, temos:



MT(7)=MT(1)-R,-R, -R,-R, R, - R,
1 0 O||cosf —senB, O cosd, 0 send, cosd; O senb,
MT(7)=|0 1 0|-|sen6, cosf, O 0 10 || o0 1 0
0 0 1 0 0 1{|—senf, O cosb,||—senf; 0 cos6,
1 0 0 cosf; 0O senbs | |1 0 0
-0 cosf, —senb, |- 0 1 0 |-/0 cosf, -—senf,
0 senf, cos6, —senf; O cosO;| |0 senf, cosb,
onde: ¢;=cos 6 e s;=sem 6 parai=1,2,..,06.
Substituindo, obtemos:
0 Of|¢, —s O c, 0 s, c; 0 s,
MT(7)={0 1 O|-|s, ¢ O] 0 1 O[]0 1 0
0O 1{|0 O 1||=s, 0 c||—s; 0 c

10 ¢

0 s¢ ¢4

1
0
0
1 0 01[e. 0 s|[1 0 0
|

Exercicio 16.1(b)

O modelo de Denavit-Hartenberg resulta na obtencdo de matrizes de transformagdo 4x4, que
representam cada sistema de coordenadas do link na junta em relagdo ao sistema de coordenadas do
link anterior. A representagdode Denavit-Hartenberg depende de parametros 6, d;, o; € a;, que, no
caso de robds comerciais como o ABB IRB-1400, sao fornecidos pelo fabricante.

Tabela-solucdo 16.1 Parametros 60, d, a ¢ a do rob6 ABB IRB-1400

Limite
Juntas 0 (graus) d (mm) a(graus) | a (mm) | maximo das

juntas (graus)

1 01 475 -90 0 +170

2 02 0 0 360 +70

3 0s 0 90 0 -65/+70

4 04 720 -90 0 + 150

5 0s 0 90 0 +115

6 06 85 0 0 + 300

A matriz de transforma¢ao homogénea Ao [4x4] é:

A0,6 = AO,I 'Al,z 'A2,3 'A3,4 . A4,5 'A5,6

Para o caso com juntas rotacionais, como as do ABB IRB-1400, podemos generalizar a matriz
de transforma¢do homogénea 4, [4x4], tal que:



onde 7%y, T’ 0, T4 € T« S30 quatro matrizes homogéneas de rotagcdo-translacao [4x4].

Desenvolvendo:
Ai*l,l :Tz,d .TZ,H ‘T,a .Tx,a
1 0 0 O0f|cosf, —senf, O O||1 O O gq,||1
4 101 0 O0]|senf, cos6é, 0 0|0 1 O 0|0
o 001 d, 0 0 1 d||lo o1 0|0
0 0 0 1 0 0 0O 1](0 0 0 1]]0
cosf, —cosa,-senf, sena,-senf, a;-
_|sen6, cosa,-cosh, —sena,-cosf, a,-
L0 sena, cosa,
0 0 0

cosa,;

seno .

0

cos0,
sen 6,
d,

1

1

—sena,

cosa;

1

- o O O

Para o caso de um robd com juntas rotacionais, como o ABB IRB-1400, os parametros d;, a; € a;
sd0 os parametros constantes que descrevem a junta, enquanto 6; ¢ a variavel do problema: a rota¢ao

na junta.

Substituindo os dados da tabela acima na equacao, temos:

0

0
-1

0

cos 6,
sen 6,
0

0,1 —

cosfO,

senb,

cos 6,

sen O,

Exercicio 16.1(c)

—seno,

S = O O

S = O O

cos6,

0 ]

0

1,2 —

cos6,
seno,
0
0

cos6,
sen6,
0
0

cosO,
sen 6,
0
0

—send, 0 360-cos6,
cosf, 0 360-senb,
0 1 0
0 0 1
0 —-senf, O
0 cos6, 0
-1 0 720
0 0 1
—-senf, 0 O
cosd. 0 O
0 1 85
0 0 1

Considerando ¢i=cos 6; ¢ s;=sem 6, parai=1,2, ..., 6. Substituindo esses valores nas equagdes

obtidas anteriormente temos:



¢ 0 -y 0 ¢, —-s, 0 360-c,
4 = s; 0 le3 0 4 = s, ¢, 0 360-s,
1o -1 0 475 210 01 0
0O O 0 1 0 0 0 1
c; 0 s; O c, 0 -5, O
4 s; 0 —c¢; O A4 = s, 0 ¢, 0
210 1 0 0 10 -1 0 720
0 0 0 1 0O O 0 1
cs 0 s O cg¢£ —S, 0 O
4 | 0 —¢c; O 4 =% S 0 O
¥ lo 1 0 o0 1o 0 1 85
0 O 0 1 0 0 0 1

(e, 0 —-s, 0 |[e, —s, 0 360-c,|[c; O s, O
A, = s; 0 ¢ 0 s, ¢, 0 360-s5,(|s; 0O —c; O .

’ 0 -1 0 475|]0 0 1 0 01 0 O

10 O 0 1 0 0 o 1 0 0 0 1

(¢, 0 -5, O cs 0 s O|l|lcg —s, 0 O

s, 0 ¢ 0 ss 0 —c5 O||sq ¢ O O

o -1 o0 72000 1 O Of{|O0O O 1 85

10 O 0 1 0 0 0 1]|[0 O 0 1

Exercicio 16.1(d)

Calculo da posicao final: obtido diretamente pela matriz resultante da multiplicacdo das matrizes
de passagem obtidas a partir dos vetores locais ou parametros de Denavit-Hartemberg (quarta
coluna).

Calculo da orientacdo final: a partir do célculo dos angulos de Euler, cujo procedimento ¢é
apresentado a seguir

Para obtencao dos trés angulos de orientacdo da ferramenta de um robo, podemos utilizar suas
representacdes mostradas na Tabela-solugdo 16.2.

Tabela-soluciio 16.2 Representacdes mais usadas dos
angulos de Euler ¢, Oe v

Sistema Il (roll, pitch

Sistemall
e yaw)

¢ sobre o eixo OZ w sobre o eixo OX

Sequéncia de

rotacdes 6 sobre o eixo OU 0 sobre o eixo OU

w sobre o eixo OW | ¢ sobre o eixo OZ




PROBLEMA DIRETO
Obtencao da matriz de orientaciio a partir de rotacoes angulares elementares

Angulos de Euler — Sistema I
A representacdo do Sistema I ¢ associada a rotagdes elementares em torno dos eixos de

referéncia (conforme se vé na Figura-solugdo 16.2):
e rotacdo de ¢ sobre o eixo OZ (R. y);
e rotagdo de O sobre o eixo rotacionado OU (R, );
e rotacdo de y sobre o eixo rotacionado OW (R, ).
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Figura-solucio 16.2 Seqiiéncia de rotagdes para o Sistema I dos angulos de Euler.

A matriz resultante dessas rotagoes é:

Ryoy =R.y R o Ry,
cg —s¢ 0|1 O 0 cy —sy O
R,p, =|5¢ c¢p 0[]0 cO —s0|-|sy cy O
0 0 1|0 sO cO 0 0 1
cp-cy—s¢p-cO-sy cop-sy—sp-cO-cy sP-sO
Ryo, =|sp-cy—chp-cO-sy sp-sy—chp-cO-cy —c¢-s0
sO-cy co

sO-sy

A matriz de rotagdo R, também pode ser especificada em termos da rotagdo dos eixos

principais do sistema de coordenadas inercial:

e rotacdo de  sobre o eixo OZ, seguida de
e rotagdo de O sobre o eixo OX, seguida de

e rotagdo de ¢ sobre o eixo OZ.

PROBLEMA INVERSO



Obtencéo dos Angulos de orientacio a partir da matriz de orientacio

Dada a matriz de rotacdo R, obtida anteriomente:

n, s, a, cpg —s¢ 0|1 O 0 cy —-sy O
n, s, a,|=R,y, =R 4R, R, =|s¢ cp 00 cO —s0||sy cy 0
n, s, a, 0 0 1|0 s cO 0 0 1

Para resolver esse problema, podemos adotar duas abordagens:
e pré-multiplicando por R. 4';
e pos-multiplicando por R, .

Usaremos a primeira abordagem, pré-multiplicando por R. 4"

cg s¢ O0||n. s, a, I 0 0 cy —sy O
-s¢ cp Ol-\n, s, a, |=|0 cO —-sO||sy cy O

b y

0O 0 1||n s. a 0 s@ 6|0 0 1

z z z

co-n +s¢-n, ch-s +sg-s,  cp-a +s¢-a, cy —-sy 0
—sp-n tchp-n, —s¢-s +tco-s, —sp-a +cg-a, |=|cO-sy cO-cy -—s0
n, s, a, s0-sy sO-cy cO

Tomando a equagdo formada pelos elementos (1,3) das matrizes, temos:

cp-a,+sp-a, =0 ¢=tan'( s J:atan(ax,—ay)

_ay

Tomando as equacdes formadas pelos elementos (1,1) e (1,2) das matrizes, temos:

ch-n, +sp-n, =cy ch-s . +sp-s, =—sy

W = tan‘l(ﬂJ = tan‘l[_cqjlsx _S¢.Sy] = atan(— ch-s,—sg-s,,ch-n, +S¢"’ly)

cy cp-n . +sg-n,

Tomando as equacdes formadas pelos elementos (2,3) e (3,3) das matrizes, obtemos:

s¢-a, +cp-a,=s0 a =cl
sp-a_+co-a
0 = tan"l(%] = tan‘l(wl = atan(s¢ ‘a,+co- ay,az)
c a,

Tais transformagdes devem ser biunivocas. Para que isso ocorra, a defini¢cao dos valores de ¢, 6
e y deve ser realizada a partir da utilizacdo da fungdo a tan 2, demonstrada a seguir:

0<60<90, com+x,+y

9:|:x:|: 90 <6 <180, com—x,+y
—180<60 <£-90,com — x,—y
-90<60<0, com+x,—y



Angulos de Euler — Sistema I: roll, pitch e yaw (RPY)

A representagdo do Sistema II dos angulos de Euler, também conhecida como RPY, ¢
largamente usada na aerondutica. Essa representacdo corresponde a seguinte seqiiéncia de rotagdes:

e rotacdo de w sobre o eixo OX (R, ,) (roll);
e rotacdo de 6 sobre o eixo OY (R, ) (pitch);
e rotacdo de ¢ sobre o eixo OZ (R. ) (iaw).

i =
[] Ll r

Taw : Pitch

w 4 | a

X

Figura-solu¢ao 16.3 Seqiiéncia de rotacdes para o Sistema II dos angulos de Euler (RPY)

A matriz resultante dessas rotacoes é:

R =R ,-R

$.0.w x.0 "R

.0 ERY

cg —s¢ O c 0 s6 1 0 0
soy =S¢ cp O] O 1 0 |-|0 cy —sy
0 0 1||—-s8 0 cO||0 sy cy

R

cp-cO cPp-s0-sy—sp-cy cp-sO-cy—sp-cy
Ryp, =|5¢-cO s¢p-s0-sy—chp-cy sPp-sO-cy—co-sy
—s0 cO-sy cO-cy

A matriz de rotacdo R, também pode ser especificada em termos da rotacdo dos eixos
principais do sistema de coordenadas inercial:

e rotacdo de ¢ sobre o eixo OZ, seguida de
e rotacdo de 6 sobre o eixo rotacionado OV, seguida de
e rotagdo de y sobre o eixo rotacionado OU.

Dada a matriz de rotagao obtida nos itens 1 ou 2:

n, s, a cpg —s¢ O0|]| cO0 0 sO||1 O 0
n, s, a,|=R,p, =R, R, R  =|s¢ cg 0| 0O 1 010 cy -sy
n, s, a, 0 0 1f|-s6 0 cO||0 sy cy

Para resolver esse problema, sera usada a abordagem de pré-multiplica¢do por R, 4



cg s¢ O0||n. s. a cd 0 s6(|1 0 O

-s¢ c¢ Ol-\n, s, a = 0 1 0|0 cy -sy

¥ y

0O 0 1||n s, a -s60 0 cO0||0 sy cy

z z z

cp-n +sp-n, cp-s +sp-s, ch-a, +sd-a, cd sO-sy sO-cy
—s¢-n +cp-n, —s-s +cp-s, —s¢-a +cp-a, |=| 0 cy —sy
n s a -s0 s0-sy sO-cy

z z z

Tomando a equagao formada pelos elementos (2,1) das matrizes, temos:

-1 ay
—s¢p-n . +cp-n,=0  ¢$=tan | — =atan(ay,ax)

a

X

Tomando as equagdes formadas pelos elementos (2,2) e (2,3) das matrizes, obtemos:

—s¢-s, +ch-s, =cy —s$p-a +chp-a,=—sy

v =tan‘l(ﬂ]=tan‘l( $9-a.~ch-a, Jzatan(s(b-ax —cp-a,,—s¢-s, +c¢-sy)

cy —sp-s . +ch-s,
E tomando as equagdes formadas pelos elementos (1,1) e (3,1) das matrizes, vem:

—-n_=s0 cp-n,+s¢p-n,=co

0= tanl(%j = tan‘[_—nZJ = gtan (— n.,co-n +sp- ny)

c ch-n,+s¢-n,

Tais transformagdes devem ser biunivocas. Para que isso ocorra, a definicao dos valores de ¢, 6
e y deve ser realizada a partir da utilizagdo da fungdo a tan 2, demonstrada a seguir:

0<60 <90, com+x,+y

9:|:x:|: 90 <6 <180, com—x,+y
—180<60 <-90,com— x,—y
-90<60<0, com+x,—y
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