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UNIDADE 2 OPERACOES COM VETORES

DEFINIGAO 1

Para Saber Mais

OBSERVACAO 2

2.1 Operacoes com vetores

Vamos definir duas operacdes no conjunto de vetores do plano, uma opera-
cdo de adicdo e uma operacdo de multiplicacdo de vetores por niimeros reais.

A operacio de adicdo de vetores C

que a cada par de vetores w e U’ as-

socia um novo vetor, designado w + 0" e

chamado soma dos vetores i’ e v, se 3 v
define como segue: 4 p

Se u = ﬁ seja C o Gnico ponto B
tal que v’ = BC . O vetor soma de @ w
com 7 & o vetor AC (Figura 2.1): A

%
v+ =AC.
Figura 2.1: Adi¢cdo @ + ¥/
A adicdo de vetores &€ uma operacdo bem definida, isto &, a definicdo da
s =
soma do vetor W’ = AB" com v" = BC' n3o depende da escolha do ponto A

Outra forma geométrica de visualizar S
a soma de dois vetores no plano é feita
da seguinte maneira: sejam u = ﬁ e
v = C’—D) vetores no plano que n&o sdo
parelelos, P um ponto escolhido no plano
eQeRtaisque?:We?:ﬁ.
SePéo paralelogramo PQSR, entdo o
vetor soma U’ + U’ ¢ PS onde PS é a C A
diagonal de P com origem no vértice P.  Figura 2.2: @+ representado pela diagonal PS

Com efeito, sendo u’ = }W e 7\: ﬁ\: 675)( temos

w+v =PQ +QS =PS .

Adicdo de vetores em coordenadas. Na pratica a operacdo de adicdo de
vetores é realizada através da representacdo por meio de coordenadas em relacdo
a um sistema de eixos ortogonais. Na seguinte proposicdo, vemos que a adicdo

de vetores é efetuada somando as coordenadas correspondentes das parcelas.
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Sejam w0 = (uy1,us) € v = (v1, 1) vetores do plano expressos em termos PROPOSICAO 3
de coordenadas em relagdo a um sistema de eixos ortogonais fixo OXY, entdo:
W+ = (ug + vy, ug + v3).

I
Sejam P = (uj,us) e Q = (vq,v2) Y DEMONSTRAGAO
—— R .
taisquew’ = OFP e’ = 0Q (Proposicdo g
w2
12, Capitulo 1). Seja S = (wy,ws) o
Y Q vg /A
ponto tal que v = PS . oS
Da Proposicio 8 do Capitulo 1, obte- N S
V- Nuo!
mos: ; u{'TP
(v1 — 0,09 — 0) = (wy — uy, we — ug), 0 ‘S “wox
logo,

(u1 + v, U + UQ) Figura 2.3: Adicdo de vetores em coordenadas

I

&

5
[

S =08 = (uy + ug, vy + vg).

QOutra operacdo que definiremos no conjunto de vetores do plano é a ope-
racio de multiplicacdo de vetores por escalares, que a cada vetor v” e
a cada namero real A € R (também chamado escalar) associa o vetor \v’,

chamado produto do escalar )\ pelo vetor 7.

H .
O produto de A\ € R por v* = AB & DEFINICAO 4

—
o vetor \0' = A\ AB’, representado pelo seg-
mento orientado AC, tal que:

(a) A, B e C s&o colineares;

(b) d(A,C) = |A|d(A, B);

(c) B=CseA=0;

. . . Figura 2.4: AC representando A¥ para:
(d) Os segmentos AC' e AB tém igual senti- ;)\~ 1 () o< A<1:(c) A<0

do se A > 0, e sentidos opostos se A < 0.

Multiplicacdo de vetores por escalares em coordenadas. Na pratica a
operacdo de multiplicar um vetor por um escalar é efetuada usando coordenadas.

3 v L
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Vejamos que as coordenadas do vetor A\v” sdo obtidas das coordenadas de v”
multiplicando pelo escalar \.

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Na seguinte proposicdo esta-
beleceremos as coordenadas do ponto C' da Definicdo 4 em termos de ) e das
coordenadas dos pontos A e B.

Sejam A = (ay,az2), B = (b1,b2) e A € R entio, MB = z@} onde

C = (a1 + A(by — a1), a2 + \(by — az)).
Consequentemente,

AAB = (A(b1 — a1), A(bs — az)).

Seja C' = (a1 + A(by — a1), as + A(ba — a2)).
E, claro que, se A = 0, entdo C' = B (condicdo (c) da Definicdo 4).
A condicdo (b) da Defini¢do 4 se verifica, pois:
d(A,C) = /A2(by — a1)? + N\2(by — ay)?
= [A[V(b1 — a1)? + (b — a2)?® = |A|d(4, B).
Para verificar que os pontos A, B e C sdo colineares (condicdo (a) da

Defini¢do 4), no caso A # 0, comecamos observando que:

d(B,C) = /((a1 +A(bi — a1)) = b1)2 + ((ag + A(by — az)) — by)?
= V(Abr —ar) = (b1 — a1))? + (A(by — az) — (by — a2))?
= VA=12(by —a1)? + (A = 1)2(by — a2)?)
= AN=1]/(by —a1)? + (by — a2)? = |\ — 1|d(A, B).

Analisamos os seguintes quatro casos:

Caso 1. A€ (0,1). Temos [A—1|=1—Xe:

d(A,C)+d(C,B) = Xd(A,B) + (1 — \)d(A, B) = d(A, B).

Logo, A, B e (' sdo colineares e C' esta entre A e B.

Caso 2. A\ = 1. Nesse caso, C = B.

Caso 3. A > 1. Temos [A—1|=A—1le:
d(A,B)+d(B,C)=d(A,B)+ (A=1)d(A, B) = Md(A, B) =d(A,C).

Assim, A, B e C sio colineares e B esta entre Ae C

Caso 4. A < 0. Como |A|=—-A>0e|XA—1]=(1—)), temos:
d(C,A)+d(A,B) = =Xd(A,B) +d(A,B) = (1 — \)d(A, B) = d(C, B),
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logo, C', A e B sédo colineares e A esta entre Cj B.

Pelo provado acima, as semirretas AB e AC coincidem quando A > 0, e
sdo opostas quando A < 0. Portanto, AB e AC tém o mesmo sentidose A > 0
e sentidos opostos se A < 0 (condi¢do (d) da Definicdo 4).

O vetor A\’ esta bem definido. Isto &, se AB" = C'D’, entdo COROLARIO 6
MB =XCD'.
Em particular, se o7 = (o, B) e A € R, entdo:
AT = (A, AB)
Logo, se v = OF e A0 = O—Q> temos P = (o, ) e Q@ = (A, \S)
(Figura 2.5).
Com efeito, sejam A = (aq, az), Y
B = (by,by), C = (c1,02) e D =
(dy,ds) em relacdo a um sistema 2B 0
de eixos ortogonais. 3 %
Como
AB — (b — ay, by — ay) Ao
= (dy — c1,ds — ¢3) MO @ X
— D, Q ¥
temos_> Figura 2.5: Produto ¥ em coordenadas
AAB = (Mby —aq), A(by — az
— (Mdy — e1), M(ds — ¢2)) = ACD
e N0 = MNAA —AA =0 OBSERVAGAO 7
e 0AB = H = 5)
e N&o confunda: o namero 0 (zero)
com o vetor 0’ (vetor nulo).
e Escrevemos (—1) 7" = —0’ para

designar o vetor simétrico de v°.

Se v = (o, 3), entdo
—
—v" = (—a,—p).
e O vetor diferenca de u’ e U’ é

ovetor w — v = + (=0").

Figura 2.6: Diferenca @ — ¥

> A 1S
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PROPOSICAO 8

Um ponto P pertence a reta r que passa pelos pontos A e B se, e somente

se, para algum \ € R:
AP = \AB .

Pela definicdo da multiplicacdo de A € R pelo vetor AB’, o ponto P tal
— —
que AP = MAB pertence a reta r.

: : . . (A, P)
Reciprocamente, seja P um ponto pertencente a reta r e seja 4 =
d(A, B)
Se o sentido de percurso de A para %
P coincidir com o sentido de A para B, r
— — )
entdio AP = MAB , onde A = p, pois B P B

o ponto P é o Gnico ponto da semirreta
de origem em A que passa por B tal que
d(A, P) = nd(A, B).

Se o sentido de percurso, ao longo de A 7
r, de A para P, for oposto ao sentido
de A para B, entdo 1_4—}5) = AZ?, onde
A = —pu, pois o ponto P € o (nico ponto ‘P
da semirreta de origem A oposta a semir- . _

Figura 2.7: Sentido de percurso de A para B

reta de origem A que passa por B tal que

d(A, P) = pd(A, B).

(3,—1) e v = (1,2), determine

(@@ =-7 -7 (b)F =-20+T; ()7 =57 +27"
Solucdao. Temos

(@)a =-u -0 =—(3,-1) = (1,2) = (=3,1) + (-1, —2) = (-4, -1);

B =—o@ + 0 = —2(3,—1) + (1,2) = (=6,2) + (1,2) = (=5, 4);
7

T+ 37 = L(3,-1) +3(1,2) = (3 —1) 1+ (3,6) = (9 11).

27 2 272
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Figura 2.8: Exemplo 1

=<V

Sejam A = (~1,0), B = (0,1), C = (1,2), D = (
0S quatro pontos pertencem a uma reta r.
Solucio. Basta determinar A, u € R Y
tais que AC’ =)AAB e AD = uAB

Escrevendo essas identidades em coorde-

nadas, temos:

11 -
—5,§>. Verifique que

sl

Figura 2.9: Reta r contendo A, B, C e D

Sejam A = (a1, a3) e B = (b1, by) sdo pontos distintos arbitrarios no plano.

Usando vetores, determinar o ponto médio do segmento AB.

Solucdao. Devemos determinar o ponto M = (z,y) que divide o segmento

AB em dois segmentos de igual comprlmento isto e AM = MB ou ainda,

AM MB Como AM + MB = AB’, temos AM

—AB

[N
EXEMPLO 2

[N
EXEMPLO 3
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A identidade anterior se escreve: Yk
1
(= a1,y —az) = 5(b1 — a1,by — az) {z:%(a1+b1)
1 A i i
— Tr—a = 5(61—0,1) € e R
1
y—az=g(by—ar)
1
< a:—a1+§(b1 al) € y ]\/[b1
1 =
y:a2+2(bg—a2) a  z X
1
< T = §(a1 + bl) e
1 ba B
Yy = (CL2 + by).

Portanto, o ponto médio do segmento AB
, (a1+b1 612+52)
é M = )

Figura 2.10: Ponto médio de AB

2 72

2.2 Propriedades das operacdes com vetores

A adicdo de vetores e a multiplicacdo de vetores por escalares satisfazem
propriedades similares as propriedades aritméticas das operacdes numeéricas. Isso
permite converter problemas geométricos em problemas algébricos e vice-versa,
segundo veremos mais adiante.

Propriedades da adicdo de vetores.

Sejam W, U’ e W’ vetores no plano. Valem as seguintes propriedades.

° Comutatlvidade: U+ =040,
e Associatividade: W’ + (v +w') = (W + ") + ' .
e A . ... —
o Exnstencna de elemento neutro aditivo: o vetor zero 0 (ou vetor nulo)
é tal que u’ + O =u.
e Existéncia de inversos aditivos: para cada vetor U’ existe um (nico vetor,

: o - —
que designamos —u’, o simétrico aditivo de u’, tal que ' + (—u’) = 0.

5" Para Saber Mais - Verificacdo das propriedades da adicdo. - Clique para ler



OPERAGOES COM VETORES NO PLANO UNIDADE 2

(a) 0 = (0,0) sdo as coordenadas do vetor nulo. OBSERVAGAO 9

— — — —
(b) Sew = AB', v’ = AC" e W’ + 0 = AD’, entio v’ — @ = BC' e os

segmentos BC' e AD se cortam ao meio.

Propriedades da multiplicacio de escalares por vetores.
Sejam ' e U’ vetores no plano e \, 11 € R. Valem as seguintes propriedades.
e Associatividade: A(u7”) = (A\u)7".

e Existéncia de elemento neutro multiplicativo: O nimero 1 € R é tal
que 1 W=,

e Propriedades distributivas: A\(u’ + 7°) = \u" + A0 e (A + p)u’ =

A\ + u?.

A associatividade e as propriedades distributivas sdo verificadas usando co-
ordenadas e as propriedades analogas que ja conhecemos nos nimeros reais.
L — — ) 3
Além disso, A\’ = 0 se, e somente se, A\=0ou &’ = 0 . Também, A =1 &

o Gnico escalar tal que \u” = @’

Vejamos agora algumas aplicacbes geométricas interessantes das operacbes

com vetores.

— — - T
Verifique que os pontos médios dos lados de um quadrilatero no plano sdo  pxpyvpLO 4

os vértices de um paralelogramo.

Solucdo. Seja ABC'D um quadrilatero

(Figura 2.11) e sejam X, Y, Z e

W os pontos médios dos lados AB,

BC, CD e DA, respectivamente.
Sabendo que XY ZW & um pa-

ralelogramo se, e s6se, XY = W Z,

basta verificar que )ﬁ = VV—Z>

Pelo Exemplo 3:

X = X 5:%@;
BY = Y :%BC;
— S
DZ L

Logo,

0 A 1S
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XY =XB +BY = %AB' + %BO - %(AB +BC) = %AC'.

Analogamente
WZ =WD +DZ = %AD’ + %DC/ - %(AD’ +DC) = %AC'.

Portanto,
XY = JAC =WZ.
O
EXEMPLO 5 O baricentro de um tridngulo é o pon- B

to onde as retas que contém as media-

nas se intersectam. Lembre que uma me-

diana é o segmento que liga um vértice Z X
ao ponto médio do seu lado oposto. Na
Figura 2.12, os segmentos AX, BY e CZ
sdo as medianas do tridngulo ABC e Gé A v
seu baricentro. C
Nesse exemplo damos outra caracteriza- Figura 2.12: Baricentro do tridangulo ABC.
cdo do baricentro de um tridngulo.
(a) Seja P um ponto do plano. Entdo, o ponto G tal que:
— 1 >
PG = (PA +PB + PC ) (2.1)

ndo depende da escolha do ponto P mas apenas dos pontos A, B e C.

~ . e —
Solucdo. Seja P’ outro ponto do B, P'Q =3P
PQ = 3PG

plano e seja G’ o ponto tal que

% ) \ \
PG = % (P’A L PB +PC ) .

Usaremos as operacdes de adicdo de

vetores e multiplicacdo de vetores por

escalares para verificar que G = G'.

Como P'A = PP +PA . PB =

Figura 2.13: G depende apenas dos vértices

10

S
/]
<
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N
7

PP +PB ePC =PP +PC,

PA+PE+PG)
— — —>)

P'G" =

|

—_ s =
P'P +PA +PP +PB +PP +PC

/N 7/ N

|

Wl = Wl Wl
N
w
@)
i)

+R4+P§+PC)

@wf+PBﬁ+Pd)

—
PG = PQ,

I
T "
e
+  +

W=

he)

isto &, G = G".

(b) Em particular, fazendo P = G vemos que o ponto (i, caracterizado por

GA +GB +GC =0 (2.2)

é o baricentro do triangulo ABC'. Isto é, as medianas AX, BY e CZ do
triangulo ABC' se intersectam no ponto G dado por (2.2).

Solucdo. Basta mostrar que o ponto (G, caracterizado pela identidade (2.2),
pertence as retas que contém as medianas do tridngulo ABC.

Por exemplo, verifiquemos que GG pertence a reta que contém a mediana AX.

Seja D o ponto tal que GBDC' é um paralelogramo, ou seja, GB +GC" = GD
e as diagonais GD e BC' se cortam ao meio no ponto X. Logo, GD = 2GX .

Pela identidade (2.2) concluimos que A, G e X sdo colineares, pois:

1 vy D
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0 —GA +GB +GC
_GA +GD B
— —
= GA +2GX . D
Da mesma forma se verifica que B, Z
G e Y sdo colineares e que C, G e G
Z sdo colineares. Portanto, G é o A - C

baricentro do triangulo ABC'
Figura 2.14: G, A e X s&o colineares

2.3 Combinacao linear de vetores

DEFINIGAO 10 (a) O vetor v” é maltiplo do vetor u” se existe A € R tal que v° = \u’.
(b) O vetor v é combinacdo linear dos vetores R R T quando
existem ndameros reais A, Ao, ..., A,, tais que
V= MU+ Ay + o Al
Algumas observacdes basicas a respeito da Definicdo 10:
OBSERVAGAO 11 — : —
¢ 1. O vetor nulo 0" & maltiplo de qualquer vetor @, uma vez que 0° = 0%’

: L= =
2. Um vetor n3o nulo n3o é miltiplo do vetor nulo, pois A0 =0, VX €R.

3. Se v’ #+ 0_> é maltiplo de w’ entéo u’ & também muItipIo de 7. De fato, se
A eRétal que v = \u’ 740 temos A\ £ 0 e u’ #O Logo, u —iﬁ.

4. O vetor v°

de multiplos desses vetores. Assim, o item (b) na Defini¢do 10 generaliza o
item ().

é combinacio linear dos vetores W,QE), e ,ﬂ quando é soma

.. - — ., ...
5. Se A, B e C sdo pontos distintos do plano, entdo v° = AC™ é maltiplo de
—) )
W = AB' se, e somente se, A, B e C' sdo colineares.

12

S
/]
.
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I
O vetor &’ = (1,0) ndo é maltiplo de v" = (1,1) e & maltiplo do vetor EXEMPLO 6
n =
= (3,0).
Solucdo. Se u’ fosse miltiplo de 07, existiria A € R tal que w’ = Av, ou seja,
(1,0) = A(1,1) = (A, \). Entdo, A =1 e X = 0, absurdo. Portanto, u’ ndo &
maltiplo de 7"
Por outro lado, escrevendo w” = Aw’, temos (1,0) = A(3,0) se, e s6 se,
1 =3\, ou seja, )\—le_> ;17
A seguinte proposicdo fornece um critério para determinar quando um vetor
é multiplo de outro.
Um dos vetores u” = (a,b) e v° = (a/, V') & miltiplo do outro se, e s6 se, PROPOSIGAO 12
b !/
s, = Z Z, =ab —ba' =0.
I
(=) Se v" = A& para algum X € R, temos: DEMONSTRACAO
(a',0') = Ma,b) = (Aa, \b) = d' = Xa e b =MD
Logo, ab’ — ba’ = a(\b) — b(Aa) = 0.
(<:) Suponhamos que ab’ — ba’ = 0. Consideremos separadamente os
casos a #0ea=0.
/
Caso a # 0: ab' —ba' = 0= = b=. Logo:
!/ / / /
L7 =%(a,b) = (ﬁa, “—b) = (d,V) =7
a a a a
Casoa=0: ba’ =0=b=00ua =0. Logo:
%
b=0=u =(0,00=0 = u =07,
/ /
a/=0eb#0—= (O,b/):%(O,b)iﬁz%?.
Em qualquer caso, um dos vetores &€ maltiplo do outro.
I
Os vetores u” = (1,2) e v = (3,6) sdo maltiplos um do outro? EXEMPLO 7
Solucao. Como é 2' 6 — 6 = 0, um vetor & maltiplo do outro. Note que

v =30,

13 vy D
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PROPOSICAO 13

O
DEMONSTRACAO

Para Saber Mais

e
EXEMPLO 8

Se nenhum dos vetores w’ e v” é maltiplo do outro, entdo todo vetor do

plano se escreve de uma Gnica maneira como combinaco linear de @’ e .

_)

Isto é, para cada vetor w” existem A\, u € R, determinados de forma anica

por , tais que w W= \u —|—,Lw

Sejam u’ = (a,b) e 0" = (d/,1'). Dado o vetor w’ = (a”, V"), determinemos
A, 1 € R tais que
W=\ + u?.
Em coordenadas, essa condicdo é
(@ 0") = Xa,b) + u(d,b)
= (Aa+ pad', b+ ub').
Ou seja, os nameros A e i devem ser

solucdo do sistema:

Aa+ pa = ad’ ;';-
A+t = 0.
A solucdo desse sistema é Gnica, pois
b — ba’ # 0 (Proposicdo 12). Figura 2.15: @ = \d@ + o
Resolvendo o sistema obtemos:
)\ _ a//bl _ b//a/ . M _ ab// _ ba// .
ab’ — ba’ ab! — ba’

O plano é um espaco de dimensdo 2 (bidimensional). Isso significa que s&o

suficientes dois pardmetros (como \ e 1) para determinar todos os vetores (pon-

Tew

tos) do plano uma vez conhecidos dois vetores u que ndo sejam maultiplos

um do outro. Os pardmetros A\ e 1 podem ser pensados como coordenadas em
relacdo aos vetores U’ e U .

—>—>

Vetores como u que ndo sdo miltiplos um do outro so denominados,

na terminologia da Algebra Linear, linearmente independentes.

Verifique que qualquer vetor do plano se escreve como combinacéo linear
dos vetores u’ = (2, —1) — (—3,2). Escreva o vetor w’ = (1,1) como
combinacdo linear de @’ e v_>
Solucdo. Os vetores u e v’ ndo s3o miltiplos um do outro, pois

2 _1=4—3:1#0
-3 2

14
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Sendo assim, qualquer vetor do plano se escreve de forma Gnica como com-
binacdo linear de @’ e ©v”.
Determinemos A\, i € R tais que:
W=\t + uv_>.
Em coordenadas, essa equacio se escreve na forma:
(1,1) = A(2,—-1) + u(—3,2) = (2A — 3, —A + 2p),
ou seja,
20 —=3u=1
A +2p=1.

Resolvendo esse sistema, obtemos A = 5 e y = 3. Portanto, W’ = 5u +37".

2.4 Produto interno, definicio

Daremos primeiramente uma definicdo geométrica do produto interno en-
tre dois vetores e posteriormente iremos obter a expressdo do produto interno
em termos das coordenadas dos fatores em relacdo a um sistema de eixos orto-
gonais. Para a abordagem geométrica precisamos de dois conceitos preliminares,

a nocdo de norma de um vetor e a nocdo de dngulo entre dois vetores.

5" Para Saber Mais - Josiah W. Gibbs - Clique para ler

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano.

A norma ou comprimento do vetor v’ é o namero ||0°|| dado pelo DEFINIGAO 14

comprimento de um segmento representante de v

(a) A norma de um vetor independe da escolha do segmento representante. OBSERVAGAO 15

Com efeito, se v = E = C’—D> entdo AB = CD e, portanto,
d(A, B) = d(C, D) = ||7’]].
(b) Se A= (a1,a5), B= (by,by) e 0" = E entdo
1] = /(b1 — a1)? + (b2 — a2)?

15 vy D
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(c) Se P = (z,y) € o ponto tal que v” OP entdo:

127 = d(0, P) = V/a? + y*.

C—— >
EXEMPLO 9 Dados A = (—1,2) e B = (4, 1), determinar a norma do vetor o" = AB'.

Solucdo. Temos

177 = V(4 = (=1))? + (1 = 2)> = /52 + (-=1)? = V26.

OBSERVACAO 16 (a) Temos || —

V=07 =0. Além disso, 7" # 0 < ||7]| > 0.
(b) Se ¥ & um vetor e A € R, entdo ||Av7|| = |A| [|27]].

De fato, se v = (z,y), temos AU = (Az, A\y) e, portanto,

VPN = VO + Cw)? = VR + ) = VAR 1 g = A |7

(c) Um vetor é chamado unitario se sua norma é igual a 1.

%
(d) Se v” # 0 o vetor ] & um vetor unitario, chamado normalizado do
vetor ¥, com igual direcdo e sentido que v.

De fato, os vetores tém a mesma direcdo (sdo paralelos) pois um é maltiplo

do outro. Pelo item (b), temos:

_>
Izl = =77 = ] 171 = 7o 1200 -
o7l [0 [l [0
1 7
_>
€ como m > (), os vetores v e W tém o mesmo sentido.
v
(e) Se v # 0, o vetor T é também unitario e tem a mesma direcdo que
v
¥, mas n3o o mesmo sentido.
—
EXEMPLO 10 Determinar o normalizado do vetor u’ = (3, —2).
Soluczo. Como |7 = /32 + (—2)2 = V/13, o normalizado de @ é o vetor:

1 3 -2
W= T 71*3“"2) = (mm)

16
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[N
ExXEmPLO 11

Determinar os vetores unitarios paralelos ao vetor v = (1, —2).

Solucdo. Temos v # 0 e ||v7]| = /12 4 (=2)2 = V/5. Portanto os vetores

unitarios paralelos ao vetor v sdo:

U—>(1_2> ] W—W(—12>
P\ s S VAN

Antes de definirmos o produto interno precisamos também do conceito de

angulo entre dois vetores.

Sejam @’ e U’ vetores ndo nulos no plano. Definimos o dngulo entre &’ DEFINIGAO 17

e v’ como sendo o0 menor angulo entre os segmentos AB e AC' representantes

w,v") a medida do angulo

de @ e U’, respectivamente. Designamos # = /(

entre U) e v.

Sl

Figura 2.16: Angulo entre dois vetores Figura 2.17: Observacdo 18 (c)

(a) Medimos os angulos em radianos ou em graus, onde 7 radianos = 180°. OBSERVAGAO 18

(b) Note que 0 < Z(@',7’) < =, equivalentemente, 0° < Z(u’,v") < 180°.

(c) Tem-se: ¢ Z(\u’

17 vy D
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Estamos ja em condicdes de definir o produto interno de dois vetores:

DEFINICAO 19 O produto interno dos vetores u’ e v~ do plano é o namero real (7, 7>
definido da seguinte maneira:
%
@7 0, sew =0 ouv =0;
u, v’y =
|2’ |77 cos®, sew #£0,0 #£0e=L(u,v)

OBSERVAGAO 20 . e . . ~

¢ (a) Da comutatividade da multipicacdo de nameros reais e da Observacdo 18,
concluimos que o produto interno é comutativo, isto é:

=

(u',v") = (v, ')

para todos os vetores u’ e v do plano.

(b) Se uw # 0 e v £ 0 temos, pela Observacdo 18:
— v v
9 = 4( , U ) = 4 (’T, ),

= T2
logo,
P o7 7w
‘=T ‘ i ||H Hn*n €086 = cos§ =6 = arccos (i, )

Nesse sentido, o produto interno mede, essencialmente, o angulo entre dois
vetores (ou segmentos) do plano.
(c) O produto interno de um vetor com si préprio é ndo negativo.

Com efeito, sendo 0 = ( )
(W, u) = H_>H !WH cos0 = [|'||? > 0.

Na seguinte proposicdo calcularemos o produto interno entre dois vetores

através de suas coordenadas em relacdo a um sistema de eixos ortogonais.

PROPOSIGAO 21 Sejam u’ = (a,b) e v’ = (o, ) dois vetores no plano. Entso,
(w,v0") = aa + bB. (2.3)
DEMONSTRACAO Se algum dos vetores w ou v’ é nulo, temos (7,11_)) = 0 e, também,

ac + bf = 0. Logo, a identidade (2.3) é satisfeita.

A
" L 18
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s ——
Sejam w’ = OP e v = 0Q
vetores ndo nulos, com P = (a,b)
e Q= (q,p).
Entdo (Figura 2.18),

7

PQ = 0Q —OF
P

= (O{ -, ﬁ - b)
Seja 0 = L(u, V).
Aplicando a Lei dos Cossenos

no tridngulo AOPQ, obtemos:
17" =@ |> = (1@ |)” + |92

-
—2][@ | ||77]| coso. P O ¢ X
Dai: Figura 2.18: Diferenca & — i
2@ || |77 cost = @I + |7 — | 0" — @||?

= (a®+ ) + (@® + %) — (a —a)* + (8- D)%)

= a*+ b+ a®+ 3 — (a® — 2aa + a® + B* — 280 + b?)
a?+ b2+ ao?+ 8% —a? 4+ 20a —a® — 2+ 28b — b2
= 2aa + 2pb = 2(ac + bS).

Portanto,
(@, 0) = ||| |7 cos® = ac + b3.

A proposicdo anterior nos permite medir o dngulo entre dois vetores sabendo
apenas suas coordenadas.
Além disso, usando coordenadas verificamos diversas propriedades do pro-

duto interno:

— = =

Sejam u”, v” e w’ vetores arbitrarios do plano e A € R. Ent3o: PROPOSICAO 22
(a) (@, u’) = [[@|* > o. (e) (@, \T) = M@, 0);
(b) (@, @) =07 =0;
(C) <'U,,’U>:<fv ,’LL>
(d) (O, 0%) = M@, 7) (g) (@, 7 + @)= (@,0)+ (@, )

19 vy D
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EXEMPLO 12 Determine x € R para que o produto interno dos vetores w = (4,-3) e
v = (x,1) seja igual a 5.
Solucdo. Temos: 5= (0, 0) =4 -2 —3-1 <= 8 =4z <=z = 2.
OBSERVACAO 23 Tomando médulo em ambos os lados da identidade que define o produto

interno e sabendo que |cosf| < 1 para todo #, obtemos a desigualdade de
Cauchy-Schwarz:
— —S 11
[{w”, o) < [l [ [V7]] (2.4)

Além disso, observe que vale a igualdade se, e somente se, W e v sdo miltiplos
um do outro.

A desigualdade 2.4 & fundamental na prova da seguinte proposico.

PROPOSICAO 24 Para todos os vetores u’ e v” do plano vale a desigualdade triangular:

— = — —
[u” + vl < flw”ll + [[o7 [l (2.5)

valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores u’ ou v’ é zero ou s3o

multiplos positivos um do outro.

C——
DEMONSTRAGAO Como as quantidades na desigualdade (2.5)

sdo todas nimeros reais ndo negativos, ela
equivale a desigualdade:
— — —5 112
Ju” + 072 < ([[w”[| + [[o7])"
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da

Proposicdo 22, temos:
1w+ |2
(W 40,0 +7)
= (W, )+ (W, 0+ (0, W)+ (v, )
= ||’ ||* + 2(@, 7" + || 7"
< |[@ |2 + 2@ | 07| + (12”2

— =112
= (Iw’[| + [lo71)"

O caso em que ocorre a igualdade é o Exercicio BLA.

Figura 2.19: Desigualdade triangular

20
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O vetor ué perpendicular (ou ortogonal) ao vetor v°, e escrevemos DEFINIGAO 25
_>
WL, sew =0 oud =0 ouZ(@,v) = 90°.
e

Os vetores sdo ortonormais quando sdo unitarios e ortogonais .

_>

Note que u é perpendicular a © v

se, e somente se, v _>.

é perpendicular a u
A seguinte proposicdo & um critério para a perpendicularidade em termos

do produto interno.

Dois vetores sdo perpendiculares se, e s6 se, o seu produto interno é zero: PROPOSICAO 26

7L = (W, v)=0
I S N o e
ze.u —_>O?éo_u> v_>—7é0_,>ent;o ué(J__:J_S) também, (u”,v") = 0. DEMONSTRACAO
ejam u 0,v 0,ef=Zu",v"), entdo:
(@, 0) = ||| |0 cos® =0 <= cosh = 0 < 0 = 90°.

A seguinte proposicdo caracteriza, em termos de coordenadas, todos os

vetores perpendiculares a um vetor dado:

Se u’ = (a,b) é um vetor ndo nulo, entso, PROPOSIGAO 27
v LW <= 0 = \—b,a), para algum X € R.

Se v = A(—b,a), entdo Na figura: Y1 DEMONSTRAGAO
(W, 0) = a(=\b) + b(Aa) = 0 a=3
— LT Nl 7

Reciprocamente, se 0" = (¢, d)
& um vetor tal que (', v") = 0, =
entdo ac + bd = 0, isto &, \a

ca—d(=b) = ¢ dzO. T
—b a

Logo, pela Proposicdo 12, (¢, d) -
é maltiplo de (—b, a), ou seja, existe -8 @ X
A € R tal que Figura 2.20: Perpendicularidade em coordenadas

v = (¢,d) = \(=b,a).

2 1 raﬂ
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EXEmMPLO 13

OBSERVAGAO 28

Para Saber Mais

e
EXEMPLO 14

s
>
<

R

Determine o valor de a € R para que & = (a+1,2) e ° = (—3,1) sejam
perpendiculares.
Solucdo. Temos que:
w1l = (W, 0)=0 — (a+1)-(=3)+2-1=0
1

<— -3a—3+2=0 <— a=-—

Dois vetores u’ e v’ n3o nulos e perpendiculares nunca sdo maltiplos e,

portanto, todo vetor do plano se escreve, de modo dnico, como combinacdo
linear desses vetores.

De fato, seja @’ (a,b) £ (0,0). Sendo v’ ndo nulo e perpendicular a u’,
existe A # 0 tal que v° = A(—b,a).

Como
a b
—Xb a

temos, pela Proposicdo 12, que @ e v’ ndo s3o maltiplos.

‘ = Aa®+b%) #£0,

Medir o angulo entre dois vetores do plano é equivalente a determinar
o seu cosseno, pois o angulo, quando medido em radianos, € um namero do
intervalo [0, 7] e o cosseno restrito a esse intervalo é uma funcao injetora.

Calcule o cosseno do angulo 6 = é(ﬁ,ﬁ) sabendo que A = (—2,3),

B=(0,1)eC = (4,2).

Solucdo. Sendo Z? =B-A=(2,-2)e ;1_67) =C—A=(6,—1), temos
— —
|AB'|| = 2v2, ||AC"|| = V3T, Yi
e A
(AB,AC) =2-6—2-(—1) = 14. o
Logo,
(AB',AC"Y = |AB|| | AC’ || cos 8
14 = 24/2v/37 cos . .

Portanto, cosf = —.
V74 Figura 2.21: Exemplo 14

O produto interno esta intimamente relacionado a nocdo de projecio:

22
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: - T A
Sejam u’ = AB" e v’ = AC =# (0 vetores representados por segmentos DEFINIGAO 29
orientados com a mesma origem. Seja B’ o pé da perpendicular baixada do

ponto B sobre a reta que contém os pontos Ae C. A projecio do vetor u’
na direcdo do vetor v’ é o vetor Proj» o’ = AB’
Como o ponto B’ na Definicdo 29 per- \

tence a reta que contem Ae C temos
PrOJ—> AB’ = /\AC’ = \U
para algum A\ € R.
Sendo o vetor
BB —AB —AB =@ — v /
perpendicular ao vetor v7 = ac (Figura / B
2.22), temos:

v
(@ -2\ L7 |
AR L=
= (W =\, 0)=0 A AB" = Projz u
— — —
— <u , U > - >‘<U , U > =0 Figura 2.22: Projecdo de @ na dire¢do de ¥
(W, )
= TP

Temos, portanto, a seguinte proposicao que caracteriza a projecdo em ter-
mos do produto interno.

A projecdo do vetor &’ na direcio do vetor o7 = 0 é dada por: PROPOSICAO 30

_ (@)

s =
PI'O‘]U) u = W

=1,

Em particular, se o vetor v” & unitario, temos:

Projo @ = (@, 7).

E——
Determine a projecdo do vetor u’ = (3,2) na direcdo do vetor v = (2,2). EXEMPLO 15

— =
- . 3:2+4+2-2 10 5 5
lucio. Projo @ = VoV )5 — 2.9 2.2 (77).
Solucdo. Proj; u THE v 92 1 92 (2,2) = 8( ) = 579

Um problema que pode ser abordado com a nocdo de projecdo é o de
determinar os vetores que fazem angulo 6 com um vetor dado.
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OBSERVAGAO 31 Sejam v’ e w’ vetores LI do plano (em particular s3o vetores n3o nulos).

Sabemos que para cada vetor W existem @nicos nameros reais \ e 1 tais que:

= \U + ,m?.

Quando os vetores v° e W s3o

perpendiculares, os nimeros \ e
p sdo: T — —
@ @)

||3||2 e

e quando v’ e W sio ortonormais,

os numeros \ e p sdo:

— = —
A=(u,v") e p={(u,w).
Isto é, W é asoma de suas pro-
jecdes nas direcdes de v e w':
o — — Projp 0’ u
u’ = Projy u’ + Projp u’. oz W
Com efeito, sendo (0", w’) = 0,
temos: Figura 2.23: Projecdes do vetor
= = T T N 7.7 = A |72
(W, 0) = A0 + pw”, ") = A", 07) + plw’, 07) = A%
Para Saber Mais As coordenadas do vetor o7 = (a,b) em relacdo a um sistema de eixos

ortogonaisOXYséoa:w_) &), b= (v,&’) e v =aéer +bey , onde

er = (1,0) e &5 = (0,1) sdo os vetores da base canénica do R2.

PROPOSICAO 32 Os vetores unitarios i, e sy que fazem angulo 6 € (0,7) com um vetor
unitario v” do plano sdo dados por:

Uf = cosOv +senfw

’lﬁ = cos@v_>—sen917,

& um vetor unitario ortogonal a v’.

8|

onde

DEMONSTRACAO Seja W um vetor unitario ortogonal a v

\
|
S

Seja ;" um vetor unitario tal que Z(uy’, ") = 6. Entdo Z(uy,w’) =
e, pela Observacdo 31, temos

A
" L 24
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W= (a0 4 (W)

_)
= @ 15 | eos 0T + | @ || cos (5~ 0) @
= coshu +cos< g) o

= cosOv +senfw.

Figura 2.24: Vetores fazendo angulo 6 com v

O vetor 4y = cos0 v —senfw se obtem substituindo w’ pelo vetor —w’

que & o outro vetor unitario e ortogonal a v”, no calculo acima (Figura 2.24).

Sejam ©’ um vetor ndo nulo e 6 € (0,7). Seja w

vetor ortogonal a COROLARIO 33
v’. Entdo, os vetores unitarios que fazem angulo 6 com v sd

Sdo0:
— —
— v w
Uy cos f) ——— + sen O ———
7] [[w”||
= —
— v w
U9 = COSQT—SGHGT.
[l [’
25
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OBSERVACAO 34 (a) Em termos de coordenadas, sabemos que se v = (a,b), ento os vetores

w = (=b,a) e —w’ = (b,—a) sdo ortogonais a v’ e tem igual compri-
%
v

mento que 0. Em particular, se 7 & unitério, também o serdo os vetores

w e —w' . Nesse caso, os vetores 171_) e 17? da Proposicdo 32 sio:

u’ = cosf(a,b)+send (—b,a)

= (acosf —bsenf,asenf + bcosb); (2.6)
uy = cosf(a,b) —senf (—b,a)

= (acosf+bsenf, —asend + bcos¥h). (2.7)

(b) Tomando w de igual comprimento que 2" no Corolario 33, obtemos, mul-
. . - _%
tiplicando por A = ||v7|| as expressées de ;" e uy’, vetores u|, = Ay’ e

uy = My’ de igual comprimento que v” e que fazem angulo 6 com v".

Para Saber Mais Na linguagem matricial da Algebra Linear, as expressdes (2.6) e (2.7) sdo:
N cos —senf) [a
Uy =
senfl  cos0 b
= _ cosf senf\ (a\ [cos(—0) —sen(—0)\ [a
> 7 \—sent costo) \v) sen(—0)  cos(—0) b/

Isto & os vetores 1’ e iy se obtém do vetor v’ por rotacdes de 0 e

—0, respectivamente. Além disso, como indicado na Observacdo 34 (b), se i

ndo é unitario, os vetores W e zﬁ obtidos nessas expressdes, tém o mesmo

comprimento que o vetor v
C— : e . .
EXEMPLO 16 Determine os vetores unitarios cujo angulo 8 € (0,7) com @’ = (1,2) é tal
= 2
que cosf = 7

Solugdo. Como 6 € (0,) e cos§ = Z, obtemos:

senf = v1 —cos?20 = 1—%:i.

5 5
Logo, pelo Corolario 33, se w = (—2,1), os vetores

Uy = cos@u +senfw = 55(1,2)—1-\}5(—2,1) = <O, 55) = (0, \/3>,
Uy = cosfu’ —senfw = 55(1,2)—\}5(—2,1) = (45,35),

A
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fazem angulo 6 com v’ e tém o mesmo comprimento que v Os vetores

procurados s3o obtidos normalizando u;” e Uy :

—

Ul 1 — 1
||U1 || = ”;U Hul = _5 (Oa \/5) = (071)a

Uy 1 = 1 (4 3> (4 3)
fr 2 = — —, —F= fr -, = .
2| [od] 5 \v5 V5 55

2.5 Area de paralelogramos e triangulos

Consideremos o paralelogramo P

da Figura 2.25. A area de P se “ B D
obtém multiplicando a medida da T:“
base |AC pela altura |[E'B|. Se § = I w,
CAB entso, |EB| = |AB|sen e, ol%
portanto, IE /o B
Area P = |AB||AC| sen®. A —s—- (]

E U
Usando a linguagem vetorial e o Figura 2.25: Calculo da 4rea do paralelogramo ABDC
produto interno, vamos obter uma
expressdo muito simples para o calculo da area do paralelogramo P.
Se?:meﬁzﬁ, temosQZA?,t?e,
Area P = ||u’|| ||w|| sen 6.
Sendo que sen? = 1 — cos? @, temos:
(Area P)? = (||| [|i’ sen6)”
1@ [|w” || sen? 6
= @ @ |*(1 = cos?6)
[ || (@ |[2 = ||| (||| cos? 6
= @ ([0’ |2 = (@ ]| cos 6)*
[ @ || = (u”, ")

Portanto,

Area P = \/|@ |2 |2 — (@, @)

Observe, também, que:
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%
>

E

R

>

dlp: =
A U u,w
(Area 73)2 — ”U)HQ “17”2 . <?’17>2 _ i ||_> < _7> >
(', w) |wr|?

W, w)y (W) |
W, w) (w,w)

Temos entdo outra expressdo para a area do paralelogramo P:

1/2
; W, u)y (W,w)
Area P = BN N
(u’,w") (W', w)

Seu = (a, B) e w = (o, 3) em relacdo a um sistema de eixos ortogonais
OXY, temos
@) =a?+p2% @2 = ()2 + (8)? e (@,w) =ad + B,
Logo,
(Area P)* = (a®+ %) ((¢)* + (B')%) — (aa’ + B5')
= @)+ )+ P + )
—a(w)? - 20055~ (5"

= () + B — 20055
= (af)? = 2(af)(Bd) + (Ba’)?

o= fan (5 )]

Portanto, a area do paralelogramo P cujos lados adjacentes sdo represen-
tantes dos vetores u’ = (o, §) e w’ = (/, 8') é igual a0 médulo do determi-

nante da matriz cujas filas s3o as coordenadas de u’ e w’, respectivamente:

det <oz/ 6/) .
o p

E claro que, a area de P também é igual ao médulo do determinante da
wew:

Area P =

matriz cujas colunas sdo as coordenadas de
/
a o«

det <5 B/) ‘

28
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Determine a area do paralelogramo ABDC, onde A = (1,2), B = (3,1), ExgwmpLO 17
C=(4,1)eD=(-2,3).
Solucado. Como AB = (2,-1) e AC = (3,—1), temos:

2 —1
det —|-2+3/=1.
3 —1

Usando o célculo da area do pa-

Area (ABDC) =

Area de um triangulo

.D
ralelogramo, calculemos agora a area
do triangulo AABC' de vértices A,
Be(C.
Como o paralelogramo ABDC
de lados adjacentes AB e AC é com-
posto dos tridngulos congruentes
NABC e ADCB Figura 2.26: Triangulo AABC
temos: 15
Area (ABDC) = 2 Area (AABC) = |det <m> | ,
AB — —
onde fW representa a matriz cujas filas sdo as coordenadas de AB e AC',
respectivamente. Portanto,
i 1 AB
Area (AABC') = 3 det (ﬁ) | .
I
Calcule a area do triangulo de vértices A = (4,2), B=(6,1) e C' = (3,2). ExpMPLO 18
— —
Solucdo. Temos que AB = (2,—1) e AC' = (—1,0). Logo,
_ 1 2 -1 1 1
é a area procurada.
I

Determine os valores de n para que a area do triangulo AABC de vértices  pxpvpLo 19
. 1
A=(1,2),B=(3,n+2)eC=(n—1,1) seja igual a 3

— —
Solucdo. Temos AB = (2,n) e AC' = (n—2,-1). Logo,
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%
>

E

R

>

- 1 2 n 1
Area (AABC) = 3 det (n—Q _1> =5 |—2 — n(n — 2)|
1 2 Lo
- §|—2—n —|—2n\:§|n —2n+2|.
Assim,

Area (AABC) = % — |n*-2n+2|=1
= n?-2n+2==+l1
e Tomando o sinal positivo, obtemos:
n—2n+2=1<=n*-2n+1=0<= (n—1)*=0.
Logo n = 1 é uma soluco.
e Tomando o sinal negativo, obtemos a equacdo n? — 2n + 3 = 0 que, por ter

discriminante A = (—2)2 — 4(1)(3) < 0, ndo possui raizes reais.

Portanto, n = 1 & a (nica solucdo ao problema proposto.

Exercicios

1. Use o GeoGebra para localizar os pontos A = (-2,2), B = (1,1), C =
(1,3), D= (3,4), E=(3,2), F=(6,1), G=(3,1), H=(1,0) e efetue

os seguintes calculos em coordenadas, visualizando graficamente:

(a) AB + BC +CD ; (c) EF + FG +GH +HE ;
(b) 2(BC" — EC') + 3EF ; (d) OF — (34D + DC)

2. Mostre que a adicdo de vetores estd bem definida.

3. Mostre que:

(a) a multplicagdo por escalares satisfaz as propriedades de associatividade
e distributividade;

(b) \u” = 0 se, e somente se, A = 0 ou u’ =

(c) A =1 & o anico escalar tal que \u’ = .

4. Seja ABCD um quadrilatero convexo de lados AB, BC', CD e DA. Sejam
E e F os pontos médios dos lados AB e C'D, respectivamente.
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10.

11.

= —
(a) Mostre que EF = C

Sy

(A+

(a) Mostre que EF = <AC + BD >

A propriedade vale para quadrilateros ndo convexos? Visualize numa con-
strucdo usando o GeoGebra.

Se Ay, As, ... An, sdo pontos quaisquer no pIano verlflque que:
A1Ay + A A3 + ..+ A, 1A+ AA = 0.

Sejam Ay, A, ..., A, vértices de um poligono regular de n lados no plano
centrado no ponto P. Mostre que:

— = > > =

PAy +PAy +...+PA,1 +PA, =0

Sejam A — <1%) B=(4,2)eC = (—%,3).
(a) Determine o baricentro G do tridngulo ABC.
(b) Determine os pontos médios X, Y e Z dos lados BC, AC e AB,

respectivamente.

- - S _
(c) Mostre que AX +BY +CZ = 0 . Essa propriedade vale em qualquer
tridngulo?

Sejam A = (1,3) e B = (—2,0). Determine os pontos que dividem o
segmento AB em 5 segmentos de igual comprimento. Determine, também,
o ponto X que divide o segmento em média e extrema raz3o (veja o Exercicio
4 do Capitulo 1).

Sejam A = (ay,az) e B = (by,by) sdo pontos distintos no plano. Mostre
que os pontos Py, P, ..., P,_1, dados por:
AP, = ﬁAB,nzl,2,...,n—1,
n

dividem o segmento AB em n segmentos de igual comprimento.

—
Sejam A = (1,2) e BC' = (3,4), determine os vértices B e C' do tridngulo

ABC sabendo que a origem é seu baricentro.

Seja ABC um tridngulo, G seu baricentro e AX, BY e C'Z suas medianas.

Mostre que:
> ; : — 2=
AG =ZAX', BG = BY e CG =07
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UNIDADE 2 AREA DE PARALELOGRAMOS E TRIANGULOS

12. Sejam A, B e C pontos distintos e ndo colineares no plano. Seja G o

baricentro do triangulo ABC e sejam A’, B’ e (' os pontos simétricos
a GG com respeito aos lados opostos aos vértices A, B e (', respectiva-
mente. Mostre que os tridngulos ABC e A’B’'C" sdo congruentes, possuem
0 mesmo baricentro e as medianas correspondentes sdo colineares. Realize

uma construcdo usando o GeoGebra para visualizar o problema.

. SejaneN, n>3eseam A, Ay, ..., A, pontos ndo colineares no plano.
Consideremos a regido poligonal P delimitada pelos n segmentos adjacentes
A1Ay, AsAs, ..., An 1AL, A A1 O centro de massa (ou centro de
gravidade ou ponto de equilibrio) de P é o ponto G caracterizado pela

identidade:
oG — % (OA1 4+ OA, +...+0An>).

Note que, quando n = 3, G & o baricentro do tridngulo A; A, As;.
Verifique as seguintes propriedades:
(a) G n3o depende da escolha do ponto O.

(b) G é caracterizado, também, pela identidade:
GA, +GAy +...+GA, =0

(c) Quando n = 3, e P é um tridngulo, o centro de gravidade G fica no
interior de P. Entretanto, se n > 4 pode ocorrer que G fique no exterior de

P. Elabore alguns exemplos usando o GeoGebra.

Ay

Ag Ay

Figura 2.27: G pode ficar dentro ou fora da regido poligonal P

14. Sejam A, B e O pontos do plano. Mostre que um ponto P pertence ao

>

>

%

R

segmento AB se, e somente se, existe ¢ € [0, 1] tal que
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

— et e
OP =(1-t)0A +tOB.
Verifique, também, que essa equacdo independe da escolha do ponto O e

mostre que o ponto médio do segmento AB se obtém tomando t = 3

¥’ ndo sdo maltiplos um do outro e escreva o

e

Verifique que os vetores u’ e
vetor w’ como combinacdo linear de @’

(a) W =(1,1), v =(1,2) e w = (5,6);
(b) @’ =(2,0), v = (2,2) e w = (0,1);
() W =(=21),0=01,2ew =(2,2);
(d) @’ =(-1,1), v = (1, 1) e w = (0,2);
() w=(1,1), 0 =(1,-1) e =(2,3);

Determine o ponto A no eixo OX de modo que os vetores u = (1,3) e

v = AB sejam miltiplos um do outro, onde:

Usando coordenadas, prove a Proposicdo 22.

Prove que:
(a) os vetores ||u’||0” e ||v7]|w’ tem a mesma norma.

(b) se |@’|| = ||7"||, entdo u” + v e u’ — ¥’ sdo perpendiculares.

Usando vetores, normas e produto interno, prove que a soma dos quadrados
dos comprimentos das diagonais de um paralelogramo é o dobro da soma
dos quadrados dos comprimentos dos lados. Isto é, vale a lei do paralelo-
gramo:

[@” + 072 + [ = 2|2 = 20 || + 2|27 ||.

Obtenha o teorema de Pitagoras aplicando a lei do paralelogramo num qua-

drado.

Mostre que a desigualdade triangular (Proposicdo 24) é uma identidade se,
e somente se um dos vetores & ou v’ é nulo ou sdo maltiplos positivos um

do outro.
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R

%

>
»

21.

22,

23.

24,

25.

26.

O que acontece na desigualdade triangular se um dos vetores é mdltiplo

negativo do outro?

v d

Prove que ||[o’ £ 07| > |||

plano (use a desigualdade trlangular).

0

(a) Determine os vértices dos quatro quadrados que tém vértice comum na

origem A = (0,0), sabendo que B = (2, 3) é vértice de um dos quadrados.

(a) Determine os vértices dos quatro quadrados que tém vértice comum no

ponto A = (1,2), sabendo que B = (2,3) é vértice de um dos quadrados.

Sejam u’ = (1,3), v = (—1,2) e w’ = (6,—2).

(a) Determine a projecio do vetor w na direcao dos vetores 77 e w'.

(b) Determine o vetor unitario que bissecta o angulo /(u’w’).

(c) Determine os vetores unitarios que trisectam o angulo Z(u”, w’).
Determine o(s) ponto(s) B de abscissa 2 para que o tridngulo de vértices

O, B e C = (a,1) tenha area 3.

. — — .
Sejam uw’ = AC" e w’ = AB' vetores representados pelos lados adjacentes
do paralelogramo ABDC' da Figura 2.25. Mostre que o quadrado da altura

relativa ao lado AC é @
2~

||U_J>—P1"0J'—> H —H W

Usando essa expressdo, verifique que:

Area (ABDC) = \/|@ |2 |@ |12 — (@, )"

Sejam A= ( 1), B=1(0,3) e C = (2,4). Determine o vetor de altura

HC’ = AC’ — Proj Z—CT) em relacdo ao lado AB do tridngulo AABC

e calcule sua area.

34


yunier
Realce


OPERAGOES COM VETORES NO PLANO

2.6 Textos Complementares

Verificacdo das propriedades da adicdao.As propriedades da adicdo
sdo verificadas através de argumentos geométricos ou fazendo uso da represen-
tacdo dos vetores em coordenadas e das propriedades conhecidas da adicdo e

multiplicacdo de nameros reais.

Em particular, a comutatividade segue do fato que &’ + v’ e v + u’
sdo representados pela diagonal de um paralelogramo cujos lados paralelos sido
v

representantes de u’ e ©U’, respectivamente (Figura 2.28 (a)).

Figura 2.28: (a) Comutatividade da adi¢do (b) Associatividade da adicio

_> , _> o
O vetor nulo 0 é representado por AA qualquer que seja o ponto A do
plano e o simétrico — v’ de um vetor u” é representado pelo mesmo segmento

que v porém, com a orientacdo oposta.

D
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Para Saber Mais

Josiah W. Gibbs

Nessa secdo definiremos uma nova operacdo
entre vetores denominada produto interno ou
produto ponto e que associa a cada par de ve-
tores um escalar, outro nome também utilizado
para essa operacdo é produto escalar, fazendo
énfase na natureza escalar do resultado da opera-
cdo. Embora tenha sido implicitamente conside-
rado anteriormente por Joseph Louis Lagrange
(1736 — 1813) e por William R. Hamilton (1805 Figura 2.29: Josiah W. Gibbs

— 1865), o conceito surge formalmente na liter-

atura no livro Vector Analysis (1901) de Edwin B. Wilson baseado nos seminarios
ministrados por Josiah Willard Gibbs (1839 — 1903), onde aparece com o
nome de produto direto. Conforme veremos adiante, o produto interno entre
dois vetores se traduz, essencialmente, na medida do angulo entre respectivos

segmentos representantes com origem comum.

Figura 2.30: Vector Analysis (rosto) Figura 2.31: Vector Analysis, pagina 54

.
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