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UNIDADE 3 INTRODUGAO

3.1 Introducao

Um dos objetivos da Geometria Analitica é obter equacdes associadas a
conjuntos de pontos, estabelecendo assim uma relacdo entre a Geometria e a
Algebra. Esta relacdo &, em muitos casos, pouco explorada no Ensino Médio
e Fundamental, e o estudo da Geometria Analitica fica limitado a férmulas e

nomenclaturas.

Nesta unidade serdo apresentadas, finalmente, as equacdes que representam
uma reta do plano. Baseado nas propriedades geométricas da reta, serdo de-
duzidos trés tipos de equacdo: paramétrica (secdo 3.2), cartesiana (secdo 3.3)
e afim (secdo 3.4). Estes tipos de equacdo serdo utilizados para trabalhar os

conceitos de paralelismo e perpendicularismo entre retas (secdo 3.5).

3.2 Equacao paramétrica da reta

Comecaremos nosso estudo algébrico sobre retas no plano com a equacéo
paramétrica da reta. Neste tipo de equacdo as coordenadas dos pontos perten-
centes a uma reta sdo dadas por expressdes do primeiro grau em funcdo de um
pardmetro real. Ao variar o valor do pardmetro, encontramos distintos pontos
da reta, ou seja, a cada ponto da reta esta associado um @nico pardmetro. Para
fins didaticos, dividiremos as equacdes paramétricas da reta em dois casos: reta

que passa por dois pontos e reta que contém um ponto e é paralela a um vetor.

Reta r que passa pelos pontos A e B.

Seja r a reta que passa pelos pontos A e B e seja P um ponto do plano.

Ent3o, pela proposicdo 8 do capitulo anterior, o ponto P pertence a reta r se,
-_— L —_— B

e somente se, AP & miltiplo do vetor AB . Isto & P € r se, e somente se,

existe um namero ¢t € R tal que

AP — (AB

Note que o nimero t & determinado de forma anica pelo ponto P e é
chamado parametro de P em r.
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r A

P
B

Figura 3.1: Ponto P pertencente a r.

Assim, para atingir o ponto P na reta r, devemos ir até o ponto A e nos
- ~ ~
deslocarmos ao longo da reta por tAB . Escrevemos, entdo, a equacdo que

determina o ponto P “pela variacdo do parametro t" da seguinte forma:

riP—A+tAB, teR

Esta equacdo é chamada equacdo paramétrica da reta r.

Se A = (a,b), B = (d/,l/) e P = (z,y) sdo as coordenadas dos pontos
num sistema de coordenadas dado, ent3o:

P=(x,y)er < (x,y) = (a,b)+t(a —a,b —0b) para algum t € R

r=a+t(ad —a)
— para algum t € R.
y=b+t(l —b)

Dizemos que as equacdes

; teR
=b+t(l —b)

r:{x:a+t(a’—a)

sdo as equacdes paramétricas da reta r.

—

Seja C' um ponto da reta r tal que A estd entre C' e B e seja AC' & OBSERVAGAO 1
semirreta oposta a semirreta ﬁ
Entao,
= {(a+t(a—a),b+t(b'—0));te]0,1]};
{(a+tld —a),b+t(l —=b));te[0,4+00)};
= {(a+t(a—a), b+t —b));te (—0,0]}.

A&
I

3 A 1S



UNIDADE 3

g
ExeEmMPLO 1

>

%

E

R

EQUACAO PARAMETRICA DA RETA
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Figura 3.2: Semirretas com direcdes opostas.

Para verificar as afirmacées, basta lembrar que um ponto R esta entre
pontos P e () se, somente se, d(P,Q) = d(P, R) + d(R, Q).

Veremos uma aplicacdo direta, do que foi explicado anteriormente, no exem-
plo a seguir.

Considere os pontos A = (4,1) e B = (—1,2).
(a) Determine a equacdo paramétrica da reta r que passa pelos pontos A e B.

(b) Encontre o ponto P € r associado ao pardmetro 2.

(c) Os pontos Q@ = (1,3) e R = (3, g) pertencem a reta r 7 Caso afirmativo,
o ponto pertence ao segmento AB 7

Solucao.
—
(a) Como AB = (—5,1),
P=(z,y)er <= (x,y)=(4,1)+t(-51), teR
<— (z,y)=(4-51+41), teR.
=4 -5t
Portanto, as equacdes paramétricas de r sdo: r : . ; teR.
y=1+1

4



EQUACOES DA RETA NO PLANO UNIDADE 3

0)%
B
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\
1 r
-1 4 0X

Figura 3.3: Exemplo 1
(b) Para encontrarmos o ponto P associado ao parametro ¢ = 2, basta substi-
tuir o valor de ¢ nas equacBes paramétricas de r encontradas no item anterior:
r=4-5x2=—-6ey=1+2=3. Logo, P =(-6,3).

(c) O ponto @ = (1,3) € r se, e somente se, existe ¢ € R tal que

1=4—5¢
3=1+4+t

Da segunda equacdo obtemos t = 2. Substituindo o valor de ¢ na primeira
equacdo obtemos 1 =4 — 5 x 2 <= 1 = —6, que é impossivel. Logo, ndo
existe um parametro que determine o ponto @), ou seja, Q) ¢ r.

6 .
Analogamente, o ponto R = (3, 5) € r se, e somente se, existe ¢t € R tal

{3:4—w
6 .
- =14t
5 +
Da segunda equacdo obtemos ¢ = 1/5, que satisfaz também a primeira
equacgdo. Portanto, R € r,ecomot € [0,1], R € AB.

que

_ — _
Dizemos que um vetor v’ # (O é paralelo a uma reta r quando, para DEFINICAO 2
quaisquer dois pontos A, B € r, o vetor AB" & multiplo do vetor 7. Nesse

caso, escrevemos v || r-.

B
0]

> A 1S
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Figura 3.4: Vetor direcdo da reta r.

Um vetor v paralelo a uma reta r é chamado vetor direc3o de r.
Note que se tomarmos dois pontos C' e D pertencentes a reta r que passa

pelos pontos A e B, entdo existem s € R e t € R tais que

AC' =sAB e AD =tAB.

Logo,
S 5 S S S 5 5 —
CD =CA +AD =AD — AC =tAB — sAB = (t—s)AB .
Assim, existe um A =t — s € R tal que
CD = \AB,

ou seja, dois vetores determinados por pontos pertencentes a uma mesma reta

sdo sempre maltiplos ou paralelos.

OBSERVACAO 3 E facil verificar, que um vetor v’ é paralelo a reta r se, e somente se,
v =AAB’,onde A\ e R — {0} e A, B s&o dois pontos fixos quaisquer da reta

r.

Reta r que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor v° # 0.
. —
Se r & a reta que passa pelo ponto A e tem direcio v’ # 0, temos:
H A
Per <= AP émioltiplode v
—
<— AP = tv_>, para algum t € R
= P=A+1v, paraalgumt € R.

Portanto, a equacdo paramétrica de r é:

r:P=A+1tv; teR

Escrevendo esta equacdo em coordenadas, temos que se A = (a,b) e v =

(a, 8), entdo as equagBes paramétricas de 7, neste caso, sdo:
r=a+at

T p teR
y=>b+ [t

Determine a equacdo paramétrica da reta r que passa por A = (2,—3) e é

C—
EXEMPLO 2
paralela ao vetor v° = (-1, 1).

Solucio.

S
/]
e

o
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Temos que:
P=(z,y)er<=(z,y) =(2,-3)+t(-1,1)=2—-t,-3+1), teR

Portanto,
=2t
r: * ; teR,
y=-3+1

sd0 as equacdes paramétricas da reta 7.

Determine o ponto de intersecdo da reta r; paralela ao vetor v° = (1,1) que
passa pelo ponto A = (2, 3) com a reta 3 que passa pelos pontos B = (—1, —2)
e C'=(3,6).

Solucao.

Um ponto P = (z,y) € r1 se, e somente se, P = A + t?, ou seja,
(6,9) = (2,3) +H(1L,1) = 2+ £,3+1) , tER
—> A
E um ponto P = (z,y) € ry se, e somente se, P = B+ sBC', isto é,
(x,y) =(—-1,-2)+5(4,8) = (-1+4s,—2+8s) , s R.
Logo, um ponto P = (z,y) € 1 N1y se, e somente se,
24t=—-1+4s t—4s = -3
<
3+t=—-2+4+8s t—8s= -5
<~— 4s=2 e t=-3+4s
e t=—1.

N | —

< s =

Substituindo t = —1 em (2+¢,341¢), ou s =1/2 em (—1+4s, -2+ 8s),

obtemos que o ponto de intersecdo das retas é P = (1,2).

Atencao: Para determinar o ponto de intersecdo de duas retas dadas
por suas equacdes paramétricas, devemos usar pardmetros diferentes, pois o
pardmetro de um ponto ao longo de uma reta pode n3o ser igual ao pardmetro
do mesmo ponto ao longo da outra reta.

3.3 Equacio cartesiana da reta

Nesta secdo, vamos utilizar o produto interno para caracterizar algebrica-

mente uma reta normal ou perpendicular a uma direcdo dada. Desta forma

[N
EXEMPLO 3

2N
in %
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apresentaremos o segundo tipo de equacdo da reta: a equacdo cartesiana.

. — . —
DEFINICAO 4 Um vetor u’ # 0 & normal ou perpendicular a uma reta r se w L AB,

quaisquer que sejam os pontos A, B € r.

]

T\OA
B
o\

Figura 3.5: Vetor normal a reta 7.

Seja r a reta que passa pelo ponto A = (zy,yo) € é perpendicular ao vetor
w = (a,b) # 0. Ento,
AP 1w
(AP, @) =0
((z =20,y — W), (a,b)) =
a(x —xo) +b(y —yo) =0
ax + by = axg + byg

P=(z,y)er

0

111ttt

ar+by=c, onde ¢=axg+ byp.

A equacio dada por:

riar+by =c

é chamada equacdo cartesiana da reta r.

Diferente das equacdes paramétricas, neste caso, as coordenadas dos pon-
tos pertencentes 3 reta se relacionam através de uma anica equacdo. Nesta
equacdo, observamos que os coeficientes a e b de x e y, respectivamente, sdo
as coordenadas do vetor normal @ = (a,b) e que o valor de ¢ & determinado
quando se conhece um ponto de r, no caso, o ponto A = (zg,yy). Observe
também que a e b ndo podem ser ambos iguais & zero, pois U = (a,b) &€ um

vetor n3o nulo.

S
/]
.

foe)



EQUACOES DA RETA NO PLANO UNIDADE 3

Um vetor @’ = (a,b) # (0,0) é normal a reta r se, e somente se, o vetor OBSERVAGAO 5

v = (—b,a) é paralelo a . A demonstracdo deste fato serd deixada como

exercicio.

. ~ . L
Determine a equacdo cartesiana da reta r que passa pelo ponto A = (—1, 4) EXEMPLO 4

e é normal ao vetor u’ = (2,3).

Solucio.

Como @ L r, devemos ter r : 2z + 3y = c. O valor de ¢ é calculado
sabendo que A = (—1,4) € r, isto é, ¢ =2 x (—1) + 3 x 4 = 10. Portanto, a
equacdo procurada é r : 2z + 3y = 10.

0)4

~

£
<

00X

Figura 3.6: Exemplo 4

: - i I
Determine a equacdo cartesiana da reta r que passa pelo ponto B = (—=1,4) ExEMPLO 5

e & paralela ao vetor o7 = (2,3).

Solucao.
Conhecer um ponto e um vetor paralelo a reta equivale a dar as equacdes

paramétricas:

T $:_1+2t; teR.
y=4-+3t
Como v° = (2,3) || r temos, pela observacio 5, w = (3,—2) L r.
Portanto,
r:3r — 2y =c.
Para determinar ¢, usamos o fato de que B = (—1,4) € r, isto &,

c=3x(—-1)—2x4=-1L

0 A 1S
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Logo, r: 3x — 2y = —11.

[0)%
A
4
3
r U
00X
/ —1 2
Figura 3.7: Exemplo 5
N
EXEMPLO 6
. . . r=3—s
Determine a equacio cartesiana da reta r : ;s € R.
y=142s
Solucio.
Das equacdes paramétricas, obtemos o vetor v/ = (—1,2) paralelo a reta r
e um ponto A = (3, 1) pertencente a ela.
Como, pela observacdo 5, o vetor ' = (2,1) é normal a r, a equagdo
cartesiana de r é
2v+y=c.
Para calcular ¢, usamos que A = (3,1) € r,isto é, c=2x3+1=7.
Logo a equacdo cartesianade r é 22 +y = 7.
oY
r
2
1 A
v “
U 0X
—1 2
Figura 3.8: Exemplo 6.
EXEMPLO T Determine as equacdes paramétricas da reta r : —3x + 2y = 4.

a

KL/
b
—_
O
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Solucao.

Para acharmos as equacBes paramétricas de r precisamos conhecer um vetor
paralelo a r e um ponto de r.

Da equaco cartesiana, temos u’ = (—3,2) Lr = 0" = (2,3) | r.

Para determinarmos um ponto de r, fazemos = = 0 na equacdo cartesiana

de r e calculamos o valor correspondente de y:
r=0=2xy=4=y=2.

Portanto, o ponto A = (0,2) pertence a r. Assim, as equagdes paramétricas

de 7 sdo:
=2t
T v ;teR.
y=2-+3t
0)% T
3
2 —
U
" A OX
—3/ 2

Figura 3.9: Exemplo 7.

3.4 Equacao afim ou reduzida da reta

Nesta secdo estudaremos o terceiro tipo de equacdo de reta no plano: a
equacdo afim. Este tipo de equacdo é o mais trabalhado na Educacio Basica.

Considere uma reta r : ax + by = ¢ dada por sua equacdo cartesiana, onde
w = (a,b) # (0,0) & um vetor normal a 7.

Vamos verificar que r pode ser reescrita das seguintes formas:

e Se b =0, entdo um ponto (z,y) € r se, e somente se, © = E. Ou seja,
a
r={(d,y);y € R},

onde d = — (observe que a # 0).

ISHNeY

1 vy D
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R

%

E

>

Uma reta do tipo r : x = d é dita vertical pois, neste caso, r é paralela ao

eixo-OY ou coincidente com este eixo.

A

oY

Figura 3.10: r & vertical e sua equacdo é x = d.

e Se b # 0, isto &, r é ndo vertical, entdo o ponto (z,y) € r se, e somente

se,
a c
by = —am+c<:>y:—gx+g.
Ou seja,
r = {(x,mz+n);z € R},
onde ¢ e ¢
ndem=——en=-.
b b _
Uma equacdo do tipo y = max +n é chamada equacdo afim ou reduzida da
reta r.

Provamos assim que toda reta r n3o vertical se representa por uma equacio

do 1° grau da forma y = mx + n, onde:

e n é a ordenada do ponto onde r intersecta o eixo—OY . Se n = 0, entdo
r passa pela origem.

e m € a razdo entre o acréscimo de y e o acréscimo de x quando se passa

de um ponto a outro sobre a reta. De fato, se g # x1, ygp = mzg+n e

Y1 = mxy + n, entao:

9y1—Y% _ (mxz1 +n) — (mxo +n) _ m(x; — xo) o

r1 — Zo xr1 — o r1 — Zo

e O nimero m chama-se inclinacdo ou coeficiente angular da reta

Ty =mx -+ n.
Além disso,

o Sem > 0, a funcdo y = ma + n é crescente, isto €, se 11 < 9, entdo

Y1 = mxy +n < Ys = Mr2 + N.

12
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X1 xT2

Figura 3.11: Para m > 0, y = mx + n é crescente.

© Se m < 0, a funcdo y = mx + n é decrescente, isto &, se 1 < g,

entdo y; = mx1 +n > Yo = mzy +n.

(»’Uh yl) 123/

T T2
r

Figura 3.12: Para m < 0, y = mz + n é decrescente.

© Se m = 0, a funcdo y = mx + n é constante, pois y = n para todo

x € R. Neste caso, dizemos que r : y = n & uma reta horizontal.

oY m =0
(x17n> n (l’g,n)
O
r
0X
) Z9

Figura 3.13: Para m = 0, y = mx + n é constante.

13 vy D
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e Seja f o angulo que a reta r : y = mx + n faz com o semieixo—OX

De fato, veja as figuras 3.14, 3.15 e 3.16:

positivo. Ent3o,

oYy

T2 — T1

X () O0X

Figura 3.14: Casom >0 : 0<60 < 7.

l’hyl) oy ly
1

m=2Y — _to(r —0) = tg.

T2—21

L1 0X

Figura 3.15: Casom <0 : § <0 <.

0)8

m=0=0=0= m =tgh.

004

Figura 3.16: Casom =0 : 6 =0.

EXEMPLO S Determine as equacdes afins das retas que contém os lados do tridngulo de
vértices nos pontos A = (1,1), B=(5,1) e C' = (5,3).

A 14

AAAA

%

a
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oy | T1
3 o+
) A B
: L.
1 5/ OX

Figura 3.17: Tridangulo de vértices A, B e C.

Solucao.
e A reta 1 que contém o lado BC é vertical, pois B e C tém a mesma abscissa
5. Assim, ry : x = b.
e A reta 7y que contém o lado AB é horizontal, pois A e B tém a mesma
ordenada 1. Portanto 5 : y = 1.
e A reta r3 que contém o lado AC tem inclinacdo m = % = % Assim, a
equacdo de r3 é da forma:
Ty Y = %x + n.

Como A = (1,1) € r3, obtemos, substituindo x por 1 e y por 1 na equacdo

anterior, que:
lzéxl—l-n — nZl_QZ%'
Portanto,

DO =

+

|8

r3iy =
é a equacdo afim da terceira reta.

3.5 Paralelismo e perpendicularismo entre re-

tas

Duas retas 11 e 5 no plano podem estar em trés posicdes relativas (uma

em relacdo a outra):

(a) coincidentes: quando s3o iguais, isto é, r; = rg;

(b) paralelas: quando ndo se intersectam, isto &,

15 vy D
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Neste caso, escrevemos 71 || ra.

(c) concorrentes: quando se intersectam em um ponto, isto &,

Tlﬂ’/’gz{P}.

A partir das equacdes cartesianas de r; e ry, determinemos quando ocorre

cada uma destas situacdes.

PROPOSICAO 6 Asretas i i ax+by = cery: d'x+b'y = ¢ sdo paralelas ou coincidentes
se, e somente se, existe A £ 0 tal que (a’,b") = A(a, b), isto &, se e somente se,

seus vetores normais sdo maltiplos.

——
DEMONSTRACAO Suponhamos que @' = Aa, b/ = \b, ¢ # Ace A # 0.

Se P = (z,y) € r1, ou seja, ax + by = ¢, entdo
Aax + Moy = e <= dxz+by= A #£.
Provamos assim que se P = (z,y) € 71, entdo P = (x,y) ¢ rq, ou seja,

que vy Nry = <.
Por outro lado, se a’ = Aa, b’ = \b,d = Ace XA # 0, entdo
ar +by =c<= hax + \by = A\ce <= d'x + by =,

ou seja, as retas 1| e 9 s30 coincidentes.
Suponhamos agora que r1 N7y = & ou r| = ry, OU Seja, que r; € Ty S30
retas paralelas ou coincidentes.

Considere o sistema:

ar+by = c
dr+by = ¢
a b ) . :
Se = abl — a’'b # 0, o sistema possui uma anica solucdo dada
/ b/
a
por:
et — b . da — ca
= — =
abl — a'b 4 abl — a'b

Logo, como as retas sdo paralelas ou coincidentes, devemos ter ab’—a’b = 0.
Isto significa que os vetores (a,b) e (a’,’) sdo miltiplos, ou seja, existe A € R
tal que (a/,b0") = A(a,b). Como (a,b) # (0,0) e (a’,b") # (0,0), devemos ter
A#0.

16
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EQUACOES DA RETA NO PLANO UNIDADE 3

Asretas ri:ax+by=c e 19:d'x+by=c sdo coincidentes se, e COROLARIO 7
somente se, existe A € R, A #£ 0, tal que

(@', V) =Aa,b) e ¢ =Ac.

. - . ) I
Pelo teorema acima, se as retas sdo coincidentes, existe A # 0 tal que DEMONSTRACAO

a =Xaeb = \b.
Seja (xg,yo) um ponto da reta r. Como r; = 19, as coordenadas z = xg e

y = 1o satisfazem também a equacdo de ry. Logo,
d =ad'ry+ by = Aaxg + Abyy = Ac,

isto é ¢ = Ac.
Reciprocamente, se existe A € R, A #£ 0, tal que A\a = d', \b =0V e
Ac = ¢, é claro que as equacdes de r; e 1o representam a mesma reta, isto &,

T =To.

Como consequéncia do corolario anterior e da proposicdo 6, obtemos:

Asretas 71 car +by =c e 19:dx+ by = sdo paralelas se, e COROLARIO 8
somente se, existe A € R, A\ # 0, tal que

(@', V) = Aa,b) e ¢ #Ae.

: - : - I
Determine a equagéo cartesiana da reta 75 paralelaaretar, : 2 —2y =3  RExpvrLo 9

que passa pelo ponto A = (2,2).

Solucio.
Seja ry : ax + by = ¢ a equacdo cartesiana da reta r,. Pela proposicédo 6,
existe A # 0 tal que
(a,b) = A(1,—2),

onde (1,—2) é o vetor normal a reta r;. Podemos tomar, sem perda de gene-
ralidade, A = 1, ou seja, (a,b) = (1, —2).

Comory : z—2y = ceoponto A = (2,2) € ry, devemos ter ¢ = 2—2x2 =
—2.

17 vy D



UNIDADE 3 PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS

/—3/2

Figura 3.18: Exemplo 9.

Logo, © — 2y = —2 é a equacdo cartesiana da reta r;.
O o
EXEMPLO 10 Verifique se as retas
rx+2y=—1, r:2x+4dy=2 e r3:3x+06y=-3,
sdo paralelas ou coincidentes.
Solucdo. Multiplicando a equacdo de r; por 2, obtemos ry : 2x + 4y = —2.
Como —2 # 2, temos 7y || ra.
Multiplicando a equacio de r; por 3, obtemos a equacdo de r3. Logo,
r =Ts.
Além disso, ry || 73.
DEFINICAO 9 O angulo Z(r,73) entre duas retas r; e ry se define da seguinte

maneira:
e se 1 e 15 sdo coincidentes ou paralelas, entdo Z(ry,75) =0,
e se as retas sdo concorrentes, isto &, 1 N1y = { P}, entdo Z(ry,r2) é 0 menor

dos angulos positivos determinados pelas retas.

18
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EQUACOES DA RETA NO PLANO UNIDADE 3

(1 ) 1 9
U2
N0/ 4
(%1 Vo
m™—0
Uy

Figura 3.19: Z(r1,72) = 0.

Em particular, 0 < Z(r1,72) < w/2. A medida dos angulos pode ser dada em

graus ou radianos.

Sejam 1? e 1? vetores paralelos as retas concorrentes r; e ry, respectiva-
mente. Entdo, como Z(ry,rm) = L(W,ﬁ) ou Z(ry,r) = m— A(W,?E))
(ver figura 3.19),

— (o1, 02)
cos Z(ry,r9) = | cos ZL(v1",v9")| = TR 0< ZL(ry,m) <m/2

Observe que a férmula vale também quando r; e 7, sdo paralelas ou coin-

cidentes, isto &, quando Z(ry,72) = 0, pois:

= (A, 0 >| RY |<Uz , U2 >|
Aog [ oa |~ A T2 [ low |

=1=cos0 = cos Z(ry,r3) .

. ~ . L
Determine as equacdes cartesianas das retas 1, e 75 que passam pelo ponto ExXEMPLO 11

A= (1,2) e fazem um angulo de 7/4 com a reta r: —2x +y = 3.

_>

Solucdo. Como o vetor u” = (—2,1) é perpendicular a reta r, o vetor v =

(1,2), pela observagdo 5, é paralelo a reta 7.
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oY

R

%

E

>

/—4/5 2/5 1 \ 0X

Figura 3.20: Exemplo 11.

Sejam W, Uy os vetores unitarios que fazem um angulo de 7/4 com o vetor

v’. Entgo, pela proposicio 32 do capitulo anterior, temos:

N v s
v = cos7r/4-W+sin7r/4-m
= 2Z(1,2)+ 32 (-2, 1)
= \{_;<_173)a
. v e
vy” = cos(—7/4) - o] + sin(—7/4) - T
- 2&“ 2) - 2{[( 2.1)
= 10(37).
Como a reta | & paralela ao vetor oy’ = 75(—1,3) e a reta 15 € paralela
ao vetor Uy = 75(3,1), temos que = (3,1) é um vetor normal a reta r; e

= (1, —3) & um vetor normal a reta r,.
Assim,
r:3r+y=c e 7r9:x—3Yy=cy,
ondeci =3x1+1x2=5ec=1x1-3x2= —5s30 as equacdes
cartesianas das retas que passam pelo ponto A e fazem um angulo de 7/4 com
aretar.

~ . n ., T
e Duas retas sdo perpendiculares quando o adngulo entre elas & de 90° (ou 5
radianos). Nesse caso, escrevemos ry L 7.

20
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As retas ry i ax+by =cery: dz+ by = ¢ sdo perpendiculares se, e so-
mente se, seus vetores normais w;’ = (a,b) e Wy = (a', V") sdo perpendiculares,

ou seja,

‘aa’—l—bb’:().‘

De fato, as retas r; e o sdo perpendiculares se, e somente se,
Z(r1,1) = /2 <= cos Z(r1,15) = 0 <= (07, 03’) =0,

onde 77" e Uy sdo vetores paralelos as reta r; e ro respectivamente.
Como wy = (a,b) L ri e wy = (/') L ry temos, pela observaco 5,

que vy = (=b,a) || r1 e 03’ = (=b',d’) || ro. Logo, 1 L 5 se, e somente se,
(07, 02) = (=b)(=V) + ad' = ad’ + bt =0,

ou seja, (w1, w3’ ) = ad’ + bl = 0.

Determine a equacdo cartesiana da reta ry que passa pelo ponto (—2,1) e

é perpendicular a reta ry : 20 — 3y = 4.

Solucdo. Sejary : ax+by = c a equacdo cartesiana de uma reta perpendicular
aretar, :2x — 3y =4.

Pela proposicdo anterior, o vetor uy = (a,b) é perpendicular ao vetor
Uy = (2, —3) e, portanto, Uy = A(3,2) para algum X\ # 0.

Podemos tomar, sem perda de generalidade, A = 1, ou seja, 4y’ = (3,2).

Entdo,

ro 13T + 2y =c,

onde ¢ = 3 X (—2) +2 x 1 = —4, pois o ponto A = (—2,1) pertence a 7.
Obtemos assim que

3r+2y=-—4

é a equacdo cartesiana da reta r.

Vejamos agora como caracterizar o paralelismo e o perpendicularismo entre
duas retas dadas na forma reduzida.
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UNIDADE 3 PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS

E facil verificar que se r; & uma reta vertical, entdo: ry || 7 <= 75 &
vertical.

A proposicdo abaixo nos diz quando duas retas ndo verticais na forma re-
duzida sdo paralelas.

PROPOSICAO 11 As retas ry : y = mx +mn e ry: y = m'z + n' sdo paralelas se, e somente
se, m=m'en#n

DEMONSTRAQAO De fatO, como T I — y = —Nn e To © m/x — y = —n/, temos que fU_> —

(m,—1) e w = (m',—1) sdo vetores normais as retas r| e ry, respectivamente.
Logo, pelo corolario 8, r; e ry sdo paralelas se, e somente se, existe A # 0
tal que

(m',—1) = AXm,—1) = (Am,—\) e —n'# —A\n.

Como —1 = —)\, devemos ter A = 1. Entdo r; || r2 se, e somente se,
m=m'en=#n'

Portanto, acabamos de mostrar que as retas r; : y = mxr +nery:y =
m'x + n’ sdo paralelas se, e somente se, possuem o mesmo coeficiente angular
m e cortam o eixo—OY em pontos distintos.

C—
EXEMPLO 13 Determine a equacdo da reta ry que passa pelo ponto A = (—2,3) e é

paralela a reta

ryy =2x—1.

Solucdao. Como ry & paralela a reta ndo vertical r{, 7o € também n&o vertical.
A equacdo de 7, é da forma
ro 1y =2x +n,

pois r1 e ro tém a mesma inclinacdo m = 2, pela proposicdo 11.

Além disso, como A = (—2,3) € ry, as coordenadas © = —2 e y = 3 desse
ponto devem satisfazer a equacdo de ro. Isto é, 3 =2 x (—2) + n. Portanto,
n="7Tery:y=2x+7éaequacio procurada.

22

S
/]
e



EQUACOES DA RETA NO PLANO

Sejam r; e 1o retas perpendiculares. Se 7 € horizontal, r; : y = b, entdo

ro € vertical, ry : ¥ = ¢, e vice-versa.

oYy )

c 00X

Figura 3.21: Retas horizontais e verticais sdo perpendiculares.
A proposicdo abaixo nos diz quando duas retas n&o verticais e ndo horizontais

sdo perpendiculares.

Sejam r1 :y =mx +nery:y=m'z+n duas retas tais que m #£ 0 e

m' # 0. Ent&o, r; L 75 se, e somente se, mm’' = —1.

Comor, : mr—y = —nery: m'x—y = —n' temos, pela proposicdo 10, que
r1 L 7y se, e somente se, seus vetores normais v’ = (m,—1) e W’ = (m, —1)
sdo ortogonais.
Logo,
rLry<—= (v, w)=mm +1=0<<= mm' = —1.

Determine a equacdo da reta 75 que passa pelo ponto A e é perpendicular

a reta rq, onde:
(@)rm:y=3, A=(2,5); (b) ri:y=2x-5, A=(2,-1).

Solucdo. (a) Como r; é horizontal, 7 deve ser vertical e a sua equagdo da
forma 7y : x = n.

Sendo que A = (2,5) € rq, devemos ter 2 = n e, portanto, 15 : © = 2.
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UNIDADE 3 PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS

oY}
5 A
3 ]
Tro
™
2 0X

Figura 3.22: Reta 1 vertical, ro L 71.

(b) Como r; & ndo vertical e ndo horizontal, a equagdo de 7, deve ser da

. 1
forma 5 : y = ma +n, onde 2m = —1 pela proposicdo 12. Isto &, m = 58

portanto, 1, 1y = —%x + n.
Para determinar o valor de n usamos que A = (2,—1) € ry. Ou seja, as
coordenadas de A devem satisfazer a equacio de ry:
—1:—%><2—|—n:>n:0.

. 1 =
Assim, 79y = —511: é a equacdo procurada.
!
0)% iy
72
\O 2 -
0OX
-1
A
1
Figura 3.23: Reta r; : y = —§m+2, ro L rq.
r | . ~ . . \
EXEMPLO 15 Determine as equacdes cartesianas das retas perpendiculares a reta r que

passa pelos pontos A = (1,1) e B = (2,4).

~ C e 4—-1 .
Solucdo. A reta r tem inclinacdo m = 51 3. As retas perpendiculares

24

S
/]
<
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e 1 1 L.
a r devem, portanto, ter inclinacdio m’ = —— = —3 Logo, a equacio afim de
m
uma reta perpendicular a r é
/. ]'
rqty=—gr+ d.
Variando d € R, obtemos a equacdo de qualquer reta perpendicular a reta r.

)%

1)

A

Figura 3.24: Reta passando pelos pontos A e B e algumas retas da familia 7/, : y = —%x +d.

Escrevemos o valor d como subindice em 7/, para indicar que a reta em
questdo depende do valor d. Ou seja, mudar o valor de d significa considerar
outra reta também perpendicular a r.

A equacdo da reta 7/, se escreve na forma cartesiana como:

r&:%x—i—y:d , ou seja, rh T+ 3y = —3d.

Nesta equacdo d € um namero real qualquer, assim como —3d. Portanto,
fazendo ¢ = —3d, a familia de retas perpendiculares a reta r pode ser reescrita
na forma:

rix+3y=c,

onde ¢ € R & um ndmero real arbitrario.

Exercicios

1. Verifique se os pontos P = (3,2), @ = (1,3) e R = (6,4) sdo colineares.
2. Considere os pontos A = (2,4), B = (4,5) e C' = (5, 2).
(a) Encontre a equacdo cartesiana da reta r que passa pelos pontos A e C'.

(b) Encontre a equacgdo cartesiana da reta s que passa por B e é perpendi-
cular a reta r.
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UNIDADE 3 PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS

10.

(c) Encontre a altura h do tridngulo ABC' em relacdo a base AC.

Considere os pontos A = (0,3), B = (2,1), C = (0,—2) e D = (3,3).
Verifique que os segmentos AB e C'D se interceptam e determine o ponto

de intersec3o.

Sejam r a reta que passa pelos pontos A = (2,3) e B = (3,4) el a
reta que passa pelos pontos C' = (6,0) e D = (1,—3). Verifique que as
retas r e [ sdo concorrentes e determine o ponto P de intersecdo. O ponto
P pertence ao segmento AB, a semirreta AB ou a semirreta oposta a
— : ——

AB 7 O ponto P pertence ao segmento C'D, a semirreta CD ou 3

. ==
semirreta oposta a CD 7

Encontre as equacdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto
P = (1,3) e é paralela a reta s : 22 + 4y = —4. Faca um esboco das

retas r e s.

Encontre o ponto P de ordenada —4 sobre a reta s perpendicular a reta

=1-—-2t
red " ,t € R, que passa por (—2,5).
y=2+3t

Mostre que as retas y = ax — 4 — 2a passam pelo mesmo ponto, para todo
a € R, e encontre este ponto.

Calcule a equac3o afim da reta:

(a) ry paralela a reta s; : 4o — 3y = 1 que passa pelo ponto (6, 2);

(b) 75 perpendicular a reta so : y = 2x — 1 que passa pelo ponto (4,0);
(c) 73 perpendicular a reta s3 : © = 5 que passa pelo ponto (2,4).

Determine a equacdo paramétrica da reta r paralela a reta s : y = 3z — 2
que passa pelo médio do segmento AB, onde A = (3,—4) e B = (9,8).

Dadas as equacdes paramétricas das retas abaixo, diga quais delas represen-

tam a mesma reta:

ry . + JteER; 1o . + teR;
y=—2t+14 y=12t +2
=t+2
Ts . . + ,tER
y=—t+3
26
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=t+1
11. Mostre que asretasr : x+2y = 16, s : y = 2x—2,t : . + ,teR
y=2t+8

ep:y= —g + 12 formam um quadrado.

12. Considere o paralelogramo de vértices A = (1,1), B = (4,3), C = (5,4) e
D. Encontre a equacdo da reta r que passa por D e é paralela & diagonal
de ABCD que n3o passa por D.

13. Discuta a posicdo relativa das retas:
r:4dmzr —my = 3,

s5:12x — 3my = m,

em funcdo de m € R.

14. Esboce a familia de retas descritas pela equacdo 5y = Az + 5, onde 0 <
A <5,

15. Para que valoresde A € Rasretas (A—1)z+6y = —ledax+(A+1)y=1
s3o paralelas 7

16. Encontre todas as retas que sdo perpendiculares a reta s : 3x + 4y = 1.

17. Determine, em funcdo de um Gnico parAmetro, dando seu dominio de vari-
acdo, uma equacdo que descreva a familia de todas as retas que tém a
seguinte propriedade: o tridngulo formado pelas retas e pelos eixos coorde-

nados tem area 2 e esta situado no primeiro quadrante.

18. Sejam m e n dois nimeros reais ndo nulos e P = (z,y) um ponto.

(a) Mostre que quando P descreve uma reta r, entdo os pontos () =

X z
(—, g) também descreve uma reta s.

m n

(b) Se a equacdo de s é ax + By = ~, encontre a equacdo de r.

19. Sejam r; :ax +by =cery: dx+ by = ¢ duas retas concorrentes em um
J Y Yy

ponto P. Mostre que a reta r” : a”x + by = ¢’ passa pelo ponto P se, e

somente se, existem nameros s e t tais que a” = sa +ta’, b’ = sb+tb e

" = sc+tc.
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UNIDADE 3 PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS

20. Sejam P = (—1,3) e Q = (2,2).
(a) Determine a equagdo afim da reta r que passa por P e Q.

(b) Determine as coordenadas dos pontos que estdo sobre a reta r e cuja

distancia ao ponto () é o dobro da distancia ao ponto P.

(c) Determine as coordenadas dos pontos que estdo sobre a reta r e cuja
distancia ao ponto () é \ vezes a distancia ao ponto P, onde A > 0.

21. Seja P o paralelogramo ABDC' cujas diagonais estdo sobre as retas

ri * + teERery: . + ,teR.
y=—-t+1 y=t+2

Sabendo que A = (1,1) e que AB C r, onde r &€ uma reta paralela ao vetor
(2,1), determine os vértices B,C' e D de P.

22. Considere o retangulo ABDC', o ponto ¥ € AB e o ponto F € BD tais
que |AB| = 4,|AC| = 3,|AE| = 2 e |[FD| = 1. Escolhendo um sistema
de eixos ortogonais adequado, determine o cosseno do angulo formado pelas
retas r e [, e calcule a distdncia do vértice C' ao ponto P, onde r & a

reta que contém o segmento AF', [ é a reta que contém o segmento C'E e
{P}=CENAF.

23. Seja ABC' um triangulo qualquer. Mostre, usando um sistema de eixos orto-
gonais adequado, que as alturas AD, BE e CF relativas aos lados BC, AC
e AB, respectivamente, se interceptam num ponto, chamado ortocentro

do triangulo.

24. Mostre que a equacdo cartesiana da reta r que corta o eixo-horizontal no
ponto de abscissa a e o eixo-vertical no ponto de ordenada b, com a e b

diferentes de zero, é dada por d + % = 1.
a

25. Uma reta r que passa pelo ponto P = (2,4/3) forma com os semieixos co-

ordenados positivos um tridngulo de perimetro 12. Determine sua equac3o.

Dica: Utilize o exercicio anterior.

26. Mostre que dados trés pontos A, B e C' ndo colineares existe um, e apenas

um circulo que passa por esses pontos, ou seja, um circulo circunscrito ao
tridangulo ABC.

A
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EQUACOES DA RETA NO PLANO UNIDADE 3

27.

Com isso, fica provado que as mediatrizes dos lados de um tridngulo se
interceptam num ponto, chamado circuncentro, que é o centro do circulo

circunscrito ao triangulo.

Sejam os pontos A = (1,2), B = (3,0) e C' = (—5,—2). Determine a
equacgdo cartesiana do circulo circunscrito ao tridngulo ABC.
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