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UNIDADE 4 DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA

Nesta unidade faremos uma demonstracio algébrica de um resultado bem
conhecido da Geometria Euclidiana que nos da as possiveis posicdes relativas
entre uma reta e um circulo em func3o da distancia do centro do circulo a reta.
Mas, antes vamos deduzir uma férmula para calcular a distancia de um ponto

a uma reta e outra, para encontrar a distancia entre duas retas paralelas.

4.1 Distancia de um ponto a uma reta

Dados um ponto P e uma reta r no plano, ja sabemos calcular a distancia
de P a cada ponto P’ € r. Agora vamos ver como calcular a distancia de P a

reta r.

DEFINICAO 1 Definimos a distancia, d(P,r), do ponto P a reta r por

d(P,7) = min{d(P, P') | P' € r}|

Dizemos que um ponto P* € r realiza a distancia de P a reta r, se

d(P, P*) < d(P,P') ,para todo P’ € r.

Figura 4.1: P* realiza a distancia de P a reta r.

Usando o teorema de Pitagoras é facil verificar que o ponto P* que realiza
a distancia do ponto P a reta r é o pé da perpendicular a r que passa pelo
ponto P.
Assim,
d(P,r) = min{d(P, P'") | P' € r} = d(P, P*).
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POSIGAO RELATIVA ENTRE RETAS E CIRCULOS E DISTANCIAS UNIDADE 4

Sejam r : ax 4+ by = ¢ uma reta e P = (xg,yo) um ponto no plano. Entdo TEOREMA 2
a distancia de P a r é dada por

_ Jaxg + by — c|
d(P,r) = VI

I
Seja s a reta perpendicular a reta r : axr 4+ by = ¢ que passa pelo ponto DEMONSTRACAO
P = (xOJy(])'
Como u’ = (a,b) L r, temos que u’ || s. Logo,

= t
s T=Tta it e R,
Yy =1+ bt

sdo as equacdes paramétricas de s.

Figura 4.2: Demonstracdo do teorema 2.

Seja P* o pé da perpendicular a  que passa por P, ou seja, {P*} =rnNs.
Entdo, P* = (zo + at*, yo + bt*), para algum t* € R, e
a(xg + at*) + by + bt*) = ¢
< (a®+b*)t" +axo+ by =c
¢ — (axg + byo)
a? + b2 '

Como d(P,r) = d(P, P*) = ||PP* || ¢ PP* = (a,b)t*, temos:

axo + byy — ¢
Ay =l e b)) = A

— tr=

~awo + byo —

W ==
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UNIDADE 4 POSI(;AO RELATIVA DE UMA RETA E UM CIRCULO NO PLANO

TEOREMA 3

O
DEMONSTRACAO

R
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4.2 Posicao relativa de uma reta e um circulo

no plano

Na unidade anterior, estudamos as posicdes que duas retas podem ter no
plano. Abordaremos agora as posicdes relativas entre circulos e retas do ponto
de vista algébrico. Para isso, lembramos da Geometria Plana, que um circulo C
e uma reta r no plano podem estar em trés posicdes relativas (uma em relagdo

a outra):

(a) 7 N C consiste de dois pontos: a reta r é dita secante ao circulo C.
(b) » N C consiste de exatamente um ponto: a reta r é dita tangente
ao circulo C.

Neste caso, o ponto de intersecdo é chamado ponto de tangéncia
de 7 com C.

(c) rNC = @ areta r é dita exterior ao circulo C.

No seguinte teorema estabelecemos uma propriedade que caracteriza a tangén-

cia de uma reta a um circulo.

Se a reta r é tangente no ponto P (ponto de tangéncia) ao circulo C de
centro A e raio o > 0, entdo a reta que passa por A e P é perpendicular a

reta r.

Seja OXY o sistema de eixos ortogonais que tem origem no ponto A e
eixo—OX positivo contendo o ponto P. A escolha desse sistema de eixos

ortogonais visa facilitar a demonstracdo do teorema.
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UNIDADE 4

Neste sistema de coordenadas, A = oy r
(0,0) e P = (,0). c
Para demonstrar o teorema, basta
mostrar que a equacdo da reta r no
sistema de coordenadas escolhido é 7 : A P = (a,Q)

(00,4
r=aq.

Suponhamos, raciocinando por ab-

surdo, que r n3o é vertical. Isto &,

r:y=ax+b. _ _
Como P — (Oz, O) cr devemos ter Figura 4.3: Escolha do sistema de coordenadas.
0O=aa+b. Logo b= —a« e aequacio de r é
riy=ar—ax, ou melhor, roy=alr—a).
Consideremos o sistema:
y=a(z— )

2

4.1
2+ y?=a?, (4-1)

2 ¢ a equacdo do circulo C no sistema de coordenadas escolhido.

onde 724+y% = «
Um ponto é comum a reta 7 e ao circulo C se, e somente se, suas coorde-
nadas satisfazem as duas equagdes do sistema (4.1).

Substituindo y da primeira equacdo na segunda, obtemos:
P +ad(r—a)i=a> <= 2*-a’+ad*(z—a)=0
— (z-a)(z+a)+d(r—a)’=0

— (z—a)[z+a+d(r—a)] =0.

Ent3o, ,
~1)
r=aou r+a+a(r—a) r=aoou T e
Logo, o sistema (4.1) tem duas solug@es:
P = (a,0), correspondente a = = q;
-1 2 21 -
P = <a(1a+ > ),—1 jiz , correspondente a x = O[(1a+a?) (verifique!).

Mas isso é absurdo, pois a reta r e o circulo C so tangentes.
Assim, a hipétese de que r é uma reta ndo vertical é falsa. Isto conclue a

prova do teorema.

2N
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g
ExeEmMmPLO 1
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Sabendo-se que o circulo C esta centrado em @ = (2,4) e que o ponto
P =(2,—1) € C, dé a equacdo da reta r tangente a C que passa por P.
Encontre também a outra reta tangente a C e paralela a r.

Solucdo. A equacdo do circulo C &
C:(x—2)*+ (y—4)*= R?%,
onde R > 0 & o raio. Como P = (2,—1) € C, temos
(2—-2)2+(-1—4)>=R?, ouseja, R?*=25.
Portanto, C tem raio R = 5 e sua equacdo é
C:(x—22+(y—4)2*=25.

Pelo teorema anterior, a reta r tangente a C no ponto P é perpendicular 3
reta s que contém os pontos () e P.

A reta s é vertical, pois os pontos () e P tém abscissas iguais a 2. Portanto,
sua equacgdo é s : © = 2 e a reta r deve ser horizontal. Como P = (2,—1) € r,
todos os pontos de r devem ter ordenadas iguais a —1. Isto é, r:y=—1 éa
equacio procurada da reta 7.

Seja agora 1’ a outra reta tangente a C paralela a reta r. Como 1’ : y = a,

para algum a € R, e r N C consiste de apenas um ponto, a equacdo
(x —2)2+ (a —4)? =25,

deve ter apenas uma solucdo para x. Mas isso ocorre somente quando 25 —
(a—4)P2=0<=a—-4=4b<=a=4+5=9 < a=4-5=—1

A segunda possibilidade corresponde a reta r : y = —1 e a primeira a reta
r’ :y =9 procurada. Oyl
9
riy=9 ¢
C
4 o
2 0X
\O
riy=-—1 -1 P
6



POSIGAO RELATIVA ENTRE RETAS E CIRCULOS E DISTANCIAS UNIDADE 4

Figura 4.4: Circunferéncia C e tangentes horizontais.

Sejam r : ax + by = ¢ uma reta e C um circulo de centro A = (z9,99) e TEOREMA 4
raio o > 0. Entdo,
(a) CNr = o se, e somente se d(A,r) > a.
(b) C N1 consiste de um dnico ponto se, e somente se, d(A,r) = a.

(c) C N r consiste de exatamente dois pontos se, e somente se,
d(A,r) < a.

r

Figura 4.5: d(A,7) > a.

Figura 4.6: d(A,7) = a.

Figura 4.7: d(A, 1) < a.

. R . R I
Se A € r, entdo as coordenadas de A satisfazem & equacdo de r, ou seja, DEMONSTRACAO

axg + byg = ¢, e, portanto,

|axo +byo —c| 0 R
VaErE yage 0T dArn),

e o teorema é verdadeiro.

! vy D
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Suponhamos agora que A ¢ r, e consideremos o sistema de equaces

(4.2)

ax + by =c,
(2 —20)* + (y — %0)* = a?,

onde a primeira equacdo é da reta r e a segunda equacdo é do circulo C de
centro no ponto A e raio o > 0.
Vamos analisar o sistema 4.2 quanto ao namero de solucdes:
e Se b # 0, entdo a primeira equacdo de (4.2) nos da
a C

Em particular, a reta r n3o é vertical. Substituindo essa expressdo de y na

segunda equacdo do sistema (4.2), obtemos:
2
(:U—xo)z—l—(—gx—i-f—yo) = ao?
1 2
— (v —m0)*+ (—E[aa:—c—i—yob]) = o?

1\?2 2
= (x—x0)2~|—<——> lax —c+yb]” = o?

b
— (35—x0)2—|—bi2(cwc—c—l—yob)2 = ao?
— V(x—20)2+ (ax —c+yb)® = a2?
— bz —20)® + (az—azo + axo + byo — ¢)* = a??
= b(z — 20)> + (a(x — m0) + [azo + byo — ¢])° = ab?

Fazendo 2’ = o — 29 € Qg = axg + byy — ¢, temos
(@) + (a(z)+ Qo) = ab?
— V()2 +a®(2')? +2a2'Qo + Q3 = ?V?
> (a®*+ V%) (2')? +2aQor’' + (Q2 — a?V?) = 0.

Esta altima equacdo (de grau dois) tera uma dnica solucdo para ' (e,
portanto, uma anica solucdo para x) se, e somente se, o seu discriminante é
igual a zero, isto &,

A = (2aQo)” — 4 (a® + ) (Q3 — a?b?) = 0.

Ou seja,

S
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e
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POSIGAO RELATIVA ENTRE RETAS E CIRCULOS E DISTANCIAS UNIDADE 4

4a?Q% — 4a*Q3 + 4a’b?a® — 4P QE + 4a?b* = 0
4a’b?a® — 40PQE + 4020t = 0
40* (a®a® — Qf + o?b?) = 0
a’a® — Q3+ a?h? = 0, poisb#0
()~ Gh = 0

Q2@ +1) = QF

L@
a? + b2’

Lembrando que Qg = axy + byo — ¢ e extraindo a raiz quadrada, obtemos:

byn —
o= |azo +byo —¢| _

d(A,r).
Va1 B2 (Ar)

Logo, r N C consiste de um nico ponto, isto &, r é tangente a C se, e
somente se,
a=d(Ar).
Analogamente, temos que o sistema (4.2):
e ndo tem solugdo <= A < 0 <= a < d(A,r);

e tem duas solugbes <= A > 0 <= a > d(A,r).

Ou seja, a reta r é exterior ao circulo C se, e somente se, « < d(A,r), er

é secante a C se, e somente se, a > d(A, ).

O caso em que 7 : x = ¢ € uma reta vertical fica como exercicio.

E——
Calcule a distancia do ponto P = (1,—1) aretar: x + 2y = 1. EXEMPLO 2

Solucio.

0 vy D
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oy

Figura 4.8: Exemplo 2.

Vamos resolver o problema de trés maneiras:

(1) Usando a férmula obtida no teorema 4: sendo zy = 1, yo = —1,
a=1 b=2¢e c=1, temos
o fIx142x(=1)—1 |1-2-1] 2
- VIZyo? VIt B

(2) Vamos achar o > 0 de modo que o sistema

d(P,r)

r+2y=1

(x—1)*+ (y+1)* = o,
tenha uma anica soluco, ou seja, de maneira que a reta r seja tangente ao
circulo de centro P e raio a.

Substituindo z = 1 — 2y na segunda equacdo, obtemos
(1-2y—1)+(y+1)° =0’
Entdo, 4y + y? + 2y + 1 = o?, isto &,
5y + 2y + (1 — a?) = 0.

Essa equacio possui uma tnica solucdo se, e somente se, o seu discriminante

é igual a zero:

A=22—-4x5x(1-a?) = 0
4-20(1—a?) = 0
1-5(1—-a%) = 0
1-5+5a®> = 0
o? :%1 = a:%.
D 10



POSIGAO RELATIVA ENTRE RETAS E CIRCULOS E DISTANCIAS UNIDADE 4

Portanto,
2
diP,r)=a=—.
(Pr)=a=2
(3) Seja " a reta que passa pelo ponto P = (1,—1) e & perpendicular a
reta r : x + 2y = 1. Como r tem inclinacdo m = —5 reta r’ tem inclinacdo
1 1
n=-——= = 2. Logo, a equacdo de 1’ deve ser 1’ : y = 2z + d.

m . —1/2
Sendo P = (1,—-1) € v/, temos -1 =2x1+d = d=—-1—-2= -3.
Assim, ' : y = 2z — 3. Note, também, que a equacdo de r se escreve:

1 1
iy = —5.17 + 5
Seja rNr’ = {P*}. Se P* = (x,y), entdo

1 1 . 1 1
2x—3——§x+§,ouseja,<2+§)x—§+3.
Portanto,
x—gxz—z e —2><z—3——1
57275 Y=2X5 72T T
LT 1N
Logo, P* = (5’ —5). Finalmente,

concluindo, assim, o célculo desejado.

4.3 Distancia entre duas retas no plano

Definimos a distancia entre r e ' como sendo a menor distancia entre DEFINICAO 5
um ponto de r e um ponto de 7.

Isto é,

d(r,r") = min{d(P,P")|Per e P er'}

Pela definicdo anterior, podemos concluir que d(r, ') = 0 se, e somente se,

r e r’ s30 coincidentes ou concorrentes.

1 vy D



UNIDADE 4 DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS NO PLANO

Consideremos, entdo, duas retas paralelas e /. Sabemos que, dado R € r,

existe um dnico ponto R* € 1/, pé da perpendicular a 1’ tracada por R, tal que
d(R,R) > d(R,R*), paratodo R €r'.
Como r || 7/, temos d(Q, Q*) = d(P, P*), quaisquer que sejam P, Q) € r,
pois QPP*Q* & um retangulo. Entao,
d(Q? Q/) > d(Q: Q*> = d(P> P*) = d(Pa T/) ,

quaisquer que sejam Q €r e Q' €r'.

Q o

Figura 4.9: Distancia entre duas retas paralelas.

Logo, qualquer que seja P € r,
d(r,r") =d(P,r").

Como conseqiiencia do teorema 2, temos o seguinte corolario.

COROLARIO 6 Sejam r : ax + by = cer’ : ar+ by = ¢ retas paralelas (¢ # ) ou
coincidentes (¢ = ). Entdo,
/
d(r,r'") = de=cl
——
DEMONSTRACAO Seja P = (xg,yo) um ponto da reta r. Entdo
+ byo — |
d(r,r") = d(P,r’ _ lazo .
) =dB = T
/
Como axy + byy = ¢, obtemos d(r,r’) = de=dl
0 Yo ( ) \/m

12
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POSIGAO RELATIVA ENTRE RETAS E CIRCULOS E DISTANCIAS UNIDADE 4

Determine as equacdes das retas paralelas a reta r : v + 2y = 2 que distam  pxpvpLo 3

5 unidades de 7.

Solucdao. Seja s:x + 2y = c uma reta paralela a reta r. Temos,
[
VI

Logoc:2—|—5\/30u c=2—"5v5, ou seja,
31:x+2y:2+5\/5 e 32:x+2y:2—5\/5,

sdo as retas paralelas a r que distam 5 unidades da reta 7.

d(r,s) = 5 <= =5 |c—2| =5V5.

Vejamos outra solucdo para o mesmo problema sem usar a férmula da dis-
tancia entre duas retas paralelas.

Seja t : y = 2x a reta perpendicular 3 reta r que passa pela origem. Logo,
rNt={P}, onde P =(2/5,4/5) (verifique!).

Sejam (z,2x) os pontos pertencentes a reta ¢ que distam 5 de 7, ou seja,

(2. (29) =5

2\ 2 2\ 2
(x—g> +4<m—g) — 95

2
:}5(:5—%) :25<:>x=i\/5+§.

Ent3o,

Como t : y = 2x, os pontos ao logo de ¢ que estdo a distancia 5 de P s3o:

2 4
2 4
Py = (—\/5+5,—2\/5+g).

Consideremos agora as retas s; e sy paralelas a reta r que passam por P e
P;, respectivamente.
Como
d(s1,r) =d(P,P)=5
d(sg,r) = d(Py, P) =5,

S1 € So sdo as retas paralelas a r que distam 5 unidades de r, e suas equacdes

81:x+2y:5\/55+2—|—2<10\/_$) =55 +2

—5\/55+2 49 (—10\25+4)

s30:

So x4+ 2y = :—5\/54-2.

13 vy D
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oYy

/

1

Py

[~

Figura 4.10: Retas a distancia 5 de r.

Exercicios

1. A distancia da reta 4x — 3y + 1 = 0 ao ponto P é 4. Se a ordenada de P
é 3, determine sua abscissa.

2. Um ponto se move de maneira que sua distancia ao ponto (1, —1) é sempre
igual a duas vezes a distancia a reta 3x — 2y + 6 = 0. Determine a equacéo

de seu lugar geométrico.

3. Sabendo-se que o circulo C esta centrado em (1,3) e que o ponto P =
(—1, 1) € C, encontre a equacdo da reta r tangente a C que passa por P.

Encontre também a reta tangente a C e paralela a r.

4. Encontre as equacdes das retas paralelas a reta 7 : 22 + y = 1 que distam
3der.

5. Encontre, se possivel, A € R para que d(r, P) = 3, onde:
(@) r:x—y=3eP=(2\ ), onde A > 0.
(b) r:  z=ye P=(2,V3).

6. Determine a equacdo do lugar geométrico de um ponto que se move de

maneira que sua distancia a reta 4x — 3y + 12 = 0 é sempre igual a duas
vezes sua distancia ao eixo OX.

14
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POSIGAO RELATIVA ENTRE RETAS E CIRCULOS E DISTANCIAS UNIDADE 4

7. Mostre que a reta y = ax + b & tangente ao circulo 22 + 3> = R? se, e

somente se, b = (1 + a?)R%.

8. Encontre as retas que passam pelo ponto (2,7) e tangenciam o circulo de
centro em (3,0) e raio 3.

9. Calcule a distancia:
(a) dareta 2y =z + 1 ao ponto P = (2, —1).
(bydaretaz+y=2aretax+y=3.

10. Considere o sistema n3o linear

y=2xr+1
(=2 +(@y-1)°=R

Y

onde R € R. Faca uma anélise do niimero de solucdes desse sistema em

funcdo do parametro R.

11. Suponha que a reta r : 3z — 2y = 1 tangencia um circulo C com centro no
ponto (2, 3).
(a) Calcule o raio do circulo C.
(b) Calcule o ponto de tangéncia da reta r com a circunferéncia C.
(c) Determine a reta que tangencia C e é paralela a r.

12. Sejam r e 7’ duas retas concorrentes no plano. Dizemos que uma reta s é
bissetriz de r e r’ quando os angulos entre r e s e entre 7’ e s sdo iguais.

Se s e s’ sdo as bissetrizes das retas concorrentes r e 1/, mostre que
sUs ={P|d(P,r)=d(P,1")}.

13. Considere as retas ry : a;x+by = 1 € g : agx+boy = o, onde a2 +03 = 1
e a3 + b3 = 1. Mostre que as duas bissetrizes dos angulos formados por 7
€ 79 Sa0

(e —ag)z+ (b1 —b)y=c1—ca e (a1 +az)r+ (b1 +b)y =01+ ca.

Dica: Utilize o exercicio anterior.

14. Sejam asretas ry : 4o+ 3y = 0 e ry : 3z + 4y = 0. Determine as equacdes
dos circulos de raio igual a 7/5 que sdo tangentes as retas r; € 7.

15 vy D
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UNIDADE 4 DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS NO PLANO

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. n ~ : . ; —_—
Considere o angulo PR() cujos lados s3o as semirretas RP e R(Q) . Deter-
mine, em funcdo de um pardmetro, os pontos da semirreta que bissecta esse

angulo. Resolva também o caso particular em que P = (3,1), R = (2,4) e

Q=(-1,2).

Encontre a equacdo cartesiana do circulo inscrito ao tridngulo ABC, onde
A=(3,4), B=(6,—-2)e C = (4,6).

Sejam r uma reta e A um ponto ndo pertencente a . O ponto simétrico
do ponto A em relacdo a reta r é o ponto A’ tal que » & a mediatriz do
segmento AA’. Determine as coordenadas de A’ sabendo que r : ax+by = ¢

e A = (xo,y0). Faga o caso particularem que r: y =2x+1e A= (4,1).

Sejam 7 e s duas retas concorrentes. A reta obtida refletindo a reta s em
relacdo a reta r é a reta s’ tal que r € uma das bissetrizes de s e s’. Supondo
que r s ax +by =¢,s:dr+by=cerns={(xgy)} determine
a equacdo da reta s’. Resolva o caso particular em que r :  + 3y = 3 e
s:2x+y=1.

Considere as retas paralelas 7 e s. A reflexdo da reta s em relacdo a reta
r & a reta s’ paralela a reta r, diferente de s, tal que d(s',r) = d(s,r).
Supondo que 7 : ax +by = ce s : axr + by = ¢, encontre ¢’ € R, em
funcdo de c e ¢/, de modo que s’ : ax + by = ¢”’. Faca o caso particular em
quer:3x+2y=2es:3x+2y =4

Considere as retas r; : 3 + 4y = 2 e ry : 3z + 4y = —3. Determine, em
funcdo de um parametro, a equacédo da familia de circulos tangentes as retas
r1 € 9. Se o centro do circulo pertence a reta [ : x +y = 1, encontre sua
equacao.

(Posicao relativa entre dois circulos) Sejam C; e Cy dois circulos de centro
Ay e Ay eraios 11 e 19, respectivamente. Sendo ¢ = d(A;, Az), mostre que:
(a) C1NCy é vazio se, e somente se, ¢ > 11 +1T5 0u Ty > rofcoury > ri+c.

(b) Cy N Cy consiste de um Gnico ponto se, e somente se, ¢ = 71 + 3 oOu

T =7To+COUTy =11+ cC.

16
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(c) C1NCs consiste de dois pontos se, e somentese, c < ry+rooury < ro+c
oury <ri+ec.
Conclua: C, possui um ponto interior e outro ponto exterior a C; se, e

somente se, C; N Cy consiste de dois pontos.

17 vy D
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