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UNIDADE 6 INTRODUGAO

6.1 Introducao

Neste capitulo realizaremos um
estudo similar ao feito no capitulo
anterior com a cénica hipérbole.
Definiremos o lugar geométrico e seus
elementos, estudaremos a sua sime-
tria e obteremos a forma candnica
da sua equacdo. No exercicio 7,
sdo descritas duas maneiras de cons-
truir, cinematicamente, a hipérbole,
usando o GeoGebra.

A hipérbole, usada por Apolénio

para resolver o problema de trisseccdo

Figura 6.1: Um ramo da hipérbole

de um angulo, aparece também no

dia-a-dia, sem percebermos a sua presenca, como podemos ver na Figura 6.1,
onde um cone de luz intersecta uma parede paralela ao seu eixo, ou na tecnologia
dos modernos sistemas de GPS (Global Positioning System).

6.2 Hipérbole

DEFINICAO 1 Uma hipérbole H de focos F; e F; é o conjunto de todos os pontos P
do plano para os quais 0 médulo da diferenca de suas distancias a F} e F é

igual a uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.

H:{P| |d(P,F1)—d(P,FQ)|:2CL}, O<a<ec, d(Fl,F2>:20.

Terminologia

e Os pontos F e F), sdo os focos da hipérbole e a reta que os contém é a reta
focal.

e A intersecdo da hipérbole H com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois
pontos, A; e Ay, chamados vértices da hipérbole.
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HIPERBOLE UNIDADE 6

Note que, se @@
Pel—FF, — —t

entdo P ¢ H.: P L a42c }TQ

De fato, se o ponto P (b)
pertence a semirreta de origem —L 4y
F} que ndo contém Fye d(P, F}) = f’:1 z+2¢ Fy P
v (Figura 6.2 (a)), entdo P ¢ Figura 6.2: Necessariamente 7 N ¢ C Fy Iy
H, pois:

|d(P, Fy) — d(P, F,)| = |z — (x + 2¢)| = 2¢ > 2a.
E se P pertence a semirreta de origem F» que ndo contém Fy e d(P, F}) =«

(Figura 6.2 (b)), entdo P ¢ H, pois:
|d(P, F\) — d(P, Fy)| = |(x + 2¢) — | = 2¢ > 2a.

Seja, entdo, Ay € F1FoNH tal que d(A, Fi) =zel <z <c

Ly Ly /

Fy A1 A2 132

Figura 6.3: Posicionamento dos vértices em relacdo aos focos

Como d(Fi, Fy) = 2¢, temos:

|d(Ay, Fy) —d(Ay, Fy)| =20 <= |z — (2¢c—2)| =2a
= |20 —2c| =2a
<~ 2c—2x=2a
<~ r=c—a.
Logo, o ponto A; de F| F;, distante ¢ — a de F}, pertence a hipérbole .
Analogamente, o ponto A, de F}F5, distante ¢ — a de F3, pertence a
hipérbole H.

e O segmento A; A, é denominado eixo focal da hipérbole e seu comprimento
é d(Ay, A2) = 2a (Figura 6.4).

T | a : a le g

F A c Ay Fo

Figura 6.4: Posicionamento dos vértices e do centro em relacdo aos focos

e O ponto médio C' do eixo focal A; A, é o centro da hipérbole (Figura 6.4).
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UNIDADE 6 HIPERBOLE

O centro C é também o ponto médio do segmento F} F, delimitado pelos

R

%

E

>

focos:
C p—

A+ As _

4+ Iy

2

Observe que d(C, Fy) = d(C, Fy) = ce d(C, A;) =d(C, Ay) = a.

e A reta /' que passa pelo centro
C e é perpendicular a reta focal ¢
é a reta nao focal da hipérbole.
Como ¢’ é a mediatriz do segmento
F1F5, a hipérbole n3o intersecta a
reta ndo focal ¢, pois, se P € ¢,

temos (Figura 6.5):
|d(P, F1) — d(P, F>)| = 0 # 2a.

e O segmento B; B,, perpendicular
ao eixo focal que tem ponto médio
C' e comprimento 2b, onde b* =
c? — a?, & denominado eixo nao
focal da hipérbole, e B; e B; sdo
os vértices imaginarios da hipérbole

(Figura 6.6).
e A excentricidade da hipérbole
L, C
Hée=—.
a

c > a.

Note que e > 1, pois

e O retangulo de base da hipér-
bole H & o retangulo cujos lados
tém A;, A, B; e By como pontos
médios. As retas que contém as
diagonais do retangulo de base sio
as assintotas de H (Figura 6.7).
Portanto, as assintotas de H sdo
as retas que passam pelo centro da
hipérbole e tem inclinacdo +— em
relacdo a reta focal. Assim, ge 4

s30 as bissetrizes das assintotas.

é/

P A C

Ay F

Figura 6.5: Pontos da reta nio focal ndo pertencem a ‘H

e/
By
b C
. 14
A C a Ay Iy
By

Figura 6.6: Relagdo dos comprimentos a, b e ¢

U

/Assmtotas

~~

Retangulo

Figura 6.7: Retangulo de b

de base

ase e assintotas da hipérbole



HIPERBOLE UNIDADE 6

Pelo teorema de Pitagoras, as diagonais do retangulo de base da hipérbole
H tém comprimento 2¢, pois a distancia do centro C' de H a qualquer vértice
do retangulo de base é igual a c.
e Uma hipérbole é equilatera, se o comprimento do eixo focal for igual ao
comprimento do eixo ndo focal, isto &, a = b.

O retangulo de base de uma hipérbole equilatera é um quadrado e as assin-
totas se intersectam perpendicularmente.

e Duas hipérboles sdo conjugadas se o eixo focal de cada uma é o eixo ndo
focal da outra.
Duas hipérboles conjugadas possuem o mesmo retangulo de base, o mesmo

centro, as mesmas assintotas e os focos estdo a uma mesma distancia do centro.

A hipérbole & simétrica em relaco a reta focal, a reta ndo focal e ao centro. OBSERVACAO 2

(a) Simetria de # em relacdo a reta focal. Se P € He P' éo
simétrico de P em relagdo a reta focal, entdo (Figura 6.8):
ARPQ=AFRPQ e AERPQ=ARPQ.
Em particular,
2P| =[P e [Py Pl = |Fy Pl
Logo,
(P, Fy) — d(P', Fy)| = |d(P, F,) — d(P, Fy)| = 2a => P' € H.

El

Figura 6.8: Simetria da hipérbole em relacdo a reta focal

A simetria em relacdo a reta n3o focal se verifica de maneira analoga.

> A 1S



UNIDADE 6 FORMA CANONICA DA HIPERBOLE

(b) Simetria de 7 em relacdo ao centro.
Se P € H e P” é o simétrico de P em relacdo ao centro (Figura 6.9),
entao:
AF,CP = AF,CP” e APCF, = AP'CF;.
Em particular,
[FoP| = [FLP"] e |F Pl = [P,

Logo,
d(P", Fy) — d(P", )| = |d(P, F\) — d(P, F5)| = 2a = P" € H.
el
/ \
Ay Ay 14
F1 C F2

Figura 6.9: Simetria da hipérbole em relacdo ao centro

6.3 Forma candnica da hipérbole

Como fizemos para a elipse, vamos obter a equacdo da hipérbole em relacdo
a um sistema de eixos ortogonais O XY nos casos em que o eixo focal & o eixo
OX ou o eixo OY.

6.3.1 Hipérbole com centro na origem e reta focal co-

incidente com o eixo OX

Neste caso,
F1 = (—C, O), Al = (—a, 0), B1 = (O, —b>
F2 = (C7 0), A2 = (CL,O), BQ = (O,b)
Logo,

P = (z,y) € H <= |d(P,F\)—d(P, F,)| =2a
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HIPERBOLE UNIDADE 6

d(P, Fy) — d(P, F5) = 2a  (ramo direito de )
<~ ou
d(P, Fy) — d(P, F,) = —2a (ramo esquerdo de H)

Vic+e)?+y?2—+(r—c)?+y>=2a (ramo direito de H)
ou
Viic+e)2+y?—/(r—c)?>+y>=—2a (ramo esquerdo de H).

Continuando o desenvolvimento de maneira analoga ao caso da elipse, e

2

lembrando que 0? = ¢ — a?, chegamos a conclusio que

P=(z,y) €H <= (—a*)r*—a*y’ =a’*(c® —a?)
s 20?2 = a2
2 2

T Y

Esta altima equacdo é a forma candnica da equacdo da hipérbole H
de centro na origem e reta focal coincidente com o eixo—OX. Como as
assintotas de H sdo as retas que passam pela origem (centro) e tém inclinacdo
j:é em relacdo ao eixo—OX (reta focal), suas equacdes sdo y = j:a x, ou

a
seja, bx —ay =0e bx +ay = 0.

6.3.2 Esboco da Hipérbole

Sejam H uma hipérbole e OXY Y sfico de f(z)
um sistema de eixos ortogonais no
qual O é o centroe o eixo OX é a b
reta focal de H. Nesse sistema, a
~ L ~ Fl Al A2 F2
equacdo de H é a equagdo (6.1). 4 e

Dessa equacdo, obtemos
b
y=+-Va?—a?
a

comzx >aoux < —a.

Considere a funcio
fila+o0) — R

v f@)=y= VP @,

cujo grafico é a parte de H situada no primeiro quadrante (Figura 6.10).

Figura 6.10: Grafico da fungdo f(x)

Temos que f(a) =0 e f(x) é crescente e cdncava, pois

! A 1S



UNIDADE 6 FORMA CANONICA DA HIPERBOLE

bx —ab

f’(:c):m>0 e f”(x):m<0,
para todo z € (a,+00).

Pela simetria da hipérbole em Y } Grafico de
relacdo ao eixo—OX (reta focal) - g
e ao eixo—OY (reta ndo focal), o Bb2
grafico de H é como se mostra na
Figura 6.11. A% AZ £ =

Vamos explicar o nome assin-
tota dado as retas que contém B
as diagonais do retangulo de base.

Para isso, seja H a hipérbole dada
pela equacio canénica (6.1). Figura 6.11: Grafico de # : Zy — 4 — 1

Se P = (z,y) € H, isto & b*z? — a*y* = a®V?, ery : bx —ay = 0 é uma
assintota de #, ent3o,

_ Y
d(P,r.) = 16z —ay| \ ry A
Vb2 1 a2 \ /
B
_ |bx — ay| |bx + ay| \\ 62 /{
Vb2 +a? |bx + ay|
2 9 2 9 Fl\Al Azlf F2 -
_ Pt —aty? 1 ] al X
Vb2 + a2  |br + ay|
B a’b? 1 By
Vb2 + a2 [br +ay| ,
LOgO, d(P7 7“+> — 0, quando Figura 6.12: d(P,r4) — 0, quando  — o0 e y — £oo
x_>:|:ooey_>:|:oo_ e d(P,r—) — 0, quando = — +o00 € y — Foo

De modo analogo, verificamos que d(P,r_) — 0, quando x — 400 e
y — Foo, onde P = (x,y) € Her_:bxr+ay =0 éa outra assintota da
hipérbole.

6.3.3 Hipérbole com centro na origem e reta focal co-

incidente com o eixo OY

Neste caso, temos F| = (0, —c), F, = (0,¢), Ay = (0,—a), Ay = (0,a),
By = (=b,0) e By = (b,0), onde v* = ¢ — a*®. Procedendo como no caso
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HIPERBOLE UNIDADE 6

anterior, obtemos que a equacio da hipérbole H é:

Y = 1 Forma candnica da hipérbole de centro na (6 2)
a? b2 origem e reta focal coincidente com o eixo—OY'.

b .
As assintotas sdo as retas r = ia y, ou seja, ar — by =0 e ar + by = 0.

a A2 _ Grafico

de H

By By

2

Figura 6.13: Grafico de H : % -4 =1
a

b2

Determine a equacio da hipérbole equilatera com focos nos pontos (—+/8, 0) EXEMPLO 1

e (v/8,0).

Solucdo. Como F| = (—+/8,0) e F, = (1/8,0), o centro da hipérbole &
C— L+ F
2

Sendo a hipérbole equildtera (a = b), c = V/8 e ¢ = a® + b?, obtemos que
8=a’+a%>=2a% istoé a’>=4. Logo,a=b=2e

2 2

oy
L=
HeT =

é a equacdo da hipérbole. Além disso, A; = (—2,0) e Ay = (2,0) sdo os

= (0,0) e a reta focal é o eixo—OX.

vértices, B; = (0, —2) e By = (0,2) sdo os vértices imaginarios e y = +x sdo

as assintotas da hipérbole H.

.
Mostre que a excentricidade de qualquer hipérbole equilatera é v/2. EXEMPLO 2

Solucdo. Como a = b e ¢® = a? + b?, temos que ¢ = 2a?, ou seja, ¢ = v/2a.

Logo,ezgzﬁzﬁ.

a

0 vy D



UNIDADE 6 FORMA CANONICA DA HIPERBOLE

—
EXEMPLO 3 Os vértices de uma hipérbole sdo os pontos (0,3) e (0, —3) e um de seus

focos & o ponto (0,5). Obtenha a equacdo da hipérbole, o comprimento do seu
eixo focal e suas assintotas.
Solucdo. A hipérbole tem centro C' = 03)+0,-3) _ (0,0), reta focal =
eixo—OY, ¢ = d((0,0),(0,5)) =5, a = d((0,0),(0,3)) =3 e b?* =c*—a® =
25 — 9 =16.
vy . 4
Entdo, H : T 16 1 & a equacdo da hipérbole, x = jzgy sdo as suas

16
assintotas e 2a = 6 o comprimento do seu eixo focal.

EXEMPLO 4 O centro de uma hipérbole é a origem, sua reta focal &€ um dos eixos coor-

denados e uma de suas assintotas é a reta 22 — 5y = 0. Determine a equacio
da hipérbole H, supondo que o ponto (4,6) € H.

Solucdo. Como o centro é a origem e a reta focal (eixo—OX ou eixo—OY')
€ uma bissetriz das assintotas, a reta 2z + 5y = 0 é a outra assintota. Vamos

analisar os dois casos possiveis.

e Reta focal = eixo—zOX.

Neste caso, H : x_2 —==1e b_ 2 isto &, b = 24. Como (4,6) € H,
a a 9 )

b2

1 .
temos que — =1, ou seja, 16 x 4 — 25 x 36 = 4a?, o que &€ um absurdo,

_ 36
a? 442
25
pois4a2>0e16><4—25><36<0.

e Reta focal = eixo—OY'.
y? 2P b 5 . 2
Neste caso, H: % — — =1le L = g isto é a= gb. Como (4,6) € H,

az b2
1 .
temos que % — b_g =1, ou seja, 36 x 25 — 16 x 4 = 4b°.
2 836
Logo, b? = 9 x 25 — 16 = 209, a2:2—5 e
2 2
.Y T
,H . % - m — 1
é a equacdo da hipérbole.
O
EXEMPLO 5 Determine a equacdo, os vértices, os focos e a excentricidade da hipérbole
conjugada da hipérbole
922 — 49% = 36.

10
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HIPERBOLE UNIDADE 6

Solucdo. A hipérbole H : 92% — 4y? = 36, que também pode ser escrita na
2 2

T . .
forma H : = — Y =1, tem centro na origem, reta focal = eixo—OX, a = 2,

4 9
b=3ec=+a%+b?>=+/13.
Ent3o, a hipérbole H’, conjugada da hipérbole #, tem centro na origem,
ad=b=30=a :22, d = ¢ =+/13 e reta focal = eixo—OY.

2
Logo, H' : %—% = 1 é a equacdo da hipérbole conjugada da hipérbole H,

Fy = (0,—v13) e F;, = (0,/13) sdo seus focos, A; = (0,—3) e Ay = (0,3)
o L. c V13 ..
s30 seus vértices e e = — = e a sua excentricidade.

a

6.4 Hipérbole com centro no ponto O = (x,,,)

Caso |. Reta focal paralela ao eixo—OX
Como o centro O = (1,,y,) pertence a reta focal, temos que ¢ : y = 7, &
a equacio cartesiana da reta focal.

Além disso, como

d(F,0) =d(F,,0) =¢,
onde Fy e Fy sdo os focos da elipse, temos que Fy = (z, — ¢,y,) e Fy =
(To + €, o).
Seja P = (T + 2,,Y + yo) um ponto pertencente a hipérbole, onde
T=T+2,ey=9Yy-+1Y,
sdo suas coordenadas no sistema OXY, e 7, 7 sdo suas coordenadas no sistema
O XY, obtido transladando o sistema OXY para a origem O = (z,,¥,).

Entdo, P pertence a hipérbole se, e somente se,

|d(P, Fy) — d(P, F»)| = 2a
= |d(T+ 26, T+ Yo), (o — . Y0)) —d(T + 0, T + o), (T + ¢, 40))| = 2a

= [d((7,7),(—¢,0)) — d((7,7), (c,0))| = 2a
fz 7> l'_mOQ - 02
CLQ_ZQ:“:)( a2)_(yb2y):1_

Logo, a forma canénica da equacido da hipérbole com centro no

ponto (z,,y,) e reta focal paralela ao eixo—OX é:

)2 VRY
(x ;Eo) _ (y b2y0) =1, onde b =c—a
a

1 vy D



UNIDADE 6 HIPERBOLE COM CENTRO NO PONTO O = (o, Yo)

Os elementos de H s3o:
e focos: 1 = (x,—c,y,) e Fy =
(Zo + €, Yo);

e reta focal: /:y =y,;

Yo
e vértices:A; = (z, — a,y,) e

A2 = (11)0 + a, yo);

Y%

= - . _ . -
e reta ndo focal: ¢ : z = z,; > T4 =X
1

e vértices imaginarios: B; =
(Zo, Yo — b) € By = (o, Yo + b);

2 2
Figura 6.14: Grafico de 7{ : (Z=%e)" _ % =

a2

e assintotas: y—y, = :I:é(x—x(,), ou seja, bz —z,) —aly —y,) = 0 e
a
b<x_$o)+a(y_yo) =0.

Caso Il. Reta focal paralela ao eixo—OY

Procedendo como no caso anterior, verifica-se que a forma candnica da
equacao da hipérbole com centro no ponto (z,,y,) e reta focal paralela
ao eixo—OY é:

(y B yo)2 (l‘ - xO)Q -1

a? b2 '

Os elementos de H s3o: \1;

e focos: I} = (z,,y,—¢) e [y =
(7o, Yo +©);

onde 0 =c*—a?

e reta focal: (:x = x,; By By .
Yo Ol X

e vértices: A; = (z,,y, —a) e
Ay = (20, Yo + a);

e reta ndo focal: ¢ :y = y,; /
e vértices imaginarios: B =
(o — b,Yo) € By = (xo+ b,9s);

2 2
Figura 6.15: Grafico de H : % - % =1

e assintotas: z—ux, = +b/a(y—y,), ou seja, a(x —z,) — by —y,) = 0 e
&(.’L‘ - xo) + b(y - yo) =0.

12
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HIPERBOLE UNIDADE 6

: : - - T I
Determine o dngulo agudo de intersecdo das assintotas da hipérbole EXEMPLO 6

922 — y? — 36z — 2y + 44 = 0.

Solucdo. A equacio da hipérbole se escreve na forma:

9(x? — dx) — (y* + 2y) = —44
Yo —2)2—(y+1)2=—-44+36—1=-9

W—(x—Qyzl.

Logo, C'= (2,—1) é o centro, a reta focal é ¢ : x = 2, paralela ao eixo—OY,

a=3,b=1c=+va?+ b =10 e as assintotas sdo x — 2 = i%(y+ 1), ou
seja, y=3r—T7ey=—3x+5.
Assim, tg =3, tga=—-3, 0 =a—[ e
tga —tgf —6 3
te: = = -
Y T teatg 1-9 4
onde § e « sdo os angulos que as retas y = 3z — 7 e y = —3x + 5 fazem,

respectivamente, com o semieixo OX positivo, e € é o angulo agudo entre as
assintotas.

: I
Encontre a equacdo da hipérbole que passa pelo ponto (6,2) e tem as retas  pxpvpLo 7

r:2x+y=3es:2x —y =1 por assintotas.
Solucdo. O centro C' = (x,y) da hipérbole é o ponto de intersecdo das
assintotas, isto &, (x,y) € a solucdo do sistema:
20 +y=3
20 —y=1.
Logo, C' = (1,1) é o centro. A reta focal £ e a reta ndo focal ¢’ sdo as

bissetrizes das assintotas, ou seja,
(z,y) LU <= d((z,y),0) =d((z,y), )
20 +y—3|  [22—-y—1]
Vi b
— 2r0+y—3=x2x—y—1)
— y=1ouz=1

—

Portanto, a reta focal é a reta z = 1 ou a reta y = 1. Vamos analisar os

dois casos possiveis.

e Caso I: Reta focal £ : y = 1, paralela ao eixo—OX.
(z-1)?2  (y—1) b
b2 =le a

13 vy D

Neste caso, H : = 2, ou seja, b = 2a.




EQUACAO DO SEGUNDO GRAU coM B=0E AC < 0.

PROPOSICAO 3

R

%

>
»

Como b* = 4a® e (6,2) € H, temos que H : 4(x — 1) — (y — 1)> = 4a® e
4 x 25 —1=199 = 4a?.
(-1 (y—1)° 1

. 12 (y—1)2 = j : - -
Portanto, H : 4(x—1)*—(y—1)* = 99, ou seja, H : 99/4 99

e Caso llI: Reta focal ¢ : x = 1, paralela ao eixo—OY'.
— 1) —1)? b
Nestecaso,?—l:(y )—(x )zlef:

a? b2 a
Como a* = 4b* e (6,2) € H, temos que H : (y — 1)
4> =1 —4x 25 = —99 < 0, o que é um absurdo.
Assim, a equacdo procurada corresponde ao primeiro caso:

H:d(r—1)2— (y—1)* = 99.

, ou seja, a = 2b.
4(z — 1) = 4b% e

| 2o =

6.5 Equacao do segundo grau com B =0 e
AC < 0.

Desenvolvendo a equacdo da hipérbole H com centro no ponto (z,,¥,) €

reta focal paralela ao eixo—OX:
. ($ - xo)z (y - yo)2
H: e 1,

obtemos:
bia? — a’y? — 2z,b%r + 2y,a*y + 220* — a*y? — a*b* =0,
que é da forma
Ax? + Bry+ Cy*+ Dz + Ey + F =0, com
A=0b, B=0, C=—a? D=2z, E=2y,a% F = mgb2 — azyg — a’b?.
Em particular, B = 0 e os coeficientes A e C' tém sinais opostos.
Podemos verificar que o0 mesmo ocorre quando desenvolvemos a equacdo da
hipérbole de reta focal paralela ao eixo—OY'.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicdo:
Se os coeficientes A e C da equacdo
Az’ +Cy*+ Dz +Ey+F =0 (6.3)

tém sinais opostos, entdo a equacio representa um dos seguintes conjuntos:
e uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;

e um par de retas concorrentes.
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Suponhamos que A > 0 e C < 0. Ent3o,

Ax* + Dx — (-Cy?* — BEy) = —F,

$2+9$ 2+E
a7) \" 0 _F

—C AC
D 2 2

<“> (“) _F D2 P
—C AC 4A2C  4AC?T
D 2 2

<$+> ( ) _ 4ACF - CD? - AE?

4A202
Logo, a equacdo (6.3) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos
eixos coordenados, se 4ACF — CD?* — AE? # 0, e representa o par de retas

concorrentes
v B A (v+457)
Y c 24

se 4ACF — CD? — AE?> =0

O caso em que a equac¢do do segundo grau (6.3), com AC' < 0, representa
um par de retas concorrentes é chamado caso degenerado da hipérbole.

Verifique se as equacdes abaixo representam uma hipérbole ou uma hipérbole

degenerada. Caso seja uma hipérbole, determine seus principais elementos.

(a) 922 — 252 — 225 = 0.
Solucdo. Como 922 — 25y2 = 225, obtemos, dividindo por 225, a equacdo
IR
Y
_ 2% 9
que representa uma hipérbole com:

ea=5b=3ec=a2+b>=25+9 =34
e centro: C' = (0,0);
e reta focal: £ =eixo—OX : y=0;

e reta ndo focal: ¢/ =eixo—OY : x = 0;

o vértices: Ay = (—5,0) e Ay = (5,0);

e vértices imaginarios: By = (0,—3) e By = (0, 3);
o focos: F; = (— \/_ 4,0) e Fy = (+/34,0);

e assintotas: y = j: x, ou seja 3z + by = 0.
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UNIDADE 6 EQUACAO DO SEGUNDO GRAU coM B=0E AC < 0.

(b) 2% —2y* + 62 + 4y +9 = 0.

Solucdo. Completando os quadrados, obtemos:
2 + 62 — 2(y* — 2y) = -9
— (22 4+62+9)—2(1* —2y+1)=-9+9-2

— (z+3)2-2y—1)2=-2

(z +3)2
5=

= (y—-1)7-

Logo, a equacdo representa uma hipérbole com:
ea=1,b=vV2ec=vVa2+2=v1+2=13;
e centro: C'=(—3,1);

e reta focal: /: x = —3, paralela ao eixo—OY;

e reta ndo focal: ¢/ : y = 1, paralela ao eixo—OX;

o vértices: A = (—3,0) e Ay = (—3,2);

e vértices imaginarios: B; = (=3 —/2,1) e By = (=3 +v/2,1);

o focos: Fi = (3,1 —+/3) e [, = (—3,14+/3);

e assintotas (x + 3) = :I:\/Q(y — 1), ou seja, = + V2y = =3+V2 e
T — \/§y =-3—-V2.

(c) 922 — 16y + 90z — 128y — 31 = 0,

Solucdo. Completando os quadrados, obtemos:

9(x? 4+ 10z) — 16(y* + 8y) = 31

9(x? 4+ 10z + 25) — 16(y* + 8y + 16) =31+ 9 x 25 — 16 x 16
9(x +5)* = 16(y +4)* =0

)

9(x +5)% = 16(y + 4)?

3(z+5) =24y +4)
)

IIIHIIHI

3(z+5)£4(y+4)=0.

Logo, a equacdo representa o par de retas, 3x + 4y = —31 e 3x —4y =1,
que se cortam no ponto (—5, —4).

16
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Quando duas frentes de onda circulares se encontram, o fazem formando Para Saber Mais

hipérboles como vemos na Figura 6.16.

\ \

Figura 6.16: Intersecdo de frentes de onda circulares
E nesse fato que se baseia o sistema de localizagdo LORAN (LOng RAnge

Navigation) onde os circulos concéntricos sdo sinais de radio.

6.6 Exercicios

1. Determine a equacdo da hipérbole que passa pelos pontos (1,—3) e (4,6),
com centro na origem e reta focal igual ao eixo OX.
i . z2 oy
2. Considere a hipérbole H : — — 7= = 1.
a b2
(a) Determine os pontos P; e P» onde H intersecta a perpendicular 3 reta
focal que passa por um dos focos.

2
(b) Verifique que d( Py, P2) = |P Ps| = %. Esse nimero é o latus rectum

. , . b2
de H. O semi latus rectum é o nimero —.
a

3. Determine a equacdo na forma candnica, os vértices, o centro, os focos,
a reta focal, a reta ndo focal, os vértices imaginarios, a excentricidade, as

assintotas, o latus rectum e o esboco da hipérbole H.

() H :92% — 16y* — 144 = (;
(b) H :42* — 45y = 180;
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(c) H :49y* — 162 = 784;

(d) H :92% — 16y* — 36x — 32y — 124 = 0;
() H:32? —4y*+ 122+ 8y —4=0;

(f) H:2*—y? —6x+8y+5=0.

. Obtenha o lugar geométrico dos pontos cujo médulo da diferenca das dis-

tancias aos pontos (0,3) e (0, —3) é igual a 5.

. Encontre o lugar geométrico dos pontos cujo produto das distancias as retas

3r—4y+1=0e 3z +4y — 7—0e2—5

. Ache a equacdo da hipérbole conjugada & hipérbole de centro na origem

com um vértice em (3,0) e uma assintota 2z — 3y = 0.

. Determine, caso existam, os valores de A € R para os quais a equacio dada

representa uma hipérbole, incluindo o caso degenerado.

@) A=1D2>+ (A =3)y =\ —2;

(b) (A=D1 =2)a? + (A = 2)y* = 2A(A = 2)y = 3\* — A%,
(€) A=2)a2+2(A =2z + (A +2)y? = A = 3\ + 3;

(d) M=z +2N =1 A =1Dz+ (N =4y = (N — 1)

. (a) Uma hipérbole divide o plano em trés subconjuntos disjuntos: a prépria

hipérbole, a regido que contém seus focos, denominada regido focal, e a
regido que contém seu centro, a regido nao focal. Descreva a regido focal
e a regido n3o focal mediante desigualdades, no caso em que a hipérbole

tem centro no ponto (x,,¥,) e reta focal paralela ao eixo OX.

(b) Verifique se os pontos (5,3), (=1, —2) e (—8,4) pertencem a hipérbole
H : 42? — 9y? + 202 — 11 = 0, a regido focal ou a regido ndo focal de H.

. Sejam Cy 142 +9y* — 240 +32=0eCy: 2* — 4y* — 62+ 5 = 0.

(a) Determine as equagdes candnicas de C; e Cy e seus elementos.
4r? +y? — 242 + 32> 0
(b) Faga um esboco detalhado da regidgo R : ¢ 22 —4y? — 62 +5<0
lyl < 2.
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HIPERBOLE UNIDADE 6

10. A reta tangente a uma hipérbole H num ponto P € H é a unica reta nio

paralela as assintotas que intersecta H sé nesse ponto.

Mostre que a reta tangente a hipérbole H : b%2? — a%y? = %%, em um

ponto P = (z,,y,) sobre a curva, tem por equacdo

b2 x,x — a*y,y = a’b®.

11. Determine os valores de m € R para os quais as retas da familia r,, : vy =
mx — 1 sdo tangentes a hipérbole H : 422 — 9y? = 36.

6.7 Exercicios Suplementares

1. Encontre o lugar geométrico dos pontos cuja distancia ao ponto (0,6) é
igual a 3/2 da distancia a reta y — 8/3 = 0.

2. Determine a equacdo da hipérbole H
(a) de latus rectum 18 e distancia entre seus focos igual a 12.

(b) centrada na origem, de excentricidade 24/3, latus rectum 18 e eixo focal

sobre o eixo OY.

(c) centrada na origem e eixos sobre os eixos coordenados, que passa pelos
pontos (3,1) e (9,5).

(d) de vértices (£6,0) e assintotas 7x £ 6y = 0.

3. Encontre a equacio e os elementos principais da hipérbole que passa pelo

ponto Q = (—1,—5) e tem os eixos coordenados como assintotas.

4. Sejam [ e F), dois pontos do plano tais que d(F, F5) =2c¢ > 0ea > 0um
nidmero real positivo. Considere o conjunto C = {P; |d(P, F1)—d(P, F,)| =
2a}. Como foi visto no texto, C € uma hipérbole se a < ¢. Determine o

conjunto C nos casos a = c e a > C.

5. Mostre que uma hipérbole n&o intersecta suas assintotas e que qualquer reta

paralela a uma assintota intersecta a hipérbole em exatamente um ponto.

6. (Princicio de reflexdo das hipérbole)
Seja P um ponto de uma hipérbole H de focos F e F,. Mostre que a reta

19 v L


yunier
Realce


UNIDADE 6 EXERCICIOS SUPLEMENTARES

tangente a H em P é a bissetriz do dngulo ﬁP\Fg. Assim, todo raio que
parte de um ponto (), pertence a reta que passa por F; e P e situado na
regido n3o focal de H, sera refletido no ponto P pela hipérbole num raio
que intersecta o outro ramo da hipérbole no ponto de intersecdo, diferente

de P, de H com a reta ry que passa por F, e P.

. Neste exercicio apresentamos duas construcdes da hipérbole, usando o Geo-

Gebra.
(a) Numa janela do GeoGebra:

e escolha pontos F} e F, e trace a semirreta r de origem F) passando por
F;

e escolha um ponto A na semirreta r entre Fy e Fy;

e trace o circulo C de centro F; que passa pelo ponto A;

e escolha um ponto B no circulo C diferente de A;

e trace a reta s que passa por I} e B;

e trace a mediatriz m do segmento BF5;

e determine o ponto P dado pela intersecdo da reta s com a mediatriz m;

e prove que o ponto P descreve uma hipérbole de focos F e F3, quando
o ponto B se move ao longo do circulo C. Habilite o rastro no ponto P e

mova o ponto B para desenhar a hipérbole.

(b) Numa janela do GeoGebra:

e trace a reta r passando por dois pontos A e B;
e escolha um ponto C entre A e B na reta r;

e trace os circulos Cp e Co de centro A passando por B e C, respectiva-

mente;
e escolha um ponto D no circulo Cp n3o pertencente a reta r;
e trace a semirreta s de origem A passando por D;

e determine as intersecdes Ep e E- de s com as perpendiculares a r pas-
sando por B e C respectivamente;

20
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e determine as intersecdes P, e P, da reta r com o circulo C de centro A

que passa por Ep;

e trace as retas ry e ry, perpendiculares a r que passam pelos pontos P; e

P, respectivamente.
e trace a reta r3 paralela a r que passa pelo ponto E¢;

e determine e habilite o rastro nos pontos (), e () obtidos pela intersecdo

de r3 com ry e ro, respectivamente;

e quando o ponto D se move ao longo do circulo Cp, os pontos Q1 € @
descrevem os ramos de uma hipérbole de centro no ponto A, cujos vértices

sdo os pontos de intersecdo de r com o circulo Cp.

O princicio de reflexdo das conicas, conhecido desde a época dos gregos, Para Saber Mais
tem sido muito explorado desde o século XVII na construcdo de telescépios.
Em particular, o telescépio refletor de Cassegrain, inventado pelo francés Guil-
laume Cassegrain no ano de 1672, se utiliza de um espelho refletor primario
parabélico e de um espelho secundario hiperbdlico. Esse € o modelo usado no
telescopio espacial Hubble que orbita a Terra desde 1990.

espelho primario
parabélico

raios luminosos
2
1.

> espelho secundario
hiperbélico

{

Figura 6.17: Telescépio de Cassegrain

Figura 6.18: Telescépio espacial Hubble
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6.8 Solucao de Exercicios

Solucido do Exercicio 10:
Seja

= t
r: T=Totm ;o teR,
Y="Yo+nt

a reta tangente a hipérbole H no ponto P = (z,,y,) € H. Ent&o,

Q= (z, +mt,y, +nt) e HNr

b (x, +mt)? — a*(y, +nt)?* = ab?

b2 (22 + 2maot + m*t?) — a®(y2 + 2nyot + n’t?) = a’b?

(b?m? — a*n®)t* + (2z,mb? — 2yna’)t + b2z — a*y? — a*b* = 0

(b*m? — a*n?)t* + (2z,mb* — 2y,na®)t =0, (6.4)

[

pois b?z? — a’y? = a®V?.

Como b*m? — a’n? = (bm — an)(bm + an), temos que b*m? — a*n? = 0
m n

< bm—an =0o0u bm+an =0 <=
a b —a b

(m,n) || (a,b) ou (m,n) || (=a,b).

Além disso, como as assintotas r, : bx —ay = 0e r_ : bx + ay = 0 sdo

=Oou'm n’z()(:)

perpendiculares, respectivamente, aos vetores (b, —a) e (b, a), temos que (a, b)
e (—a,b) sdo vetores paralelos as retas r, e r_, respectivamente.

2n? = 0 se, e somente se, r & paralela 3 assintota 7, ou a

Logo, b®>m? — a
assintota 7_ da hipérbole. Entdo, b>m? — a?n? # 0, pois, por definicdo, r ndo
é paralela as assintotas.

Como b?*m? — a?n? # 0 e r N H consiste de um (nico ponto, temos, por
(6.4), que:

2x,0°m — 2y,a°n =0,

ou seja, (m,n) L (2z,b?, —2y,a?).
Sendo o vetor (x,b%, —y,a’) perpendicular a reta r, P = (z,,y,) € T €

b’z? — a’y? = a®V?, a equacdo de r & dada por:

rVr,r — alfyy = b2k — a’y? = a?b?.

Solucido do Exercicio 11:
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A reta r,, é tangente a H se, e somente se, r,,, N H consiste apenas de um
ponto e r,, ndo é paralela as assintotas.

Como a hipérbole H : %2 - % = 1 tem centro na origem, reta focal =
eixo—OX, a = 3 e b = 2, suas assintotas, y = +2x, tém inclinacdo +% em
relacdo ao eixo—OX. Logo, m # j:%, ou seja, 9m? — 4 # 0.

Além disso, r,, N H consiste de um dnico ponto. Isto &, a equacio

4% — 9(ma — 1)? = 36 < (4 — Im?)z* + 18mx — 45 =0

tem apenas uma solu¢do. Assim, o discriminante da equacdo de grau 2 (4 —
9m? # 0) acima & igual a zero, ou seja:

A= (18m)*+4 x 45(4—9m?) =0

<~ 18m?>+ 104 —-9m?) =0

— -T2m?*+40=0

= M= == m =t
V5 V5
3 3
tangentes a hipérbole H.

Portanto, y = 22 — 1 e y = —%2x — 1 sdo as retas da familia r,,, que so

Solucdao do Exercicio Suplementar 7:

Seja p < d(F}, F,) o raio do circulo de centro F; que passa pelo ponto A
(e pelo ponto B).

Afirmamos que, se a mediatriz m do segmento BF; intersecta a reta s,
ent3o o ponto de intersecdo pertence a hipérbole H de focos I e Fy, e cujos
vértices distam 2a = p um do outro.

Se a mediatriz m do segmento BF; intersecta a reta s no ponto P, temos
d(P, B) = d(P, F,) e vale uma das seguintes alternativas:

o B esta entre F; e P: nesse caso,

d(P, Fy) —d(P, F3)| = |(d(P,B) +d(B, F1)) — d(P, F3)|
(d(P, B) + d(B, F1)) — d(P, B)| = d(B, F1) = p.
o Fj estad entre B e P: nesse caso,
|d<P7 Fl) - d(R F2)| = |(d(P’ B) - d(BvFl)) - d(R F2)|
(d(P, B) — d(B, F1)) — d(P, B)| = | — d(B, F1)| = p.
Note que o ponto P ndo pode estar entre F| e B, pois , nesse caso, teriamos

d(P, B) = d(B,Fl) — d(Fl,P) < d(FQ,FQ) — d(Fl,P) < d(P, FQ)

Assim, o ponto P pertence a hipérbole de focos F| e F),, cujos vértices

distam 2a = p um do outro.
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