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8.1 Introducao

Dada uma funcio f : R?> — R, o conjunto

fHe) ={(z,y) e R?; f(z,y) =c}
é a linha de nivel ¢ da funcdo f, onde ¢ € R.

Se f: R* — R é a funcdo linear f(z,y) = ax+by, onde (a,b) # (0,0), as
linhas de nivel de f sdo as retas do plano perpendiculares ao vetor 77 = (a,b),
pois

fHc)={(z,y) € R*; ax + by = c}, para todo c € R.

Provaremos, neste capitulo, que as curvas de nivel de uma funcio quadratica

de duas variaveis, ou seja, de uma funcdo f : R? — R, dada por
f(x,y) = Az®> + Bay + Cy*> + Dz + Ey + F,

onde A#0, B#0ouC #0, sdo as cbnicas ou as conicas degeneradas.

Para isso, baseado no estudo das linhas de nivel de f, feito nos trés capi-
tulos anteriores, quando B = 0, basta mostrar que existe um sistema de eixos
ortogonais OX Y, obtido por uma rotacdo positiva dos eixos OX e OY, para

o qual a funcdo f, nas coordenadas T e 7, se escreve na forma
f@y) =22+ Ny + D+ Ey+ F.
No caso particular em que se tem D = F = F = 0, a funcdo quadratica
f(z,y) = Az® + Bay + Cy?

é um polindmio homogéneo de segundo grau (todos os termos tém grau 2).

Estes polindmios sdo chamados formas quadraticas de duas varidveis.

8.2 Autovalores e autovetores de uma matriz

real 2 x 2

21 Q22
vetor em R2. Definimos A%’ como sendo o vetor (@112 + a12y, an + agy),

Sejam A = (all a12) uma matriz real do tipo 2 x 2 e W = (z,y) um

ou seja,

AW = (a1 + a1y, a1z + asy) .
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A operacdo definida acima satisfaz a seguinte propriedade: OBSERVACAO 1

AT + pv’) = MW + pAv”,
para quaisquer vetores w e v’ em R? e nameros reais \ e -

A prova desta propriedade pode ser feita como exercicio.

Um namero real A é um autovalor da matriz A se existir um vetor u’
ndo nulo tal que AW = \u.
Seja A um autovalor da matriz A. Um vetor u’ = (,y) é um autovetor
de A relativo ao autovalor ) se AW’ = \u, ou seja,
anT + apy = \v (A=an)r —apy =0

(8.1)
21T + G20y = Y —aZ + (A — axn)y =0

O vetor nulo é um autovetor relativo a qualquer autovalor, mas um namero OBSERVACAO 2

real s6 & um autovalor se ele possuir um autovetor nio nulo.

Se ' & um autovetor relativo ao autovalor A da matriz A, entdo pu’ é um  OBSERVACAO 3

autovetor relativo ao autovalor ), para todo ;€ R. E se 0 é outro autovetor

relativo ao autovalor )\, entdo u’ -+ v’ & um autovetor relativo ao autovalor ).
Com efeito, como A(uw’) = pAu’ e A(w +v") = AW + Av” (pela
Observagdo 1), temos que:
o A(ut’) = pA(W) = p(Au’) = Mua’),
e AW +7) = A@) + A(T) = 2\ + A0 = AW + 7).
Na linguagem de Algebra Linear, isso significa que o conjunto
(@ AT = AT}

é um subespaco vetorial do espaco vetorial R?.

Ent30, um real A é um autovalor da matriz A se, e somente se, o sistema
8.1 tem uma solugdo ndo trivial (z,y) ((x,y) # (0,0)). Mas, pela Proposicdo
29 do Capitulo 1, o sistema tem uma solucdo ndo trivial se, e s6 se,

A—a —a
det 1 12 =0.
—a21 A — ag

3 v L
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Com efeito, (A — ay1, —a91)x + (—aq2, A — ag)y = 0 possui uma solucdo

(z,y) # (0,0) se, e s6 se, um dos vetores (A — a1, —az;) € (—a12, A — ag) €
multiplo do outro.
O polinémio p : R — R, dado por
A—a —a
p()\) = det ( 1 12 > = ()\ — all)()\ — a22) — 12021,
—a A —ax

é denominado polindmio caracteristico da matriz A.

Obtemos, assim, o seguinte resultado.

PROPOSICAO 4 Os autovalores de uma matriz A sdo as raizes reais do polindmio carac-
teristico da matriz A.

e : )
EXEMPLO 1 Determine, caso existam, os autovalores e os autovetores correspondente da
matriz:
4 2
(a) A= :
-3 4

Solucdo. O polinémio caracteristico da matriz A é

p(A) = det (A —4 2

=(A—4)2+6=\—8)\+22.
3 )\—4> ( )

Como o discriminante A = 64 —88 = —24 da equacdo p(A) = 0 é negativo,

a equacdo ndo possui raizes reais. Logo, a matriz A ndo tem autovalores.

16
w-(19)

Solucdo. Seja

p(\) = det (A__ll A__62> —(A=1)A—2)—6=XA2—-3\—14

o polindmio caracteristico da matriz 3. Sendo

vV 1 — 1
Al:w:4 e AZ:wz_l
as raizes (reais) da equagdo p(\) = 0, temos que \; = 4 e Ay = —1 sdo os

autovalores da matriz B.
Os autovetores Uy’ = (z,y) relativos ao autovalor A\; = 4 sdo as solu¢cdes
do sistema

S
/]
.
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M —1z—6y=0 3r—6y =20
{(1 ) — 6y PN {$ y

— T =2.
-+ (M —2)y=0 —x+2y=0

Logo, todo autovetor relativo ao autovalor A\; = 4 é da forma u = y(2,1),
y € R. Assim 2 1 e 2 L sdo os autovetores unitarios
' " A\WVE VB NGRS
relativos ao autovalor \; = 4.
E os autovetores iy’ = (x,y) relativos ao autovalor Ay = —1 sdo as solu¢des
do sistema

Ao — D — 6y =0 92— 6y =0
{(2 ) — 6y ;}{ x — 6y

<~ = =-3y,
—x+ (M —2)y=0 —x—3y=0 Y

. JEN 3 1
isto &, uy” = (—3y, = y(—3,1),y € R. Portanto, | ————,——= ] e
1 S .
i, ——— ) s30 os autovetores unitarios relativos ao autovalor Ay = —1.
v10 10

8.3 Rotacao dos Eixos Coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Dado @ € [0,27), seja OX Y
o sistema obtido girando os eixos OX e OY do angulo # no sentido positivo
(que vai de OX para OX). Entio,
o1 = (cosf,send) e vy = (—send,cosb)
s30 0s vetores unitarios na direcdo e no sentido dos eixos OX e OY, respecti-

vamente. o
)% 110)%4
00X
2 - /
a0 0X

Figura 8.1: Angulo 0 entre os eixos OX e OX.

> A 1S
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Considere um ponto P do plano. Como os vetores 1? e 1? sjo ortonormais

(= U1 e Uy ndo sdo maltiplos), existem nameros reais 7 e i de modo que

—
OP" =70, + 730y .

Logo, (7, y) sdo as coordenadas do ponto P com respeito ao sistema OX Y,

pois
3 3
Proj» OP' =%, e Projz OP =Tguy
oY foy

P _

yeo! 0OX
YUy TU] OX
e,

Figura 8.2: P = (z,y)oxy = (T,¥) oxv-

Sejam (z,y) as coordenadas do ponto P em relacdo ao sistema OXY, isto
. o= = — — x s
é, OP =uze;” +yey’, onde e;” = (1,0) e e5” = (0, 1) sdo os vetores unitarios

na mesma direcdo e no mesmo sentido dos eixos OX e OY, respectivamente.

Ent3o,

xer +yey =Ty + Yoo (8.2)
$=f<17,6—1>>+y<02,61 >
Yy=T <08 >+Y< i, >
. f:$<6_1>,1ﬁ>+y<62,1}1>
y=x <er,vy >+y<5>,vg >
r=7Tcosh —7ysend
— B % (8.3)
y =1xsent + ycosb
T =xcosf + ysend
e * Y (8.4)
y=—xsenf + ycosl

S
/]
e

o
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T,y 8.5
senf cosf (z.9) (85)

= (l‘,y)Z(

e (7.7) = ( cos 6 sen9> (z.1). (8.6)

—senf cosf

cosf) —sen 0)

cosf) —senb

A matriz B = ( ) é a matriz de passagem das coordenadas

senfl  cos@

—senf cosf
matriz de passagem das coordenadas (z,y) para as coordenadas (7, ), onde

0 0
(T,7) para as coordenadas (z,y) e, por sua vez, B' = ( o8 se > éa

Bt & a transposta da matriz BB, ou seja, as colunas da matriz B! sio as linhas
da matriz B.

Observe que a primeira e a segunda colunas da matriz B sdo as coordenadas
dos vetores QT e 1? no sistema OXY, respectivamente, e a primeira e a
segunda colunas da matriz B! sdo as coordenadas dos vetores e, e &5 no
sistema OXY, respectivamente.

Com efeito, pela identidade 8.2 e pelas equacdes 8.3 e 8.4, segue que

77 = cos 0¢; + sen ¢, , Ty = — sen O€, + cos 06 (8.7)
&1 = cos U, — sen O , ey = sen 0v; + cos 003 (8.8)

Temos também que B'B = BB! = Z, onde Z = ((1) (1)) é a matriz

identidade do tipo 2 x 2. Assim, a matriz de passagem do sistema OXY para o
sistema OX Y tem a propriedade de que sua transposta é também sua inversa.
As matrizes com esta propriedade sdo chamadas matrizes ortogonais.

Dado um sistema de eixos ortogonais OXY’, considere o sistema de €ix0s pxp\ipLO 2

ortogonais O X Y obtido pela rotacdo positiva de 45° dos eixos OX e OY em
torno da origem. Uma hipérbole nas coordenadas T e 77 tem centro na origem,
um de seus vértices no ponto (v/2,0) e a reta § = 27 como uma de suas
assintotas.
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(a) Determine a equacio da hipérbole nas coordenadas T e 7 e nas coordenadas
rewy.

(b) Obtenha o centro, os vértices, os vértices imaginarios e as assintotas da
hipérbole nas coordenadas = e y.

(c) Faca um esbogo da curva no sistema de eixos OXY', indicando todos os

elementos encontrados no item (b).

Solucdo. (a) Nas coordenadas T e 7, a reta focal £ & o eixo—O X, pois o
centro C' = (0,0) e o vértice V = (1/2,0) pertencem ao eixo—O X. Além
disso, a = d(C, V) = V2 e 2 = 2, pois ¥ = 2T é uma assintota da hipérbole.
Entdo, b = 2a = 2¢/2, e

2 T8
é a equacdo da hipérbole nas coordenadas T e 7.

Usando as relagdes de mudanca de coordenadas (ver 8.4),
V2
7(37 +y)

y = —sen4db’x + cos4h%y = \f(—x—l—y),

T = cos45°x +sendd’y = (8.9)
8.9

obtemos que a equacdo da hipérbole nas coordenadas = e y é:

1 2 , 12 -
§X1(3€+y) §XZ( r+y)t=1

Alz+y)’ - (—z+y)? =16
(2 4 22y + %) — (22 — 22y + y*) = 16

3z + 102y + 3y? = 16

retve

322 + 102y +3y> — 16 =0

(b) Nas coordenadas T e 7, a hipérbole tem: centro C' = (0,0); vértices:
A; = (=V2,0) e Ay = (V/2,0); vértices imaginarios: B; = (0, —2v/2) e
By, = (O,2x/§);reta focal: ¢ : 5 = 0; reta ndo focal: ¢ : T = 0; assintotas:
7= +27.

Por (8.9), obtemos que ¢ : —x +y = 0 é a reta focal; /' : x+y =0 ¢&
V2

a reta ndo focal e \f(—x +y) = £2 X 7(:p—|—y), isto é, r_ 1y =—3ze

1 , .,
re iy = —gwsdoas assintotas da hipérbole nas coordenadas z e y.
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E, pelas relacdes de mudanca de coordenadas (ver 8.3),

x =cos45°7 —sendb5°y = —2(x —7)

2
y =sendb°T + cos45°y = \f(f+y),

obtemos que C' = (0,0) é o centro, A; = (—1,—1) e Ay = (1, 1) sdo os vértices,
e By = (2,—2) e By = (—2,2) sdo os vértices imaginarios da hipérbole nas
coordenadas x e y.

(c) Na figura 8.3 mostramos o esbogo da hipérbole H.

Figura 8.3: Hipérbole H : 322 4+ 10xy + 3y? — 16 = 0.

Consideremos agora o sistema OX Y obtido por uma rotacdo positiva de Para Saber Mais
angulo 6 do sistema OXY', seguida de uma translacdo dos eixos que leva o
ponto O = (0,0) no ponto O" = (x¢, yo), onde (¢, yo) sdo as coordenadas de
O’ no sistema OXY.

Seja OX Y o sistema obtido apenas por uma rotacdo positiva de angulo @
dos eixos OX e OY.

Se P = (x,y) € um ponto no sistema OXY, entdo (7,7) = (xcosf +
ysenf, —rsenf + ycosf) sdo as coordenadas de P no sistema OX Y. Em
particular, (Zg, %) = (20 cosf + yosend, —xgsend + yo cosd) sdo as coorde-
nadas de O’ no sistema OX Y.

Logo, pela mudanca de coordenadas dada por uma translagdo (vista do
Capitulo 5), temos que

0 A 1S
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¥=T—x9 e Y =Y—vyo

onde (2',y’) sdo as coordenadas de P no sistema O'X"Y".

oy
oY’

OY O/X/

Yo - 0O

Zo 00,4

Figura 8.4: Sistemas OXY, OXY e OX'Y".

Assim,
' = (zcosh+ ysenf) — (xgcosl + ygsen )
Yy = (—zsenf +ycos) — (—xgsend + yo cos )
— = (x — xg) cos O + (y — yo) sen b (8.10)
y’ = —(z — x)senf + (y — yo) cos O

Multiplicando a primeira equac&o de 8.10 por cos#, a segunda, por — sen 6,

e somando as equacdes encontradas, obtemos que
(x — x0) cos® @ + (y — yo) sen* @ = 2’ cos @ — 3/ sen 6
<= (17— 10)(cos’® 0 +sen’f) = 2’ cos§ — ¢/ sen §
< x=21"cosf— 1y senf + x.
De modo analogo, podemos mostrar que

y = a'senf + 1y cos O + yo.

Portanto, as equacGes

(8.11)

x =12 cosf — 1y senf + x
y =a'senf + y' cosd + yo

nos ddo (z,y) em funcdo de (2/,y').

10

S
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e
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Seja r : v/3x 4+ y = 4 a equacdo de uma reta no sistema OXY. Escreva
a equacdo desta reta no sistema O’ X'Y” obtido da rotacdo positiva de angulo
0 = /6 do sistema OXY, seguida da translacdo que leva o ponto = (0,0) no
ponto O' = (V/3,1).

Solucdao. Pelas equaces 8.11, temos que:

r = 2’ cos(n/6) — ¢ sen(m/6) + /3
y = z'sen(m/6) + v cos(m/6) + 1
7 = ﬁx’ — y_’ +v3

\/§

/
y=3 gt

Logo, a reta r : v/3z + y = 4, nas coordenadas 2’ e i/, é dada por:

r:\/§<\/_' +f) ( +£y’+1>:4

2

/
= r:%—\/_ gt +£y'+1—4

— r:23:'—|—4—4<:>7“.:£ —0.

Ou seja, a reta r, no sistema O'X'Y’, é o eixo O'Y".
O/Y/\‘OY
4

o'x’'
Ol

[ 4/V3

\/§\OX

Figura 8.5: Sistemas OXY e O'X'Y".

11

[N
EXEMPLO 3
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OBSERVACAO 5
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Seja v’ um vetor com coordenadas (cr, B) no sistema OXY e (¢, ) no

sistema O’ X'Y”’. Entio,

/I
o = «acosf+ Fsenf (8.12)
B = —asenf+ Bcosh
o Y
— a = o' cosf — [ sent (8.13)
B = o'senf + [Fcosh

- = _ p -
De fato, seja P o ponto tal que v = O'P . Se P = (z,y) no sistema
OXY e P' = (2/,y') no sistema O’ X'Y”, temos que

a=r—1x, [=y—y, o= e [=y.

Logo, por 8.10 e 8.11, obtemos as férmulas 8.12 e 8.13, respectivamente.

8.4 Formas Quadraticas

Dada uma forma quadrética f : R*> — R, f(x,y) = Az?> + Bxy + Cy?, a

matriz real do tipo 2 x 2,
A  BJ/2
y /
B/2 C

. a1 a2 . L e ..
Uma matriz ( ) real do tipo 2 x 2 é simétrica se a;» = ao;. Note
12 Q22

que a matriz de qualquer forma quadratica é simétrica.

é a matriz de f.

Assim, para quaisquer (z,y) € R?,

fx,y) =< A(z,y), (z,y) > (8.14)
Com efeito,
< Aw0), (o) > = <<ij2 Bf) (2.1), <x,y>>

= < (Azxz+ (B/2)y,(B/2)x + Cy),(x,y) >
= A2® + (B/2)yx + (B/2)zy + Cy?
= Az? + Bxy + Oy = f(x,y).

12
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Para provarmos o resultado principal deste capitulo, precisamos da proposico

seguinte .

. by b
Sejam B = ( oo
bar  bao
sua matriz transposta. Entdo,

bll b21

) um matriz real do tipo 2 x 2 e B' = <
b12 b22

) PROPOSICAO 6

<Bu,v >=<u,Bv >,

para quaisquer vetores U’ = (x,y) e v = (z,w) em R2.
.
De fato, DEMONSTRAGAO
< BU), U—> > = < (bux + blgy, bgll' + b22y>, (Z, ’LU) >

= byxz + biayz + boyxw + bosyw
= x(bllz + bgl’LU) + y(blgz + bggﬂ))
= < (z,y), (bi1z + byw, biaz + bypw)

= <u,B'v >.

Precisamos também lembrar que o produto de duas matrizes do tipo 2 x 2,

M = (m11 mu) e N = (n11 nm), é a matriz MN do tipo 2 x 2, dada

Moy Ma2 N21  MN22
abaixo:

M =

mi1N11 + MiaNo1  M11N12 + Mi2Mo
Mo1N11 + MaoaNa1  Mao1Mi2 + MaoNog

Assim, o ij—ésimo elemento da matriz produto MAN & o produto interno
do i—ésimo vetor linha, (m;1,m;2), da matriz M pelo j—ésimo vetor coluna,
(n1j,na;), da matriz \V.

E facil verificar, embora trabalhoso, que o produto de matrizes é associativo,
isto &, (MN)Q = M(NQ), quaisquer que sejam as matrizes M, N e Q do
tipo 2 x 2.

13 vy D
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TEOREMA 7

S
DEMONSTRACAO

A BJ2

SeJaA:<B/2 o

> uma matriz simétrica real do tipo 2 x 2.

(a) As raizes \; e Ay do polindémio caracteristico de A s3o reais. Isto é, a matriz
A tem dois autovalores A\; e Ao, que tém multiplicidade um se \; # )\, e
multiplicidade dois se \; = \,.

(b) Existe um par U ey de autovetores ortonormais relativos aos autoval-
ores A\ € \o, respectivamente.

(c) Se B = (Zl 22) € a matriz do tipo 2 x 2 cuja primeira coluna é formada
1 b2

pelas coordenadas do vetor uy = (a1,b1) e a segunda, pelas coordenadas do

vetor iy = (as, by), entdo

HABz(? f). (8.15)
2

(a) O polindmio caracteristico da matriz A é

B A—A -B/2\ B?
p(A)__det<_B/2 A_C)_«A—ANA—oy—4
= AQ—(A+C)>\+AC—%2.

Como o discriminante da equacio p(\) =0,

A = (A+C)?—4(AC - B?/4)
= A*4+2AC + C* - 4AC + B?
= (A-C)+D7

Z ~

ndo negativo, as suas raizes A\ e Ay sdo reais.

(b) Se A =0, temos que A =C e B =0 e, portanto, A = A = C & a (nica
raiz de p(A) = 0. Neste caso, A = (g\ ?\) ee = (1,0),5> = (0,1) sdo
autovetores ortonormais relativos ao autovalor A de multiplicidade dois.

Se A > 0, a equagdo p(A) = 0 tem duas raizes reais \; e A, distintas.

Sejam U, e Uy vetores nio nulos tais que Aur = My e Ay = Moty

isto &, 1, e Uy s3o autovetores nio nulos associados aos autovalores \; e o,

14
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respectivamente. Podemos supor, pela Observacio 3, que w1’ e Uy sdo vetores
unitarios (isto &, ||uy’|| = ||uz’|| = 1)
O vetor u; & ortogonal ao vetor Uy . De fato, pela Proposicgo 6
< Auy ,U2 S=<uy, Ay >
< Alul ,u2 >=< Uy ,/\2u2 >
M < U Uy >= N < Uy, Uy >
(A — Ag) <uy ,u2 >=0

<ur,uy >=0.

I

(C) Como AW = (Aa1 + (B/Q)bl,(B/2>a1 + Cbl) = ()\1&1,/\1b1) e
Auy = (Aas + (B/2)be, (B/2)as + Cbse) = (Aaag, A2by), segue que

AB* A B/2 a; as o )\1@1 )\20/2
S \B/2 € ) \b b)) \ by doby )

Alem disso, sendo |[u’]|> = a2 + 02 = 1, || ||> = a3 + b3 = 1 e
< Uf,ﬁ; >= ajas + b1by = 0, obtemos que:
BtAB _ a; by Atar Agas
a9 bz )\1b1 )\ng

i /\1 (CL% + b%) )\2((11@2 + blbg)
A(arag +biby)  Ao(a3 + b3)

(M0
o n )

Note que B = 0 <= &1’ = (1,0) (ou = (0,1)) é um autovetor da OBSERVAGAO 8
matriz A.
Neste caso, A e C' s3o os autovalores e &1 = (1,0),e5’ = (0,1) sdo

autovetores relativos aos autovalores A e C, respectivamente, da matriz A.

Seja 0 € |0, 27r) angulo que o vetor u;’ faz com o eixo OX no sentido
positivo, isto &, u;” = (cosd,sen ). Tomemos uy’ = (—sen 6, cosh), obtido

.. T
de u;’ por uma rotacdo positiva de 5

15 vy D
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Seja OXY o sistema cujos eixos 0)% oy
OX e OY tém a mesma direcdo e o

mesmo sentido dos vetores 171_> e U; 0OX

respectivamente. /
Assim, por 8.5, a forma quadratica U2 U1

f(z,y) =< A(z,y), (z,y) >, nas co- \ 0 00X

ordenadas 7 e 7 do sistema OX Y, é

dada por:
f(@,9) =< A(B(z,7)), B(T,7) >.

Dai, sabendo que

Figura 8.6: Sistemas de eixos ortogonais OXY e
oXY.

AB(z,y) = A(B(z,y)) e (B'AB)(x,y) = B'(AB(z,y)) = B'(A(B(z,y))),

concluimos, pela Proposicdo 6 e pelo Teorema 7, que

f@9) = <B'(AB7,7)) (7,7) >
= < (B'AB)(z,7), (T

= T+ Nyt (8.16)
Para Saber Mais Se M = <m11 m12> N = (nn n12> sdo duas matrizes do tipo 2 x 2
Mo1 Moo N21 MNa2
e @ = (x,y) & um vetor, entdo
MN (z,y) = M(N(z,y)).
Com efeito,
M(N(xa y)) = M(nyx + nigy, no1 T + nogy)
= (mu(nuz + ni2y) + mia(naix + naoy),
Ma1 (N2 + N12y) + Maa(Na1x + Naay))
= ((mi1n11 + maanar)x + (Mi1ni2 + miangs)y,
(ma1n11 + Magnar)x + (Mar1nia + Maanas)y)
= (MN)(z,y).
EXEMPLO 4 Seja a forma quadratica f(z,y) = 32% + 22y + 3y*, com A = C =3 e
B =2.
= L 16
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Entdo A = (i’ :1))) é a matriz da forma quadratica e

A—=3 -1

=A=3)2-1=X-6)A+8=0
—1 A—S) ( )

p(A\) = det (

€ a sua equacdo caracteristica, cujas raizes sdo \y =4 e Xy = 2. Isto é, \y =4
e \y = 2 s3o os autovalores da matriz A.

Os autovetores (z,y) relativos ao autovalor A\; = 4 sdo as solugdes do

sistema

M=)z —y = —y=
(M =3)z—y=0 — r=y=0 = r=uy.
—z+ (M —3)y=0 —x+y=0

Portanto, u; = L = (cos7r senw> €& um autovetor unitario
! 1 \/57 \/5 47 4

relativo ao autovalor \; = 4. Como o autovetor u, relativo ao autovalor

1 1
A2 = 2 é ortogonal ao autovetor u, basta tomar 1y = (— ) =

V2 V2
(—SeIlTr COSTr>
4’ 4)°

Seja OX Y o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos OX e
OY', no sentido positivo, do angulo # = w/4. Nas coordenadas T e 7 deste

sistema de eixos, a forma quadratica é dada por
f@.79) = M7 + Aoy = 47° + 2%,

Portanto, a linha de nivel m de f & o conjunto vazio, se m < 0; a origem,
=2 -9

sem:O,eaeIipseW—k%—l se m > 0.

No sistema de eixos OX Y, a origem é o centro, a = \/\/? b = \/2%
c= \/f a reta focal é 0 eixo— Y, a reta nao focal & 0 eixo—OX, ( 0, —\/\/?)
e (0, vm sdo os veértices sobre a reta focal, \/Fn,O \/E,O sdo

V2 2
os vértices sobre a reta ndo focal, e (0, _\gﬁ) e ( 7\/27? sdo os focos da
=2 7
lipse — + ——
elipse m/i + m/2
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Figura 8.7: Linha de nivel 4 de f.

Pela mudanca de coordenadas (ver 8.5 e 8.6),

(0,y) = (”ﬂ ‘1/“5) =7,

1/vV2 1/V2
_ 1/vV2  1/V2
@n = (VU ),

—1/vV2 1/V2
obtemos que C' = (0,0) é o centro, { : x+y =0¢éaretafocal, ¢ : —z+y =0
é a reta ndo focal, A, = (@, —@) e Ay = (—@, Tm) sd0 0s vértices
na reta focal, B; = <—§, —%) e By = (2—\/\2, g) sd0 os vértices na
reta ndo focal, e [} = (\/_ @) e I[h = (—@, @) s3o os focos da

2 2v/2 2v2" 2v/2

elipse nas coordenadas = e y.

8.5 Equacao Geral do Segundo Grau em R?

Consideremos a equacdo geral do segundo grau nas variaveis x e y:
Az’ 4+ Bry +Cy? + Dz + Ey + F = 0. (8.17)

Esta equacdo é da linha de nivel zero da funcdo quadratica

18
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f(z,y) = Az* + Baxy + Cy*> + Dx + Ey + F.

Seja, como na secdo anterior, o sistema OX Y de eixos ortogonais cu-
jos eixos OX e OY tém a mesma direcdo e o mesmo sentido dos autove-

tores ;e Uy, relativos aos autovalores \; e Ao, respectivamente, da matriz
A BJ/2
A= / .
B/2 C
Ent3o, por 8.16, a funcdo quadratica f, nas coordenadas T e 7, assume a
seguinte forma:

f(f,@) - Alf2 + )\2§2+ < (DvE)’ (B(an)) > +F
= f(,9) = \T* + Ny’ + < BY(D, E), (z,y) > +F
= f@Y) =MT + NP+ DT+ Ey+ F,

onde D =< (D,E),u; >e E =< (D,E),uy >.

Nos capitulos anteriores, provamos que a equacio
M4+ NP2+ DT+ Ej+ F =0, (8.18)

que é a equacdo 8.17 nas coordenadas T e 7, representa uma elipse ou uma
elipse degenerada se A\;\y > 0, uma hipérbole ou uma hipérbole degenerada se
A1y < 0, e uma parabola ou uma parabola degenerada se A\jA\s = 0 (A; # 0
ou Ap # 0).

Os eixos OX e OY s3o os eixos principais da cénica C representada pela
equacdo 8.17. Estes eixos sdo paralelos as retas focal e ndo focal da conica,
nos casos em que C é uma elipse ou um hipérbole, e s3o paralelas a reta focal
e a diretriz quando C & uma parabola.

O namero real I = B2 —4AC, chamado indicador da equacdo 8.17, estab-
elece se a equacdo representa uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola(degenerada
ou ndo), antes de reduzirmos a equac¢do a sua forma candnica 8.18.

De fato, como det A = det <B/}2 BéZ) = AC — B?/4, entdo [ =
—4det A.

0 —send 0 0
Além disso, como B = o8 sen ) e B = ( o8 sen > segue

senf cosf —senf cosf
que det B = det B! = cos? 0 + sen?6 = 1.
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Logo, I = —4)\ )y, pois, pelo Teorema 7,
det A = (det B*)(det A)(det B) = det(B"AB)

N OO
— detA=det |} = Ao
0 A

2

Para provar que I = —4)\; )y, usamos que o determinante do produto de
duas matrizes é o produto dos determinante dessas matrizes.

. : my; m ny n . .
Para Saber Mais Sejam M = ( 1 12) e N = ( H 12) duas matrizes reais do
Mo1  Mag N21  M22

tipo 2 x 2. Entdo,
det(MN) = (det M)(det NV).

Com efeito,

det(MN) = (marnar + magnar ) (Marnig + masngs)
—  (mung + miangg) (Mainar + magnar)
= M11M21N11N12 + M11M22N11M22 + M12M21N21 M2
+  MiaMagNeiNee — M11M21N12M 1 — M11M22N 12121
—  MMi2MM21M22M11 — T12712211221121
= M11MaN11M22 — M11M22N12M21 + M12M21N21M12
— Mi2M21N22MN1y
= m11m22(n11n22 - n12n21) — M12M21 (n22n11 - n12n21)
= (m11m22 - m12m21)(n11n22 - n12n21)
= (det M)(det \V).

Logo,

det(MN Q) = (det M)(det N)(det Q),
quaisquer que sejam as matrizes M, N e (), pois

det(MN Q) = (det MN)(det Q) = (det M)(det N)(det Q).

Assim, a equacdo geral do segundo grau 8.17 representa:

e uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio se I < 0;

e uma hipérbole ou um par de retas concorrentes se I > 0;

e uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto

vazio se [ = 0.
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Reordenando, quando B # 0, os autovalores \; e Ay (se necessario), pode-
mos supor que 6 € (0,7/2). Vamos determinar agora o angulo ¢, em funcdo
dos coeficientes A, B e C' da equacdo 8.17.

Temos que:

cosf  send A BJ2) [cosf —senf\ (A O
—senf cosf) \B/2 C senf cosf |\ 0 X
Acosf + (B/2)senf  (B/2)cosf + Csend cosf) —send
—Asenf + (B/2)cos —(B/2)senf + C cost

A0
:(0 A2>
(Acost + (B/2)senf)(—senf) + ((B/2)cosf + Csenb)cosf =0
—Acosfsenf — (B/2)sen? + (B/2) cos® + Csenf cos = 0

(B/2)(cos? 0 — sen” §) + (C' — A)senf cos =0
Bcos20 + (C — A)sen20 = 0.

senf cosf

AN

Entdo, quando B # 0,

0=m/4,se A=C
e

tan 20 =

A_C,seAséC'

Sendo 1 + tan?(26) = sec?(20), segue que

1 B
cos 20 = . se >0
/1 + tan?(20) A-C
cos20 = — ! , se B <0
1 + tan?(26) A-C

pois, como 20 € (0, ), cos 20 e tan 20 tém o mesmo sinal.
Conhecendo cos 26, podemos determinar o angulo 6 € (0,7/2), por meio

das relacdes trigonométricas:

v/ 1+ cos 26 /1 — cos 20
cosf = s e senf = -
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g
EXEMPLO 5

%

Considere a funcdo quadratica f(z, ) z? + 26y + 297 — 60z +
210y +1, com A=1, B=2v6,C =2, D =—60, E=2/10e F = 1.

Seja A = <\/16 ?) a matriz da funcdo quadratica. Ent3o, a equacdo

caracteristica da matriz A é
A—1 —V6
A) = det =A=1)A=2)—6=X—-3\x—-4=0,
p() (_% )\—2> (A - DA —2)
cujas raizes sdo \; =4 e \y = —1, isto é, \; =4 e Ay = —1 sdo os autovalores
de A.
Os autovetores (z,y) relativos ao autovalor A\; = 4 sdo as solugdes do

sistema

(Al—l)x—\/éyzo 3z — 6y =0
{—%H(Al—myzo - {

—\/633 +2y=0
V6 2
= r=-—y=-——=u.
3 Yy \/éy
2 6 e .
Tomemos 17? = —,i , que & um autovetor unitario relativo ao
v10 /10
autovalor A\; = 4. Como os autovetores relativos ao autovalor Ay = —1 s3o

6 2
ortogonais ao autovetor u1 , basta tomar 17; = <—\[ )

V10" V10
Seja OX Y o sistema de eixos ortogonais tal que OX tem a mesma direcio

e sentido do vetor u;’, € OY tem a mesma direcdo e o mesmo sentido do
vetor u’. Ou seja, o sistema OXY é obtido girando os eixos OX e OY, no

2 V6
sentido positivo, do angulo # € (0,7/2), tal que cosf) = — e senf = ——
p g (0,7/2), tal q 710 710

(<:> tan29:12_tﬂ 2\/_— C> .

No sistema OX Y, a funcdo f se escreve como

f(f,@)=452—y2+<< 2/V10 \/6/\/1_())(—\/@72@)7(57?>+1

~V6/v/10  2/v/10
= f(f,@)=452—?2+( \\;ﬂt \ﬁ) +< \/\%+\/\%)g+1

— f(@,y) =47 -7 -2y +1
47 — (Y + 1) + 2
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Portanto, a curva de nivel 2 da funcdo f & dada pela equacdo

47° — G+ 1P +2=2 <= 43— (g+1)*=0
<~ y+1=2r ou y+1=-27,

que representa duas retas concorrentes no ponto (0, —1), nas coordenadas T e

7.
Como

(5.5) ( 2/4/10 \/5/\/E> (e.y) = <2x+\/éy —\/6m+2y>,

—V6/v10  2/V10 vio ' V10

temos que as retas, nas coordenadas x e y, s§o:

¢ 27 — 7 = 1 <= 2(22 + V6y) — (—V6x + 2y) = V10 <= (4 + V6)x +
(2v/6 - 2)y = V10;

0 2T +7 = —1 &= 2(2x + V6y) + (—V62 + 2y) = —/10 <= (4 — V6)z +
(2v/6 + 2)y = —V/10.

Estas retas se cortam no ponto

p_ [ 2/VI0 —V6/V10 (O_D_(ﬁ_i)
- \W6/v10  2/V/10 7 \vi0T vio)

Para m # 2, a linha de nivel m da funcdo f é a hipérbole

P 72 y+1)32
A7 =[G+ 1) =m -2 = _(m—% =1.

4
Se m > 2, a reta focal da hipérbole é a reta 7 = —1, paralela ao eixo—OX,

esem < 2, a reta focal & o eixo—OY'.

Para m = —2, a hipérbole é dada pela equacéo

—72 4 +1)* =1.

4

Nas coordenadas T e 7, (0,—1) éocentro,a=2,b=1,c= V5, T=0¢éa
reta focal, 7 = —1 & a reta n3o focal, (0, —3) e (0,1) sdo os vértices, (—1,—1)
e (1,—1) sdo os vértices imaginarios, (0, —1 —+/5) e (0, —1+4+/5) sdo os focos
erT = :|:§(§+ 1) sdo as assintotas da hipérbole.
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Figura 8.8: Linha de nivel —2 de f.

Pela mudanca de coordenadas,

(2.q) = 2/vV10  —v6/v10 (f_)_(%—\/é@ \/€f+2y>
P A\VEIVID 2/vT0 O\ Vo vio )

obtemos que C' = (\/6 2 ) é o centro, A; = (3\/6 6 )

VIO' V10 VIO' V10
e Ay = (—ﬁ i) sdo os vértices, By = <_2+\/_ _\/6_2> e By =
V10" V10 V0 ' V10
<2\J;%6, \/\6/1__02> s30 os vértices imaginarios, Fj= ((1 +\/\§)\/§’ _2(1/1:0\/3)>
e [, = <(1 _\/\;_i)\/g, _2(1/1_0\/5)) sdo os focos da hipérbole nas coordenadas

xeuy.
E, pela mudanca de coordenadas,
.9) = 2/v/10  V6//10 (5.9 = (2x+\/6y —\/5x+2y)
D=\ Veyvio 2vie ) Vio v )
segue que £ : 2x + \/éy = 0 é a reta focal, ¢/ : —/6z + 2y = —v/10 é a reta

ndo focal e r* : 222+ v/6y) = £(—v62 + 2y +V10) (<= r* : (4£V6)z +
(2v/6 F 2)y = +1/10) sdo as assintotas da hipérbole nas coordenadas z e y.
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Seja a funcdo quadratica f(x,y) = 2% + 222y + 2> + 632 + 3, com
A=1,B=2V2,C=2 D=6V3, E=0e F =3.

1

A matriz A = (\/5

2
\g_> é a matriz de f. Portanto,

p()\):det</\_?/_21 A__‘/jé) =A=1DA=-2)—2=X-31=0,

é sua equacdo caracteristica, cujas raizes sdo \y =3 e Ay = 0. Ou segja, Ay =3
e Ay = 0 s3o os autovalores da matriz A.

Os autovetores (z,y) da matriz A relativos ao autovalor \; = 3 sdo as
solucdes do sistema

AM—1xr—+V2y=0 20 — 2y =0
(A1 )z \/_y — x \/_y — y= NS
2+ (M —2)y=0 —V2z+y=0
1 e .
Logo, U1’ = 7 Lz) € um autovetor unitario relativo ao autovalor \; =
3 e, portanto, Qﬁ = —\/—5, 1 é um autovetor unitario relativo ao autovalor
V3 V3
Ao = 0.
Seja OX Y o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos OX e OY,
: " 1 V2
no sentido positivo, do angulo 6 € (0,7/2) tal que cosf = — e senf = ——
p g (0,7/2) tal q 7 7

Nestas coordenadas, a funcdo quadratica se escreve como

I ARV I
~V3IVE V3

— [(z,7) =324 6T — 6vV27 + 3
(T2 +27) — 6V25 + 3
(T +1)2 — 6v/27.

) (6v/3,0), (Z,7) > +3

Entdo, a linha de nivel 6v/2m,m € R, de f é a parabola
(T +1)%=2V2(7 +m),

que tem vértice V. = (—1,—m), p = v/2/2, reta focal £ : T = —1, foco
F=(-1,-m++2/2) e dlretrz? = —m — /2/2, nas coordenadas T e 7.
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Pela mudanca de coordenadas,

(z,y) = (1/\/3 —\/5/\/§> (Z,7) = <f—\/§y \/§f+§)

V2/V3 13 VEREVE
(Z,7) = 1/\/§ \/i/\/§ (z )_<x+\/§y —\/§m+y>
W \evevd 3 )Y T\ s )

—1+\/§m —\/§—m ; L.
temos que que V = , é o vértice, 1 x+ 2y = —V/3
que q ( 7 5 ) V2y=—v3

é a reta focal, F = (ﬂ(m\/g \/5), _(27;/-%\/5)) éofocoel: —2r+ y=
—m+/3 — 1/6/2 é a diretriz da parabola nas coordenadas z e y.
— oY} OX,
Y
L
%
00X
F
%
14

Figura 8.9: Linha de nivel zero de f.
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8.6 Exercicios

1. Obtenha os autovalores (caso existam) e os respectivos autovalores unitarios
da matriz:

3 4 15 2 3
(a)A:<_6 2); (b)A:<2 4); (c)A:<3 2).

2. Descreva geometricamente a linha de nivel zero da funcdo f : R? — R,
dada por f(z,y) = a* — y* — 223 + 2zy? — 322 + 3y>.

3. Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e OX Y o sistema de eixos
ortogonais obtido pela rotacdo positiva de angulo 6 dos eixos OX e OY,
onde cosf = 4/5 e senf = 3/5.

Uma parabola, nas coordenadas 7 e 3, tem foco no ponto F' = (12/5,16/5)
e vértice no ponto V' = (12/5,—-9/5).
(a) Determine a equacio da parabola nas coordenadas T e 7 e nas coorde-

nadas x e y.

(b) Obtenha o foco, o vértice, a reta focal e a diretriz da parabola nas

coordenadas x e .

(c) O ponto P = (1,7), nas coordenadas z e y, pertence a regido focal ou
a regido ndo focal da parabola?

(d) Faca um esboco da curva no sistema de eixos OXY’, indicando seus

elementos e o ponto P.

4. Encontre os autovalores da matriz das formas quadraticas abaixo. Descreva
suas linhas de nivel e, caso seja uma conica ndo degenerada, obtenha os

seus principais elementos nas coordenadas x e v.

(@) f(z,y) ==y

(b) f(x,y) = 52% + 6zy + 5y?

(c) f(z,y) = 4% — 122y + 9?

(d) f(z,y) = 21z — 10+/3zy + 31y?
(e) f(z,y) = —3922 + 50+/3zy + 1132
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. Para cada uma das equacdes abaixo, identifique a cénica que ela representa,

encontrando, nos casos ndo degenerados, os seus principais elementos. Faca

também um esboco da curva.

(@) 2 —2zy+y?+4y=0

(b) 722 — 64/3zy + 13y> — 16 =0

(c) 7x® — 48zxy — Ty? — 30z — 40y + 75 =0

(d) 322+ 2v/3zy + 12 — (12v/3+8)z — (12— 8V3)y + 52 =0
(e) 1322 — 18xy + 37y> + 20v/10x — 20v/10y + 40 =0

(f) =722 + 8y — v +Vbx + 5y =0

. Mostre que uma equacdo do segundo grau

Az?+ Bry+ Cy*+ Dx+ Ey+ F =0

representa um circulo, se e somente se, A =C(#0), B=0e D>+ E* >
4AF. Lembre que um circulo & uma elipse com eixos focais e nio focais de

iguais comprimentos.

. Considere a mudanga de coordenadas (rotacdo dos eixos) dada por

x = ZTcosl —ysenl, y = Tsenl + ycosf. Obtenha a equagdo do cir-
culo (x —a)? + (y — b)® = r? nas coordenadas 7 e 7.

. Seja OXY um sistema de eixos ortogonais, e considere o sistema OX Y

obtido girando os eixos OX e OY de um angulo 0, 6 € [0, 7/2), no sentido
positivo. Mostre que se
ApT? + BoTy + Coy* + DT + Egy + Fy = 0

é a equacdo de segundo grau
Az’ + Bzy+ Cy?+ Dz + Ey+ F =0,

nas coordenadas T e 7, entdo Ag+Cp = A+C e B —44,Cy = B> —4AC,
para todo # € [0,7/2). Conclua que o indicador e o polinémio caracteristico

de uma equacdo do segundo grau sdo invariantes por rotacdo dos eixos.
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8.7 Exercicios Suplementares

1. Sejam O' = (3,2), P = (4,4) e Q = (1,3) pontos num sistema de eixos
ortogonais OXY. Considere o sistema O’ XY’ tal que o ponto P pertence
ao semieixo positivo O’ X’ e o ponto () pertence ao semieixo positivo O'Y”.
Obtenha as coordenadas 2’ e ¢/ do ponto R = (8,2) e do vetor v = (-1, 3).

2. Sejar : ar+by = ¢ uma reta num sistema de eixos ortognais OXY . Mostre
que, mediante uma rotacdo positiva seguida de uma translacdo, podemos
obter um sistema de eixos ortogonais O’ X’Y’ no qual a equacdo de r é

' =0.

3. Sejam OXY e O'X'Y’ dois sistemas de eixos ortogonais quaisquer. Se 6 é
o angulo que o eixo O’ X’ faz com o eixo OX no sentido positivo, entdo o
angulo ¢ que o eixo O'Y’ faz com o eixo OY no sentido positivo pode ser
¢ =0 ou ¢ =0+ m. No primeiro caso, ¢ = 6, estudado no texto, dizemos
que os sistemas OXY e O'X'Y’ tém a mesma orientacao. No segundo

caso, ¢ = 0 + m, mostre que as férmulas de mudanca de coordenadas s3o:

x =12’ cosh + y' send + xg
y =a'senf — 1y cos O + yo

/

— x' = (x — x9) cos + (y — yo) sen 6
Yy = (x — xg)send — (y — yo) cos b,

onde (z,y) e (zo,yo) sdo as coordenadas de um ponto P e do ponto O,
respectivamente, no sistema OXY, e (2/,y) sdo as coordenadas de P no
sistema O’ X'Y".

29 v b



	Equação Geral do Segundo Grau em R2
	Introdução
	Autovalores e autovetores de uma matriz real 22
	Rotação dos Eixos Coordenados
	Formas Quadráticas
	Equação Geral do Segundo Grau em R2
	Exercícios
	Exercícios Suplementares


