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UNIDADE 9 INTRODUGAO

9.1 Introducao

Nos Capitulos 5, 6, 7 e 8, vimos que dada uma equacdo do segundo grau
Ax? + Bay + Cy* + Dx + By + F = 0, (9.1)

existe um sistema de eixos ortogonais O X Y, obtido apés uma rotacdo e/ou
uma translacio do sistema OXY’, tal que a equacio nas coordenadas T e 7 fica
na forma canénica.

Neste capitulo, estudaremos as transformacées geométricas do plano. Den-
tre elas, a translacao 75, que leva a origem no ponto P, e a rotacdo Ry de
angulo € em torno da origem. Embora haja uma analogia entre essas transfor-
macdes e as mudancas de coordenadas estudadas anteriormente, hd também
uma diferenca. Nas transformacdes de translacdo e rotacdo mantemos fixos os
eixos e transladamos e rotacionamos os pontos, enquanto que na mudanca de

coordenadas mantemos fixos os pontos e movemos 0s €ixos.

9.2 Transformacoes no plano

Uma transformacio no plano 7 é uma funcdo T : 1 — 7 que a cada

ponto P € 7 associa o ponto T(P) € m chamado imagem de P por T.

Ao longo deste capitulo, vamos fixar um sistema de eixos ortogonais O XY
no plano 7. Desta maneira, uma transformacdo 7' de m em 7 pode ser vista
como uma aplicacdo de R? em R? que a cada ponto P = (z,y) € R? associa o
ponto P’ = T(P) = (2,y') € R% Ou, dependendo das propriedades de T, que
queremos enfatizar, podemos interpretar 7' como uma transformacdo de R? em
v

R2 que a cada vetor v = (z,7) associa o vetor v = T(v") = (z/,¢/).

Dizemos que as transformacdes T e L sdo iguais, e escrevemos 1 = L,
quando T'(P) = L(P) para todo ponto P.

(a) A transformacao identidade, que designamos Z, é a transformac&o que
a cada ponto P do plano associa ele préprio, isto €, Z(P) = P, para todo
ponto P.
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(b) Seja P, um ponto do plano. A transformacdo T que a todo ponto P do
plano associa o ponto Py, T'(P) = Py, é a transformacao constante de
valor F,.

(c) Seja O a origem do sistema OXY. A translacdo até o ponto F

é a transformacdo Tp, do plano que a cada ponto P associa o ponto
e
P' = Tp,(P) tal que PP = OF, .

SePO:(xoayo)eP:<x7y)' YA

entao Tp, (P)
P = TPO(‘P) - (xlay/)l
onde:
(x’—x,y’—y)z(xo—O,yo—O) P PO
= (xo7 yo)'
Portanto, -
T (P)=P' = (¢',y) - &
= (ZL’O + T, Yo + y) Figura 9.1: Translacdo T'p,

Outra forma de descrever uma translacio é dando seu vetor de translac3o:

a translacdo pelo vetor ©” é a transformacdo dada por T (P) = P,

Y < —
onde PP’ = v”. Escrevemos a translacdo pelo vetor v” como

Te(P) =P+
Entdo, se v = (a,b), T (z,y) = (z + a,y + b), para todo (z,y) € R?.

(d) Dado um ponto Py do plano, 4

a transformagdo Rp, que a
cada ponto P do plano as- Bp,(P)
socia o ponto P’ = Rp,(P),
pertencente a reta que passa Py
por Py e P, tal que

> P
P()P, :—P()P

>
@) X

é a reflexdo em relacio ao
ponto Po. Figura 9.2: Reflexdo Rp,

Se Py = (%0,Y,) € P = (x,y) é um ponto do plano, entdo P’ = Rp,(P) =
(',y'") é o ponto tal que

3 A 1S
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R

%

E

>

(I, — Lo, yl -

isto &,

yo) = _(93 —ZoyY — yo)'

Rp,(P) = (22, — 2,2y, — ).

Note que, se P, = (0,0), entdo R0 (x,y) = (—x, —y), para todo (z,y).

(e) A projecao ortogonal sobre uma reta ¢ no plano é a transformacio,

designada Proj,, que a cada

ponto P do plano associa o ponto P’ onde a

reta / intersecta a reta perpendicular a / que passa pelo ponto P.

Se ¢ & uma reta que faz um

gulo «, no sentido positivo, com

o eixo OX, entdo (cosa,sen «)

é um vetor paraleloa (e

{:—senax+cosay=c

€ a sua equacdo cartesiana para /

algum c € R.

Se P = (z,,Y,) € um ponto do

plano, entdo

an- Y |

Figura 9.3: Projecdo ortogonal Proj,

0t cosar +senay = cosa T, + senay,

é a reta perpendicular a ¢ que passa pelo ponto .

Entdo, se P’ = Proj,(P) = (2/,y'), temos que (2,y’) é a solugdo do

sistema

—senax’ +cosay =c

cosax’ +senay = cosax, + senay,.

Resolvendo esse sistema, obtemos

P’ = Proj,(P)

= (cos’> az, + cosa sen ay, — csen a, cos a sen a T, + sen’ ay, + ¢ cos ).

Ou seja,

P’ = Proj,(P) = (cos® ax, + cos a sen a1, cos a sen a T, + sen” ay, )

+c(—sena, + cosa).

(9.2)
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Em particular, se / &€ 0 eixo OX, entdo o = 0 e ¢ = 0. Assim, a
projecdo P, = Proj, é dada por P,(z,,¥,) = (2,,0). De modo analogo,
a projecdo P, sobre o eixo OY (a = 7/2 e ¢ = 0) & a transformacdo
Py(0,Yo) = (0, Yo)-

(f) A reflexao R, em relacao ¥

a reta / é a transformacio
que a cada ponto P associa
o ponto P’ = R,(P) tal que
¢ é a mediatriz do segmento
PP'. Ou seja, P = (2/,)
“Ry(P
é o ponto do plano tal que / (P)

Proj,(P) & o ponto médio do 0

o |

/
segmento PP Figura 9.4: Reflexdo Ry

Logo, se P = (z,y) e { : —senax—+cosay = ¢, temos, pelo item anterior,
que: R(z,y) = (2/,y') = 2Proj,(z,y) — (z,y)
<= Ry(r,y) = (2cos’az +2cosa senay — 2csena — ,
2cosa senax + 2sen’ ay + 2ccosa — y)
<= Ry(z,y) = ((2cos’a — 1) +2cosa senay — 2csen a,
2cosa senax + (2sen” a — 1)y + 2ccos @)
< Ry(z,y) = (cos2ax + sen2a y,sen 2ax — cos 2a y)
+2¢(— sen v, cos ). (9.3)

9.3 Transformacdes lineares

Uma transformacio T é uma transformacao linear se DEFINICAO 3

e T transforma uma soma de vetores na soma de suas imagens:

TW +0)=T@W)+T({@),

para todos os vetores U’ e U’;

e T transforma o miltiplo de um vetor no mesmo maultiplo da sua imagem:
TOW) = \T(W),
para todo vetor U’ e para todo \ € R.

> A 1S
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OBSERVAGAO 4 (a) Pela identificacdo entre pontos e vetores, num sistema de eixos OXY, toda

p
EXEMPLO 2

R

%

>
»

transformacio linear pode ser vista também como uma transformacdo de

pontos do plano.

De fato, se T' &€ uma transformagdo linear (de vetores) e P é um ponto no

. — =
plano, definimos T'(P) = @, onde @) é o ponto tal que T(OP ) = OQ .
T . . — —
(b) Uma transformac&o linear deixa sempre o vetor zero fixo: 7(0° ) = 0.
Com efeito, sendo T linear: T(—0") = T(—10") = —1T(v") = =T("),
€ N =
T(0)=T(-v +v)=T(-v)+T([@)=-T@)+T(W)=0".
~ ~ . . — .
Portanto, se uma transformacdo ndo deixa fixo o vetor nulo 0, ou seja,
n3o deixa a origem fixa, entdo ndo é uma transformaco linear.
. — . -, . .
(a) A transformacdo que a cada vetor v” associa o vetor nulo 0" & linear e &
chamada transformacio linear nula ou transformacao zero.
(b) A transformacdo identidade 7 que a cada vetor associa ele préprio (ou
que a cada ponto associa ele préprio) é uma transformac&o linear.
(c) A reflexdo com respeito & origem é uma transformacio linear.
De fato, na linguagem vetorial, a reflexdo é dada por T'(v") = —v". Assim,
TW +v)=-(w+0)=-u -0 =T(W)+T(®),
e
TV = =\ = A=0") = XT(V),
para todos A € R e u’ e ¥ vetores do plano.
(d) Se k € R, a transformacdo, T(v") = kv’ é linear.

Com efeito, para quaisquer u’ e v’ vetores do plano e \ € R, temos:
T +7v) = k(@ +0) =k +kv’ =T(@)+T(),
TOT) = k(D) = kA0 = MNkV') = AT().

Note que
IT(@)1? = (T (@), T(@)) = (kv", kv") = k*(7",0") = k0" ||>.
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Portanto, ||T(?”)|| = |k|||7"||. Ou seja, T multiplica o tamanho dos
vetores por |k|.

A transformacdo T é chamada homotetia de razao k. A homotetia de

razdo k = 1 & a transformacdo identidade e a homotetia de razdo k = —1
é a reflexdo com respeito a origem, pois leva cada vetor 0 no seu simétrico
T

Note que uma homotetia de razdo k com |k| < 1 encurta o tamanho dos
vetores ndo nulos (isto &, encurta a distancia entre dois pontos), por isso é
também chamada contracdo linear uniforme. Entretanto, quando |k| >
1, a homotetia aumenta o tamanho dos vetores ndo nulos, ou seja, aumenta
a distancia entre dois pontos e por isso &€ também chamada expansao
linear uniforme.

(e) A projecdo ortogonal sobre uma reta ¢ que passa pela origem é uma trans-
formacio linear.

Com efeito, se ¢ & a reta paralela ao vetor unitario @ que passa pela
origem, temos, na linguagem vetorial, que a projecdo ortogonal do vetor
v sobre a reta ¢ é dada por

Proj,(v") = Proj+(v") = (u,v')u’.

u
Entio, para todos os vetores 0° e W’ e para todo \ € R:
Proj, (v +w') = (W

(f) A reflexdo com respeito a uma reta que passa pela origem é uma transfor-

macio linear.

Se W’ & um vetor unitario na direcdo da reta ¢ que passa pela origem,
entdo, na linguagem vetorial, a reflexdo do vetor v” em relacdo a ¢ é dada
por:

Ry(7") = 2Proj»(v") — v".

Fica como exercicio provar que R, é uma transformac3o linear.

! A 1S
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(g) As translacBes por vetores ndo nulos ndo sdo transformacdes lineares pois

ndo fixam o vetor nulo (ndo deixam a origem fixa).
(h) A transformacdo T'(x,y) = (2%,0) n3o é linear, pois T(1,0) = (12,0)

(1,0) e T(2(1,0)) = T(2,0) = (22,0) = (4,0) # (2,0) = (1,’0)
2T°(1,0).

PROPOSICAO 5 Uma transformacdo T : R? — RR? é linear se, e sé se, existem niimeros
reais a, b, c e d tais que:
T(z,y) = (ax + cy, bx + dy), para todo (z,y) € R

DEMONSTRACAO Sejam a, b, ¢ e d os nameros reais dados por T(?)

T(e3) = T(0,1) = (c,d).
Entdo, se T é linear,
T(w,y) =T(xer +y&') =aT(e’) +yT(&)
=2x(a,b) +y(c,d) = (ax + cy, bx + dy),
para todo vetor (x,y) € R>.

= T(1,0) = (a,b) e

Reciprocamente, se existem niimeros reais a, b, ¢ e d de modo que T'(x,y) =
(ax + cy, bx + dy), para todo (x,y) € R?, & facil verificar que T & linear.

A matriz My = real do tipo 2x2, cuja primeira coluna é o vetor

a c
b d
T(e1") = (a,b) e cuja segunda coluna & o vetor T'(¢3") = (¢, d), &€ a matriz da
transformacao linear 7.

Observe, pela definicdo dada no Capitulo 8, que T(?) = Myu’, para todo

vetor U)

g
EXEMPLO 3

. 1 . 0 0
(a) A transformacdo linear nula se representa pela matriz nula: 0 o)

(b) A matriz associada a transformacdo identidade é a matriz identidade que
designamos também por I. Com efeito, I1(1,0) = (1,0) e 1(0,1) = (0, 1),

logo:
1
M;=1= X .
01

8

S
/]
e
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(c) SeT(z,y) = (—x, —y) é a reflexdo com respeito a origem, entdo 7'(1,0) =
(—=1,0) e T(0,1) = (0,—1).

Assim, a matriz que representa 1" é

-1 0
My = :
—

(d) Seja ¢ a reta paralela ao vetor unitario u” = (cos «, sen «v) que passa pela
origem.

cos? a COS (v sen o

Ent&o, por (9.2), ( ) é a matriz da transformacéo

COS (v sen o sen? v

cos2a  sen 2«

Proj, e, por (9.3), ( ) é a matriz da transformacao R,.

sen2a  — cos 2«
(e) Um cissalhamento ao longo do eixo OX no plano é uma transformacio

1 k
linear dada por uma matriz da forma C}, = (O 1).

Isto &, se U7 = (z,y), entdo:
isto &, Cy(x,y) = (x + ky,y).

Note que,
Cue’) = Ci(1,0)=(L0)=¢’
Cu&’) = Cu(0.1) = (k1) = ke +é7,
ou seja, C}, deixa os pontos do eixo OX fixos e desloca todos os outros

pontos do plano paralelamente ao eixo OX por um fator de k.
O cissalhamento ao longo do eixo OY se define de forma analoga.
(f) A transformacdo linear T'(z,y) = (ax,by) é chamada transformacdo

diagonal. Uma homotetia de razdo k é uma transformagdo diagonal com

a = b= k. A transformacdo T se representa pela matriz diagonal My =

0
a ao longo do eixo OX e b ao longo do eixo OY.

a 0 o, . ~
( b) e o seu efeito é de mudar a escala dos objetos do plano a razdo

Uma transformacgdo diagonal 7" de razes a # 0 e b # 0, com a # b,
transforma o circulo unitario C na elipse £ de semi-eixos de comprimentos

la| (semi-eixo paralelo ao eixo OX) e |b| (semi-eixo paralelo ao eixo OY).

0 A 1S
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Com efeito, se (z,y) € C, entdo 2? + y*> = 1 e, sendo
T(z,y) = (ax,by) = (¢, y),

temos:
(a')?

bx)?
i (b2)

T =2yt =1

W) _ ()
b2 a?

a
isto é, (2/,y) € £.

o |8,

/
Reciprocamente, se (2/,1') € &£, o ponto (x,y) = ( ,%) pertence ao

circulo unitario e é levado por T no ponto (2, 1/).

DEFINICAO 6 A rotacdo de angulo  em torno do ponto I, é a transformacdo
Ro.p, : R? — R? que a cada ponto P do plano associa o ponto P’ obtido
pela rotacdo de angulo 6, no sentido positivo, do ponto P em torno do ponto

F.

Determinemos primeiro a rotacdo YA

Ryo(P)
Rg,o : RZ — R2

em torno da origem. Sejam P = (z,y) um p
ponto e (2',y') = Ry o(x,y) sua imagem. 0

Se ¢ é o angulo que o vetor OP faz 0
com o eixo OX no sentido positivo, entdo 0 i,

- -

P = (z,y) = (|OP | cosp,|OP | sen ) e,

portanto, Figura 9.5: Rotacdo Ry o

s ——
Roo(z,y) = (|OP | cos(0 + @), [OF | sen(6 + ¢))
< Ryol(x,y) = (JOP | (cosf cosyp — sen b sen p),
|O—P>\ (cos @ sen + sen @ cosp))

<= Ryo(r,y) = (|OP | cosy cosf — |OP | seny senb,
]O—P>\ sen ¢ cosf + \O—P>| cos p sen b))
<= Ryo(r,y) = (x cosd —y senb,y cos + x senb).
Logo,
Ryo(z,y) = (x cosf —y senb, x senf + y cosf) (9.4)

10

S
/]
<
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cos) —senb

é uma transformac3o linear e ( > é a matriz que a representa.

sen ¢ cos 6
Seja agora a rotacdo Ry p, de angulo § em torno do ponto Py = (z,, ¥s)-
Se P = (x,y) &€ um ponto de R?, entdo Ry p,(P) é o ponto P’ tal que
— 3
OP/ - OP() + RQO(P()P )
Ou seja,
RQ,PO (ZL', y) - ((fE - xo) cos 0 — (y - yo) senf + x,,

(x —z,) sen® + (y — y,) cosb + y,). (9.5)

YA A

L'=Ro,p,(P)

| /

o| X

Figura 9.6: Rotacdo Ry p,

Uma propriedade importante das transformacdes lineares é a seguinte.

Toda transformac3o linear leva retas em retas. PROPOSICAO 7

I
. ~ . _> -
Sejam T uma transformacdo linear, r a reta parale]a ao vetor v” que passa  Dp\ONSTRACAO

pelo ponto P, v’ = T(v") e P' = T(P), isto &, OP" = T(OP").

Afirmamos que T leva a reta r na reta 7’ que passa pelo ponto P’ e é
U)/

paralela ao vetor

?l

. B —
Com efeito, um ponto Q pertence a r se, e sO se, PQ =1 para algum

t € R. Ou seja, 5@_):5—]5)+tv_>.
Seja @) € r arbitrario e seja ' = T(Q). Entdo, pela linearidade de T,
temos:
0Q" =T(0Q) = T(OP + ") = T(OP ) + 4T (7)) = OP" + 10",
Portanto, () pertence a reta 7’.

1 A %
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9.4 Operacoes com transformacoes

As operacdes entre funcdes se aplicam também as transformacdes lineares,
assim, podemos somar duas transformacdes lineares, multiplicar uma transfor-
mac3o linear por um escalar e compor duas transformacdes lineares para gerar

novas transformacdes que também s3o lineares:

DEFINIGAO 8 Sejam S e T transformacdes lineares do plano e A € R. Definimos as
transformacdes:
(a) Soma de S e T, designada S + T
(S+T)(v") =8(v") +T(v).
(b) Produto de A € R por T, designado \T"
(T)(@) = MT()).

(c) Composta de S e T, designada S o T"

(SoT)(¥") = S(T("))

E facil verificar que as transformacdes S+7T, AT e SoT s3o lineares. Alem
disso, se verifica que a soma é associativa, comutativa, possui um elemento
neutro aditivo (a transformacdo nula) e que toda transformacdo 7" possui um
inverso aditivo —7', e que o produto de transformacdes por escalares é dis-
tributivo em relacdo & soma. Todas essas propriedades sdo consequéncia das
correspondentes propriedades das operacdes de adicdo de vetores e de multipli-

cacdo de vetores por escalares (ver Exercicios).

——
EXEMPLO 4 (3) Se T & uma transformacdo linear e A € R, a transformacdo AT & a com-
posta da homotetia H de razdo A com a transformacdo 7.

Com efeito, AT'(v") = MT(v")) = H(T(v")) = H o T(v"), para todo

vetor ?

(b) A composta Ry o R, da rotacdo de angulo § em torno da origem com a
rotacdo de angulo ¢ em torno da origem é a rotacdo de angulo 6 4+ ¢ em
torno da origem.

0 —send —
De fato, como M, = o’ sen e M, = cosy Seny sdo
sen 6 cos 6 sen ¢ cos

A
" L 12
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as matrizes das rotactes Ry e Rw, respectivamente, entdo:

(Rgo Ry)(z,y) = Ro(Ry(2,y))

= Ry(z cosp —y seny, x sen @ + y cos p)
cosf —senf

= (x cos —y senp,x sen + y cos )
sen 6 cosf

= (cosf (x cosp —y sen ) — sen b (rsen  + y cosp),
senf (x cosp —y sen ) + cosf (rsenp + y cos ))

= ((cos @ cosp — senf sen p)xr — (cosf senp + sen b cos )y,

(sen @ cos + cosf sen p)x + (cosd cos p — send sen p)y)
= (cos(0 + p)z — sen(d + @)y, sen(d + p)x + cos(f + ¢)y).

Ou seja,
(Ry o Ro)(2) = Rospla,y), para todo (z,y) € R

(c) A reflexdo R, com respeito a uma reta ¢ que passa pela origem é dada por
Ry(v") = 2Proj,(v")—v". Portanto, R, & a soma de duas transformacdes
lineares. A primeira, 2 Proj, € a composta H o Proj, da homotetia H de
razdo 2 com a projecdo ortogonal Proj, sobre a reta ¢, e a segunda ¢ a
reflexdo com respeito a origem —Z(v7) = —v".

(d) Uma transformacdo linear T' é chamada nilpotente quando existe um
inteiro positivo n tal que a composta de T" com si prépria n vezes é a

transformacdo nula.

As transformacdes T'(z,y) = (y,0) e S(x,y) = (0,z) sdo nilpotentes,
pois,
ToT(x,y) =T(y,0) = (0,0) e SoS(x,y) =5(0,z) = (0,0),

para todo (z,y) € R%

Note que T'= Ro P, e S = Ro P, onde R é a reflexdo com respeito
aretay =uxe P, e P, sdo as projecSes ortogonais sobre os eixos OX e

QY , respectivamente.

13 vy D
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OBSERVACAO 9 A operacdo de composicao de duas transformacoes S e T do plano
esta definida também quando elas n3o sdo lineares por:
(SoT)(P)=5(T(P)),
para todo ponto P do plano.
A transformacio identidade é o elemento neutro da operacdo de composicio,
pois, como
IoT(P)=T(P) e Tol(P)=T(P),
para toda transformacdo T e todo ponto P, temos [oT =1eT ol =T.
A composicdo de transformacdes é associativa.
De fato, sejam R, S,T : R? — R? trés transformacdes. Entdo, para todo
ponto P,

(Ro(SoT))(P) = R((SoT)(P)) = R(S(T(P)))
= (RoS)(T(P))=((RoS)oT)(P).

Isto ¢, Ro(SoT)=(RoS)oT.

O
EXEMPLO 5 A reflexdo com deslizamento \Z

é a transformacdo Ry que con-

siste na reflexdo R, em torno de

uma reta ¢ seguida de uma translacio

T ao longo de um vetor ndo

nulo o° paralelo a /. Ou seja,

Ry =Ty o Ry. yd

Se /. —senax +cosay = ce O

v = A(cosa,sena), com A # 0,
Figura 9.7: Reflexdo com deslizamento R, »»

temos, por (9.2), que para todo
(z,y) € R?,

Ry (x,y) = (cos2ax + sen 2y, sen 2a.x — cos 2a y)

+2¢(—sen a, cos ) + A(cos a, sen a).

14

S
/]
e



TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS PLANAS

Uma transformacdo T é invertivel quando existe uma transformacéo S tal
que SoT =1eT oS =1. A transformacio S é chamada inversa de T e se
designa 7.

Note que uma transformacdo 7" é invertivel se, e s6 se, & injetora e sobre-
jetora, ou seja, 1" é bijetora.
Se T é uma transformacéo invertivel, entdo 7! & também uma transfor-

mac3o invertivel e (77171 =T.

A inversa de uma transformacdo, quando existe, é Gnica.

Seja T uma transformac3o linear invertivel e sejam U e V' transformacdes
tais que:
UoT=ToU=1 e Vol=ToV =1
Logo, pela associatividade da composicdo,
(UoT)oV=10V=V<=Uo(ToV)=V<=Uol=V<=U=V.

(a) A translagdo Ty pelo vetor o = 0 n3o é uma transformacdo linear, mas é

uma transformac3o invertivel e sua inversa é a translacdo 7+ pelo vetor

T

Com efeito, para todo vetor v’ temos:
T poTe(@) = T o0 +uw)= 0 +0)-u
v

TpoT (V) = Ty ) =
= VA (-u+T

(b) Uma homotetia H de razdo k ndo nula é invertivel.

. , : .~ 1
Com efeito, se S & a homotetia de razdo o temos:

SoH(T) = S(kv) = %(W) - (% B) T =7 = 1(7)

HoST) = H(%?) :k@?) — (kl)wzﬁ:zm

—_

Logo, H~! = S & a homotetia de razdo —.

o
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UNIDADE 9 ISOMETRIAS NO PLANO

(c) A reflexdo R, em relacdo a uma reta ¢ & invertivel e sua inversa é a prépria

Ry. Isso segue diretamente da definicdo geométrica de R,.

_ . L a c .
PROPOSICAO 13 Sejam 7' : R? — R? uma transformacdo linear e My = b g2 matriz

que a representa. Entdo, T' é invertivel se, e s6 se, det My # 0.

Neste caso, 7! & a transformac&o linear representada pela matriz Mp-1 =

1 d —c 5 . .
, que é a matriz inversa da matriz Mr.
ad—bc \ —p a

E——
DEMONSTRACAO Sejam (2/,y') € R2. Entdo, existe um Gnico (z,y) € R? tal que T'(x,y) =

(2',y') se, e s6 se, o sistema
ar + cy = 2’

br +dy =1

possui uma anica solucdo. Mas isso ocorre se, e sé se,

det (Z 2) — ad — be # 0,

Como a solucdo do sistema é
da —cy ey —bx' + ay’
~ ad—be Y= "ad—be
temos que
d —c
_ dr' —cy —ba' + ay/ _ _

T 1(x’,y’) _ < e e Mp = ad_bbc ada be
ad —bc ad— bc

9.5 Isometrias no plano
DEFINICAO 14 Uma transformacdo T do plano é uma isometria quando

d(T(P),T(Q)) = d(P,Q),

para quaisquer pontos P e (). Isto é, T € uma isometria se preserva distancias.
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TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS PLANAS

As isometrias sdo muito importantes pois nelas se traduz o conceito de con-
gruéncia: dois objetos geométricos sdo congruentes quando existe uma isome-
tria que transforma um no outro. As isometrias s30 os movimentos rigidos da
Geometria Euclidiana.

Antes de classificarmos todas as isometrias do plano, vejamos algumas pro-
priedades basicas desse tipo de transformacdes.

1. Toda isometria leva pontos distintos em pontos distintos.

2. Toda isometria leva pontos colineares em pontos colineares preservando a
relacdo de um ponto estar entre outros dois e, consequentemente, leva retas

em retas.

3. Toda isometria preserva a relacdo de paralelismo entre retas. Isto é, leva
retas paralelas em retas paralelas.

4. Toda isometria preserva a relacdo de perpendicularidade entre retas. Isto &,
leva retas perpendiculares em retas perpendiculares.

5. Toda isometria preserva angulos. Isto é, se A, B e C sdo pontos n3o
colineares, e A" =T(A), B =T(B) e C' =T(C), entdo ABC = A’B'C".

6. A composta de duas isometrias é uma isometria.

7. Toda isometria € uma transformacdo invertivel e a inversa é também uma

isometria.

1. Equivalentemente, vamos mostrar que, se P e () sdo pontos do plano tais
que T'(P) =T(Q), entdo P = Q.

Com efeito, se T'(P) = T'(Q), temos d(T'(P),T(Q)) = 0. Logo, d(P,Q) =
d(T(P), T(Q)) =0 e, portanto, P = Q.

2. Sejam P, (Q e R pontos colineares distintos entre si tais que () estd entre

P e R. Entéo,
d(T(P),T(R)) = d(P,R)=d(P,Q)+d(Q,R)

= d(T(P), T(Q)) +d(T(Q), T(R)).

17
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UNIDADE 9 ISOMETRIAS NO PLANO

Logo, os pontos T'(P), T(Q) e T(R) sdo colineares e T'(Q) esta entre T'(P)
e T(R). Segue dai que T leva a reta que passa por P e () na reta que passa
por T'(P) e T(Q).

. Sejam 7 e 1 retas paralelas. Suponhamos, por absurdo, que as retas 7'(r)

e T(ry) se intersectam e seja P € T(r1) N T(ry). Entdo, existem pontos
P, €ry e Py €ry tais que T(Py) = P = T(P,). Pelo item 1, temos que

P, = P, o que é absurdo, pois 1 N1y = .

. Sejam r e s retas perpendiculares se intersectando no ponto A. Sejam

r"=T(r)es =T(s). Entdo, A’ =T(A) e r'Nns.

Sejam B € r e C € s pontos diferentes de A e os pontos B’ = T(B) € 1’
e C"=T(C) € ¢ diferentes de A’

Como T & uma isometria,
d(A',B")=d(A,B), d(A,C")=d(AC), d(B, C")=d(B,C),
e o tridngulo AABC é retangulo em A, temos, pelo Teorema de Pitagoras,

d(B',C")? = d(B,C)? = d(A, B)* + d(A, C)? = d(A', B')? + d(A', C").

Logo, o triangulo AA’B’'C" é retangulo em A’. Consequentemente, a reta

" = T(r) que passa por A’ e B’ intersecta perpendicularmente a reta

s =T(s) no ponto A" =T(A).

. Sejam A, B e C pontos do plano e sejam A’ = T(A), B = T(B) e

C" =T(C). Como T é uma isometria, os tridngulos AABC e ANA'B'C’

sdo congruentes, pelo critério LLL. Em particular, @ = 1@’.

. Sejam S e T isometrias. Dados pontos arbitrarios P e () no plano, temos:

d(SoT(P), 5oT(Q)) = d(S(T(P)), S(T(Q))) = d(T(P),T(Q)) = d(P, Q).

Isto &, S oT é também uma isometria.

. Seja T uma isometria no plano. Pelo item 1, T" é uma transformac3o injetora

(leva pontos distintos em pontos distintos). Para verificarmos que 7' é
invertivel, basta verificar que 7' € uma transformac&o sobrejetora. Isto &,
que para todo ponto P’, existe um ponto P tal que T'(P) = P'.

18
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Consideremos um sistema Y g
de eixos ortogonais O XY
no plano. Seja O'=T(0)
e sejam O'X'=T(0X) y—oP
e OY'=T(0OY) as im-
agens dos eixos OX e
OY pelaisometriaT. Como

T preserva perpendicu-
laridade, O’X'Y" é um 1) i / N\ 54
sistema de eixos ortogo- Figura 9.8: Acdo da isometria T

nais. Além disso, como

T preserva distancias e a relacdo de ordem entre pontos colineares e leva
retas paralelas em retas paralelas, temos que 7" leva um ponto P = (z,y)
num ponto P’ cujas coordenadas no sistema O’ X'Y” sdo as mesmas que as
coordenadas do ponto P no sistema OXY .

Assim, dado um ponto P’ no plano com coordenadas (z,y) em relacdo ao
sistema O'X"'Y’, o ponto P do plano com coordenadas (x,y) no sistema
OXY étal que T(P) = P'.

Portanto, T' & uma transformac3o sobrejatora e, pelo item 1, T & bijetora.
A inversa T—! & definida da seguinte maneira: dado um ponto P’ no plano,
como T' é sobrejetora, existe um ponto P no plano tal que T'(P) = P’
Ha apenas um ponto com essa propriedade porque T € injetora. Definimos,
entdo, T-Y(P") = P.

A transformacdo T—' assim definida &€ uma isometria, pois se P’ = T'(P) e

Q' =T(Q), entdo
d(TH(P), T7HQ)) = d(P.Q) = d(T(P), T(Q)) = d(P",Q").

Portanto, 7! é uma isometria.

E——
(a) A transformacdo identidade I(P) = P & uma isometria. EXEMPLO 7

(b) Uma translagdo é uma isometria. De fato, se P/ = T3 (P) e Q' =

s PPl o )
T3(Q), entdo PP" = v" = QQ' . Isto é, os segmentos PP e QQ
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UNIDADE 9 ISOMETRIAS NO PLANO

sdo equipoléntes e, portanto, PP'()’() &€ um paralelogramo. Em particu-
lar, d(P’, Q") = d(P, Q).

PROPOSIGAO 16 Seja T : R? — R? uma isometria tal que T'(0O) = O. Entdo,
IT@) = 17°| e (T@),T@))= (")

para quaisquer vetores v ew em R2,

——
DEMONSTRAGAO Se v_>:O—P) W:O—Cf P'=T(P) e Q' =T(Q) temos que T(v") = OP’
e T(w') =0Q". Logo
—  — ——
IT(@) =T@)| = [|OP" —0Q || =|QP"|| = @, P')
— dT(Q).T(P) = d(@.P) = |QP|
= [[oP —0Q || = v - @|
Ou seja, |T(v") —T(@')| = ||v" — @’|| para quaisquer vetores v° e w’ .
. — — — —
Em particular, como 7'(0" ) = 0, temos que ||T(v")|| = ||v”|| para todo
vetor v Entdo,
(T(0) = T@@),T(@) = T@)) = |T(@) = T@)|* = |7 - @|
=0 -w,v -
= (T(0), T(0") = 2AT(0), T(@")) +{T(@), ("))
<U>> U_>> o 2<77l7> + <U_}>717>
= |T@))? = 2T@), T@)) + |T@)|* = |7°|* = 2(0", @) + @’ ||
= (T(0),T(@)) = (v, @)
Isto &, (T(v”), T(w")) = (v, w’) para todos os vetores v” e W’ .
PROPOSIGAO 17 Se T : R? — R? & uma isometria tal que T(O) = T(O), entdo T é
linear.
A 20
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TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS PLANAS UNIDADE 9

Sejam v’ e w vetores em R2. Entso, pela Proposicdo 16,

Assim, |[T(v + w') — T(v") — T(@")||> = 0, ou seja, T(v + w') =
T(W) 4+ T(W).

De modo analogo, podemos mostrar que ||[T(A\0”) — AT(77)||?> = 0 e,
portanto, T(Av") = AT(v") para todo vetor v” e todo escalar \.

Provamos, entdo, que T é linear.

Seja L : R?> — R? uma isometria. Entdo a transformacdo G : R? — R?,
definida por G(v") = L(v") — L(?) é uma aplicagdo tal que G(a)) = G(ﬁ)
Além disso, G & uma isometria, pois G = T o L & a composta de duas

i 0

isometrias, onde 7% é a translacdo pelo vetor w” = —L(0 ). Logo, pela

Proposicdo 17, G € uma isometria linear. Provamos, assim, o seguinte resultado:
Toda isometria é a composta de uma isometria linear com uma translac3o.

Vamos analisar agora as isometrias lineares.
. 2 2 . - . a C -
Seja G : R* — R* uma isometria linear e Mg = b4 a matriz que a

representa, onde G(e1') = (a,b) e G(&3") = (¢, d).
Como ||| = [|é2”|| = 1e (&1, &") = O e, pela Proposicdo 16, || G(er”)|| =
17 = 1, IG@) = @]l = 1 & (G@), G@)) = (@& = 0, temos
que os vetores G(&1") = (a,b) e G(&") = (¢, d) s&o ortonormais.
Seja 6 o angulo que o vetor (a,b) faz com o eixo OX no sentido positivo.
Ent3o, (a,b) = (cosd,senb).

21
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UNIDADE 9 ISOMETRIAS NO PLANO

Sendo o vetor (¢, d) unitario e ortogonal ao vetor (a,b), temos duas possi-

bilidades:
(¢,d) = (—senf,cos) ou (c,d) = (senf,—cosb).
Y YA
(cdg |
0
(a,b) (a,b)

0 _ 0 .

0 X O X
0
(¢, d)
Figura 9.9: (¢,d) = (—sen#,cos @) Figura 9.10: (¢,d) = (sen6, — cos6)

Se (¢,d) = (—sen#, cosf), a isometria linear G é dada por:
G(z,y) = (cosfx —senfy,senfz + cosby),
e se (¢,d) = (senf,cosb),

G(z,y) = (cos@x +senfy,senx — cosfy).

No primeiro caso, G(¢3") = (¢, d) = (— sen 8, cos 8) faz angulo 6, no sentido
positivo, com o eixo OY e, no segundo caso, G(&") = (¢, d) = (sen d, — cos 6)
faz angulo # + 7, no sentido positivo, com o eixo OY'.

Entdo, se L(O) = (x,,y,), dizemos que a isometria
L(z,y) = (z cos —y senf + x,,x send + y cosl + y,) (9.6)
preserva a orientacao do plano, e que a isometria
L(z,y) = (z cos@ 4+ y sen + z,,x send —y cosd + y,) (9.7)

inverte a orientacdo do plano.
cosf) —senf

Note que o determinante da matriz Mg =
sen ¢ cos

) da parte linear

G daisometria (9.6) que preserva orientacdo é +1, enquanto que o determinante
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cos sen d

da matriz Mg = ( ) da parte linear G da isometria (9.7) que

senfl —cosf
inverte orientacdo é —1.

Estamos agora em condic&es de classificar todas as isometrias do plano.

As (nicas isometrias do plano que preservam orientacdo sdo as translacdes TEOREMA 19
ou as rotacBes em torno de um ponto.

Seja L : R? — R? uma isometria que preserva a orientacdo do plano, DEMONSTRACAO

L(z,y) = (x cos —y senb + x,, x senf +y cosf +y,).

Se § =0, entdo L(z,y) = (v + =0,y + Y») € uma translacdo.

Suponhamos que 6 € (0,27). Vamos mostrar que L = Ry p, € a rotacdo
de angulo 6 em torno de um ponto P, = (x1,11).

Por (9.5), a rotacdo de centro P, = (z1,41) e angulo 0 transforma o ponto
(x,y) no ponto (z',y’) tal que

/

¥ = (x—mx1)cosf — (y —y1)send + 1

/

Yy = (r—x1)senf + (y — y1) cos O + y;.

Entdo, para que L seja igual a Ry p,, devemos ter
(x —x1)cosO — (y —yy1)senf + x1 = x cosf — y sen b + z,
(x —x1)senf + (y — y1) cos +y; = x sen @ +y cos O + y,,

para todo ponto (z,y) € R%
Simplificando, obtemos:

(1 —cosf)xy +senfy, = x,
—senfxy + (1 —cosf)y; = yo,
Como o determinante deste sistema
(1 — cosf)? + sen® 0

é diferente de zero, pois 6 € (0, 27), ele possui apenas uma solucdo (z1,y1).
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As (nicas isometrias do plano que invertem orientacio s3o as reflexdes em

torno de uma reta ou as reflexdes com deslizamento.

Seja L : R?> — R? uma isometria que inverte a orientacdo do plano,
L(z,y) = (z cos@ +y senf + x,,x sen —y cos + y,).
Se (x0,Yo) = (0,0), temos que:

L(z,y) = (z cosf 4+ y senf,x send — y cosb).

0
Ent3o, se o = Y

L(z,y) = (z cos2a + y sen 2, z sen 2a — y cos 2a).

Logo, por (9.3), L é a reflexdo em torno da reta ¢ : —senax + cosay = 0
paralela ao vetor (cos a, sen a) que passa pela origem.

No caso geral, L = T o Ry, onde T é a translacdo ao longo do vetor
%
0" = (T, Yo).

Vamos mostrar que L = R i € uma reflexdo com deslizamento, onde ¢’ &
w'

uma reta paralela a reta £ e w” & um vetor paralelo a reta 7.

Sejam

(0, Yo), (— sen a, cos ) ) (— sen cv, cos )

=l
I

= (—z,sena + y, cos o) (— sen «, cos «)

a projecdo ortogonal do vetor o7 = (,, y,) sobre o vetor (— sen av, cos ) normal

dretale

w

(%0, Yo), (cos a, sen v) ) (cos v, sen )

= (x,cos a + 7, sen a)(cos a, sen «)

a projecdo ortogonal do vetor 7" = (%0, Yo) sobre a reta (.
. — 1 .
Considere o ponto @) tal que OQ = 57, ou seja,

Q = (—csena,c cosa),

1
onde ¢ = 5(—% sen o + Y, Cos ().
Entdo, a reta ¢ paralela A reta ¢ que passa pelo ponto () é dada por

¢ —senax +cosay = c,
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e a reflexdo em torno dela &, por (9.3),

Ry (z,y) = (x cos2a + y sen2a, x sen 2ac — y cos 2a)

+2c(—sena, cos ).

Observe que 2¢(— sen a, cos o) € o vetor .

YA

(%o, Yo)

Figura 9.11: L =Tz o Ry

Como

W 4w = (z,5en2 a — Y, COS (¢ €N (v, — Ty COS (¢ SEN ¢ + Y COS V)
+(x, cos? a + y, cos a sen a, T, cos o sen o + ¥, sen? )

= (170, yo)v

temos que

L(z,y) = (x cos2a + y sen2a, x sen 2ac — y cos 2av)

+2¢(— sen v, cosa) + (x, cos a + y, sen «)(cos «, sen ),

ou seja, L = T o Ry, como queriamos provar.
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9.6 Exercicios

1. Ache a imagem da reta 7 : 3x — 2y = 1 pela translacdo 7%, onde v o=

(=1,1).

2. Determine a reflexdo do circulo (z — 2)* + (y — 3)®> = 1 com respeito aos
eixos coordenados e com respeito a reta x + 3y = —2.

3. Ache um vetor v” de modo que a translacdo T-» por esse vetor, leve a curva

y = ax® + bxr + ¢ na curva y = ax’.

4. Sejam P, e P, pontos do plano. Mostre que a composta das simetrias Rp,

e Rp, € a translacdo T pelo vetor v =2P.P .

5. Ache e identifique a imagem R(C) da curva C : az?® + 2bzy + ay® = c pela
rotacdo R de 45° em torno da origem.

6. Sejam R; a rotacdo de angulo #; em torno do ponto P e R, a rotacdo de
angulo 05 em torno do ponto P,. Mostre que a composta R; o R, é igual a
rotacdo de angulo 03 = 01 + 6 em torno de um terceiro ponto Ps.

7. Verifique que uma transformacdo constante é uma transformac3o linear se,
e somente se, é a transformacio linear nula.

8. Prove que:
(a) a soma de duas transformacdes lineares é uma transformac&o linear;

(b) o produto de um escalar A por uma transformacédo linear é também uma

transformacio linear;
(c) a composta de duas transformacdes lineares é uma transformac3o linear;

(d) a composicdo de transformacdes lineares é distributiva com respeito a

soma de transformacdes lineares;
(e) a composicdo de transformacdes lineares ndo é em geral comutativa.

Indicacdo: componha um cissalhamento com uma homotetia.

9. Determine:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) a imagem do circulo de centro (2,2) e raio 1 pela homotetia de raz&o

1/2 e pela homotetia de razdo 2;

(b) a imagem da reta r paralela ao vetor v = (1,2) que passa pelo ponto

P = (2, 3) pelas homotetias do item anterior.

Sabemos que uma transformacio linear leva retas em retas. Se uma trans-

formac&o no plano leva retas em retas entdo ela € uma transformacao linear?
Ache uma isometria que leve a reta 2z — 4y = —3 no eixo OX.

Determine a isometria T' = R, o R; dada pela reflexdo R, com respeito a
reta y = x seguida da reflexdo R, com respeito a reta x = 0.

Determine uma transformac3o linear L e uma translacdo 7% por um vetor

v’ de modo que a transformacdo S = T o L leve o circulo C de centro na
—2)2 —1)2

-2, -1’ _
4 9

origem e raio 1 na elipse & :

Considere as cénicas C dadas no Exercicio 6 do Capitulo 8. Para cada uma
delas, encontre uma isometria T : R? — R? de modo que T'(C) seja
uma elipse ou uma hipérbole com centro na origem e eixos focais paralelos
aos eixos coordenados ou uma parabola com vértice na origem e reta focal

paralela a um dos eixos coordenados.

Sejam ¢ e (' retas concorrentes n3o perpendiculares do plano. A reflexdo
com respeito a reta /, paralelamente a 7, é a transformacdo T : R? —
R? que a cada ponto P associa o ponto P’ = T'(P) tal que PP’ é paralelo
a !’ e { corta o segmento PP’ no seu ponto médio. Determine a expressdo
de T quando ¢ : —cosfxz+senfy=0e ' : —cospx+senpy =0, com
o #60+ g A transformacdo T' é uma isometria? T preserva angulo?

Seja T' : R? — R? uma transformacdo. Um ponto P € R? é um ponto
fixo de T se T(P) = P. Mostre que:

(a) O ponto P, é o tnico ponto fixo da rotagdo Ry p, de angulo 6 em torno
de Po.

(b) Os pontos fixos da reflexdo R, em torno de uma reta ¢ sdo os pontos
de /.
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R

%

>
»

17.

18.

19.

20.

— . . . .
(c) Se v # 0, a translacdo T% e a reflexdo com deslizamento Ry néo

possuem pontos fixos.

_ —

Sejam /; e /5 duas retas paralelas e o vetor v =2AB , com A€l BEly
—

e AB 1 (;. Mostre que T3 = Ry, o Ry,, onde Ry, e Ry, sdo as reflexdes

em torno das retas /; e /5, respectivamente.

. - 0
Sejam Ry, e Ry, as reflexdes em torno das retas /4 e {5 concorrentes, e 5 0
angulo de ¢; para ¢, no sentido positivo. Mostre que R, o Ry, € a rotacdo

de angulo # em torno do ponto de intersecdo de ¢; com /.

Mostre que uma reflexdo com deslizamento pode ser escrita como a com-

posta de trés reflexdes.

Mostre que toda isometria do plano é uma reflexdo, a composta de duas

reflexdes ou a composta de trés reflexdes.
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