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DEFINIGAO 1

Ao estudarmos as retas no plano, vimos que a reta r que passa por dois
pontos distintos P, = (z1,y1) e P» = (x2,y2) é dada pelas seguintes equacdes
paramétricas:

rT=x1+1t(xe —x
T 1+t ) ;o teR.

y=uy1+ty2—y)

Estas equacdes expressam os valores das coordenadas cartesianas x e y de
um ponto qualquer da reta r em funcdo de apenas uma variavel, a variavel t,
denominada parametro.

Neste capitulo veremos como obter as equacdes paramétricas de algumas
curvas planas, dentre elas as cénicas, usando, por exemplo, relacdes trigonométri-
cas basicas e observando as condicdes que um ponto deve satisfazer para per-

tencer a uma curva dada.

Seja C uma curva plana. Dizemos que uma aplicacdo v : D — R?
~v(t) = (x(t),y(t)), € uma parametrizacdo de C se a sua imagem (D) coincide
com C, ou seja,

C=~(D) =A{(z(t),y(t)) |t € D},
onde D é um subconjunto de R (geralmente um intervalo ou uma reunido finita

de intervalos).
A imagem (D) C R? é também chamada traco de 7.

A parametrizacdo de uma curva plana pode ser vista como a trajetéria de
uma particula mével que se desloca em um intervalo de tempo. Neste caso,
v(t) = (x(t),y(t)) nos da a posicdo que o mével ocupa em cada instante t.

10.1 Parametrizaciao das conicas

Nesta secdo veremos como parametrizar uma elipse, uma hipérbole e uma
parabola. Comecaremos este estudo por um caso particular da elipse, mas

extremamente importante, que & o circulo.

10.1.1 Parametrizacao do circulo

Seja C : 22 + y? = r? o circulo de centro na origem e raio r > 0.
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Seja t a medida, em radianos, do angulo @ (tomada no sentido posi-
tivo), onde O é a origem do sistema cartesiano de coordenadas, Py = (r,0) é
a intersecdo do circulo com o semieixo positivo OX e P = (z,y) € C.

Consideremos o ponto P’ = (x,0). Como o tridngulo OPP’ & retangulo
em P’, as expressdes das coordenadas x e y, em funcdo do parametro t, sdo:

x = x(t) =rcost e y =1y(t) =rsent

Fazendo t percorrer os valores do oy
intervalo [0, 27), obtemos todos os pon- r
tos do circulo. y

Se quisermos, podemos considerar

t percorrendo todos os valores reais. t =P \R

Isto implica realizar um namero infinito =7 r Jr 00X
de voltas sobre o circulo. Portanto,
uma possibilidade de equacdes paramétri- C

cas para o circulo C é: —

C: T =T cost - teR Figura 10.1: Circulo C : 22 4+ 42 = r2.
: ; .

y=rsent
Observe que, para quaisquer valores reais a e b, com a # 0, as equacdes
x=rcos(at +b) e y=rsen(at+Db),
também s3o equacbes paramétricas para o circulo C, pois:

2?2 + y* = r? cos®*(at + b) + r¥sen®(at + b) = r?,

)
a a

2 —
para todo t € R, e conforme t percorre todos os valores em {—b il b), 0
ponto P = (r cos(at + b),r sen(at + b)) percorre todos os pontos do circulo.

Em particular, para a = —1 e b = 7/2, obtemos que

x=rcos(m/2—1t)=rsent

C: ;o teR,

y=rsen(r/2—1t)=r cost

sdo equacdes paramétricas para o circulo C.

Seja agora o circulo de centro (g, yo) € raio r > 0

C:(x—x0)”+ (y—yo)* =r°

2N
in %
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EXEMPLO 1

%
>

E

A

>

Por uma translacdo do sistema de eixos OXY', obtemos um novo sistema
de eixos O XY, onde O = (z¢,%0) & o centro do circulo. Nas coordenadas =
e 7 do sistema O X Y, a equacdo cartesiana do circulo é 72 + 3% = r2, pois,
nesse sistema, o circulo C tem raio r e centro na origem.

Sendo T = rcost e § = rsent, t € R, equacdes paramétricas de C nas
coordenadas T e 7, segue que:

r=29+7T=xg+1rcost

C: ;o teR,
Y=1yYo+Yy=yo+rsent

sdo equacdes paramétricas do circulo C nas coordenadas z e v.
0)'¢ oY

]

<
<

Yo

O\\y T0X

Figura 10.2: Circulo C :: (z — x0)% + (y — 0)? = r2.

3l

Parametrize o circulo C : 2% + y? — 42 — 6y = 12.
Solucdo. Completando os quadrados,

P —dr+yt—by=12<= (r -2+ (y—3)?=12+4+9 =125,
vemos que C € o circulo de centro C' = (2, 3) e raio r = 5. Pelo visto acima,

x =2+ bcost
teR,

y=3+5sent

sdo equacdes paramétricas do circulo C.

10.1.2 Parametrizacao de uma elipse

2 2

T + Y — 1 uma elipse de centro na origem
(12 b2 - p g -

Seja £ :
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Seja C : ® + % = 1 o circulo de centro na origem e raio r = 1. Como

. x Yy o = cost
(x,y)egse,esose,(a,ﬁ):(—,—)EC,eC: ;teRe
a b B =sent
a =sent .
C: ; t € R sdo parametrizacdes de C, obtemos que
b = cost
T = acost r =asent
& teR, e €& ;teR,
y = bsent y =bcost

sd0 possiveis parametrizacdes da elipse €.

O significado geométrico do pardmetro ¢ € R pode ser visto da seguinte
maneira.
Sejam C, : 2% + y?> = a® o circulo de centro na origem e raio a e C, :

22 4+ y? = b? o circulo de centro na origem e raio b.

)4

/
K/ ox

Figura 10.3: Circulos C4 € Cp, a > b > 0.

Ca

Considere, para cada t € R, os pontos P, =

—~

acost,asent) € C, e P, =
_ ——
(bcost,bsent) € Cy, tais que os vetores OF, e O

sentido positivo, com o semieixo positivo OX.

5|

, fazem um angulo ¢, no

A intersecdo da reta r, : ©* = acost, paralela ao eixo—QOY que passa
pelo ponto P,, com a reta r, : y = bsent, paralela ao eixo—OX que passa
pelo ponto P, nos da o ponto P = (acost,bsent) pertencente 3 elipse & :
22 P
PRI
a b

> A 1S



Figura 10.4: Construcdo da elipse £

(v — )?

_ 2
Seja agora a elipse & : > + (v — %)

b2
Por uma translacdo dos eixos coordenados, obtemos um sistema de eixos

OXY, onde O = (x0,10) & o centro da elipse. Nas novas coordenadas T e 7,
2 2

= 1 de centro (xo, yo).

a equacdo cartesiana da elipse fica na forma & : $—2 + 32—2 =1 e, portanto,
a
T =acost T =asent
& cteR e & ;teR
y = bsent Yy = bcost
sdo parametrizacdes da elipse nas coordenadas 7 e 7.
Como x =T+ xg e y =71+ yo, obtemos que:
T =g+ acost T =2x9+asent
& ° ;teR, e €& ‘ ;teR,
Yy =1Yyo+ bsent y =1o+ bcost

sdo parametrizacdes da elipse nas coordenadas z e .

EXEMPLO 2 Parametrize a elipse 22 + 4y — 22 — 16y = —1.

Solucdo. Completando os quadrados,
2 =24 4y* —16y=—-1 <= (x—12+4(y—2*=-1+1+16=16

(z-1%  (y—2)?*
16 * 4 =1,

vemos que a elipse £ tem centro no ponto (1,2), reta focal y = 2 paralela ao
eixo—OX,a=4eb=2.
Entéo,

S
/]
e

o
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x=1+4cost x=1+4sent
;. teR, e €& ;o teR
y =2+ 2sent y =2+ 2cost

sdo parametrizacdes de £.

10.1.3 Parametrizacao de uma hipérbole

Consideremos a hipérbole H : 2% — y? = 1 equilatera (a = b = 1) de centro

na origem cuja reta focal é o eixo—OX.

el +et et —et

Sejam cosht = e senht = , t € R, as funcdes cosseno

hiperbélico e seno hiperbédlico. Os pontos (cosht,senht) e (— cosht,senht)
pertencem a hipérbole H, pois,

2t 2 —2t 2t 2 —2t
(cosht)? — (senh ) = * 4+e _ < 4+ C  —1 paratodot€eR.

cosht

senht

Figura 10.5: Graficos de cosht e senht.

Aléem disso, variando ¢ em R, vemos que = = cosht (x = — cos ht) per-
corre todos os valores em [1,+00) (respectivamente, (—oo, —1]), enquanto

y = bsenht percorre todos os valores reais.

x = cosht _
Portanto, ;t € R, é uma parametrizacdo do ramo H. de
y = senht
) . . r = —cosht
‘H que intesecta o semieixo positivo OX, e ;t € R, &uma
y =senht

parametrizacdo do ramo H_ de H que intesecta o semieixo negativo OX.

! A 1S
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oYy

(—cosht,senht) (cosht,senht)

Figura 10.6: Graficode H =H 4 UH_.

2 )2
Seja agora a hipérbole H : (@ ;0) _ W beO) = 1 de centro (xg,yo) e
a

reta focal paralela ao eixo—OX.
Considere a hipérbole Hy : o? — 3% = 1.

— — o = Ecosht
Como (z,y) € Hse, esése, (o, ) = (x 20 Y yo) € Hoe ;
0 =senht

a b

t € R, é uma parametrizacdo de H,, temos que

T = x9 =+ acosht teR
€K,

Yy = Yo + bsenht
sdo equacdes paramétricas da hipérbole H.
De modo analogo, podemos verificar que

x = x9+ bsenht LR
€K,

Yy = Yo £ acosht

(y—90)? (x —0)?

g P2 = 1 de centro

sdo equacdes paramétricas da hipérbole H :

(x0, o) e reta focal paralela ao eixo—OY'.

C—
EXEMPLO 3 Parametrize a hipérbole H : 22 — 4y + 22 — 8y = T.

Solucdo. Completando os quadrados, temos:
P42 -4 —8y=7 < (v+1)?—4(y+1)P2=7+1-4=4

(z+1)° 2 _
1 —(y+1)*=1.

S
/]
e
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Logo, H é uma hipérbole de centro (—1,—1), reta focal y = —1 paralela
ao eixo—0OX,a=2eb=1.

Assim, pelo visto acima,

x = +2cosht—1

teR,
y =senht —1
é uma parametrizacdo de H.
I
Parametrize a hipérbole H : —2? 4+ 9y* — 2z + 18y — 1 = 0. EXEMPLO 4

Solucao. Completando os quadrados, obtemos:

9y +2y) — (2 +22)=1 <= 9Yy+1)2?—-(z+1)*=149-1=9

2
= (y+1)2—¥:1.
Logo, H é uma hipérbole de centro (—1,—1), reta focal x = —1 paralela
aoeixo—0Y,a=1eb=3.
Portanto,
xr =3senht —1
H: ;. teR,

y = +cosht —1

é uma possivel parametrizacdo de H.

10.1.4 Parametrizacao de uma parabola

As equacdes candnicas das parabolas se caracterizam por apresentar uma
das variaveis no primeiro grau. Isso permite expressar essa variavel como funcio
da variavel do segundo grau.

Assim, por exemplo, na parabola P de equacido
1
(z—a) =k(y—b) <=y =(r—-a) +b,
de vértice (a,b) e reta-focal paralela ao eixo—OY’, escolhendo o pardmetro ¢

. 1
como sendo x — a, a variavel y se expressa como y = EtZ + b.

0 A 1S
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EXEMPLO 5

g
EXEMPLO 6

%
>

E

R

>

oy

Y P = (z,y)

O

r=t O)Z'

Figura 10.7: P: (z — a)® = k(y — b).

Portanto, P tem por equacdes paramétricas:

r=1t+a
1 ,teR

Parametrize a parabola P : y? — 22 + 4y = 0.
Solucdo. Completando o quadrado:

VHdy—-20=0 <— (y+2)?=2x+4=2(x+2),

vemos que P é uma parabola de vértice V = (—2,—2) e reta focal y = —2
paralela ao eixo—OX.
2 2
Entdo, como x = % — 2, temos que:
2
T = . 2
P 2 ; teR,
y=1t—2

sdo equacdes paramétricas da parabola P.

Determine uma parametrizacdo da conica dada pela equacdo do segundo
grau:

922 — 24xy + 16y* — 20z + 110y — 50 = 0. (10.1)

Solucio. Os coeficientes da equacdo sdo A = 9, B = —24, C = 16,

D = —20, E =110, F =50 e seu indicador é [ = B? —4AC = (—24)? —4 x
9 x 16 = 0. Portanto, a equacdo é do tipo parabdlico.

10
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. 9 —12 . ~
Seja A = (_12 16) a matriz da equacdo 10.1 e
A—9 12
A) = det =(A—=9)(\—16) — 144
pO) e<12 >\—16> (= 9)(r - 16)

= A —25)=\(\—25)
o seu polindmio caracteristico, cujas raizes sdo A\; = 0 e Ay = 25, ou segja,
A = 0 e Ay = 25 s30 os autovalores da matriz A.

Os autovetores Uy = (x,y) relativos ao autovalor A; = 0 sdo as solu¢des

do sistema
(M —9)2+12y =0 —9z+ 12y =0
<
122 + (A — 16)y = 0 122 — 16y = 0
—3x+4y =0 4y
<~ < Tr=—.
3r—4y =0 3
/403 vy .
Assim, u;” = (5, 5) € um autovetor unitario relativo ao autovalor \; = 0.
— 3 4\ , o .
E, portanto, uy’ = (_5’3) é um autovetor unitario relativo ao autovalor
)\2 == 25

Seja OX Y o sistema obtido girando, no sentido positivo, os eixos OX e

OY de angulo 0 € (0,7/2) tal que cosf = g e senf = g

Nas coordenadas 7 e 7 do sistema OX Y, a equacdo 10.1 fica na forma

257° + < (:;i ;%5> (Z,7), (—20, 110)> ~50=0

25+ < (4/5% — 3/57,3/5T + 4/57), (—20,110) > —50 = 0
25y% — 16T + 127 + 667 + 887 — 50 = 0

2572 + 507 4+ 1007 — 50 = 0

T 4+2T+4y—2=0.

[

Completando o quadrado, temos:
P A4y =-2T+2+= (+2)>=-2T+2+4=-2T—3).
Assim, a curva representa uma parabola de vértice V = (3, —2), parametro
p = % reta focal ¢ : § = —2, foco F = (3 — %,—2) = (g,—Z) e diretriz
z 7
2

_ 1
£.$—3+§—

1 vy D
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Portanto,

é uma parametrizacdo da parabola nas coordenadas 7 e 7.
1 1
Ent3o, usando a mudanca de coordenadas = = 5(4@—3@) ey = 5(35+4y),
obtemos que:

P ; teR,

é uma parametrizacdo da conica.

oYy oY r

0 F | OX

Figura 10.8: Parabola 922 — 24xy + 16y — 20x + 110y — 50 = 0

10.2 Parametrizacao de curvas planas conhe-

cidas

10.2.1 Curva de Agnesi.

Seja C um circulo de raio r tangente a duas retas paralelas s; e s5. Sejam
O e A os pontos de tangéncia de C com s; e sg, respectivamente. Do ponto

12

S
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O tracemos uma semirreta em direcdo a reta s;. Sejam R e () os pontos de
intersecdo desta semirreta com C e sy, respectivamente. Tracemos o segmento
QD, perpendicular a s;, com D € sy, e a reta s paralela a s; passando por R
(veja a Figura 10.9).

10)%
So 1y =2r A Q
s P
C
S1 t Ll -
0, B D 0OX

Figura 10.9: Constru¢do da curva de Agnesi.

Seja P o ponto de intersecdo da reta s com o segmento QD. Os pontos P
assim obtidos, tracando todas as semirretas que partem de O e intersectam C,
descrevem a curva denominada curva de Agnesi.

Para obtermos as equacdes paramétricas da curva de Agnesi, admitamos que
O seja a origem do sistema de coordenadas, s; seja 0 eixo OX e sy : y = 2r.
Assim, A = (0, 2r) nessas coordenadas (Figura 10.9).

O nosso problema consiste em determinar as coordenadas dos pontos P =
(x,y) da curva em funcdo de apenas um paradmetro.

Denotando ¢t a medida do angulo D/Ob obtemos:
|OD| = |0Q)| cost e |RB| = |OR)|sent. (10.2)

onde B é a projecdo de R sobre o eixo OX.
Note que os tridngulos ORA (inscrito em um semicirculo de C) e ODQ

sdo retangulos. No primeiro, O/R\A é o angulo reto, a medida de O/E% ét

e, portanto, |OR| = 2r sent. No tridngulo ODQ, temos |QD| = 2r. Logo,
|0OQ]|sent = 2r, ou seja, |0Q| = i
sent

Substituindo essas relagdes em (10.2), obtemos:

|OD| = QTCOT =2rcotgt e |RB| = 2rsen®t. (10.3)

sen

13 A %
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Ent3o, as equacdes paramétricas da curva de Agnesi sdo:

xr =271 cotgt
; te(0,m),
y=2r sen’t

e seu traco é mostrado na figura 10.10:
)%
So:y=2r A

KK

] NN T
- =

S1 O 00X

Figura 10.10: Curva de Agnesi.

10.2.2 Cicléides

Sejam C um circulo de raio r, s uma reta e P um ponto de C. Denominamos
cicléide a curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s, sem deslizar.
Para obtermos as equacdes paramétricas da cicléide, admitamos que:
e areta s éoeixo OX;
e o circulo C inicia 0 movimento estando seu centro no ponto (0, 7);
e 0 ponto P coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio do
movimento.
Tracemos dois circulos: C;, representando C em sua posicdo inicial, e Cs,
representando C ap6s ter rolado alguns instantes.
Veja, na Figura 10.11, a designacdo dos seguintes elementos:
e sejam O e O, os centros de C; e Co, respectivamente;
e P = (x,y) o ponto da cicléide em Cy;
e A o ponto em que Cy toca o eixo OX;
e ) = (2,0) e T = (0,y) as projecdes ortogonais de P sobre OX e OY,
respectivamente;
e M e N as projecdes ortogonais de P sobre O,0; e O, A, respectivamente;

e ¢ a medida do angulo que Oy P faz com O3 A, no sentido positivo.

14
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oYl
2r

Cl CQ

Figura 10.11: Desenvolvimento da cicldide.

Note que o segmento O A tem o0 mesmo comprimento que o arco de A a P
sobre o circulo Cy, que consiste dos pontos de C que ja fizeram contato com a

reta s.

Como t é a medida de A/O} o comprimento do arco de C; de A a P que
ja fez contato com s é rt. Logo, |OA| = rt.
Ent3o,
x=0Q| = |0A| £ |QA| = |OA| £ |OsM| = rt £ r|sent|
y =|OT| =1001| = |TO1| =r £+ |O3N| = rt +r|cost|

—\

onde o sinaljepende da posicdo de () na semirreta OA e da posicdo de T na

semirreta OO, que, por sua vez, variam com a medida ¢ do dngulo AO;P.

Analisando o sinal de sent e cost nos intervalos [0,2], [2,7], [r,2] e
[37“, 27], obtemos as seguintes equa¢des paramétricas da cicléide:
r=rt—rsent
teR
Yy=1—rcost
e para t =0, o ponto P estd na sua posicdo inicial; OBSERVACAO 2

e para t = m, P dista 2r do eixo OX;
e para t = 2, o circulo d4 um giro completo e o ponto P volta a tocar o eixo
0X.

Veja como é feito o movimento na seqiiéncia de figuras abaixo.

15 vy D
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oy ) P

P Cy G Co
ol N0, O 0,

G

A B A

o>

%

E

R

(0] X o) A 00X

Figura 10.12: t = 27 Figura 10.13: t = .
oy

C oy
c
0, NNE a ’ ¢
/ ik : i
.V
OX A OX 0{ A=P OX
Figura 10.14: ¢ = 37 Figura 10.15: t = 2r .
oY
/\ /7P
.V \V4
O[ A (004

Figura 10.16: Cicléide.

trocdides.

10.2.3 Epicicléide

Consideremos dois circulos, I' e C, de raios R e r, respectivamente,tais que:
e [" e C se tocam apenas em um ponto P,

e 0s pontos de C, diferentes de P, est3o no exterior de I

Denominamos epicicléide o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando
C rola sobre I' sem deslizar.

Para obtermos as equacdes paramétricas da epicicléide, admitamos I' com
centro na origem, C com centro no ponto (R + r,0) e que a posicdo inicial de
P seja P, = (R,0).

Nas Figuras 10.17 e 10.18, mostramos o circulo C apés ter rolado, no sentido
positivo, alguns instantes sobre o circulo I". Acompanhe, nessas mesmas figuras,
a designacdo dos seguintes elementos: P = (x,y) o ponto da epicicl6ide que,
estando inicialmente na posicdo P;, descreve o arco de curva PP quando C
rola um dngulo de medida 6 sobre I'; A o ponto de contato entre os circulos; O

16
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o centro de C; B e D as projecBes de O, sobre os eixos OX e OY; Q = (z,0)
e T = (0,y) as projecdes de P sobre OX e OY; M e N as projecBes de P
sobre as retas O, D e Oy B, respectivamente, e seja t o angulo A/OQ\P descrito
pelo ponto P com respeito a semirreta radial OOs.

loy
A
0)%4
L C r O, M
D ’ o C
D M 0 4 t
A \: T o P
t N
T/N
0 oo - 0 -
0 her0Xx 0 e o0x
Figura 10.17: P descreve uma epicicléide. Figura 10.18: P continuando o movimento.

O nosso problema consiste em descrever as coordenadas do ponto P em
termos de um parametro.

Nas figuras acima, vemos que as posicdes relativas entre O, () e B e entre
O,T e D variam de acordo com a posicdo do ponto P. Isto é, de acordo com
a medida ¢ do angulo /TOF

No caso em que (@ estd entre O e B, e T esta entre O e D, figura 10.17,

temos:
z=10Q| =|0B| - |@B| = |0B| — |0, M],

(10.4)
y = |0T]| = |0D|  |TD| = [0D| - [0:N]

Note que, enquanto C rola sobre I', seu centro descreve um circulo centrado
em O e de raio R+r. Sendo # a medida do dngulo que o semieixo OX positivo

faz com a semirreta OO, (no sentido positivo), obtemos:
|OB| = (R + r)cosf e |OD| = (R +r)send. (10.5)

Se t é a medida do angulo que OyA faz com O, P, no sentido positivo,
vemos que:
NOyP = 00,B — A0 P = (2 —0) —t = — (0 +1).
Portanto, no tridngulo-retangulo PNO,, temos:

|0 M| = rsen(]@) =rsen(f — (0 +1)) =rcos(d +1t),

_— 10.6
|OaN| = rcos(NOyP) = rcos(5 — (0 +1)) = rsen( +1). (10.6)
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Substituindo as identidades (10.5) e (10.6) em (10.4), obtemos:

r=(R+r)cost —rcos(d +1),

10.7
y=(R+r)senf —rsen(d +1t). (10.7)

Observe que o comprimento do arco de A a P ao longo de C é igual ao
comprimento do arco de P; a A sobre o circulo T (lembre que C rola sobre T,

sem deslizar). Como a medida do primeiro arco & rt e a medida do segundo é
RO, temos rt = RO, de onde, t = R—H
T
Logo, substituindo t = RTG em (10.7), obtemos as seguintes equacdes

paramétricas da epicicl6ide, apenas em funcdo do parametro 6:

x = (R+r)cosh —rcos (9+R70>
= (R+71)cosf —rcos ((R—i—r) 9> : (10.8)
r

y = (R+r)senf —rsen («9+R—0)
r

= o ((257)0).

Vamos verificar agora o caso em que B esta entre O e () e T esta entre O
e D (Figura 10.18).
No tridngulo N PO,, (Figura 10.18), temos NO,P =t — (% — 6) = (6 +
t) — 5. Portanto:
|Oo M| =rsen((0 +t) — ) = —rcos(0 + 1),
|OyN| = rcos((0+1t) — ) = rsen( +1).

Como

z=10Q| = |OB| + |@B| = |OB| + |02M],
y =|0T| = |[OD| - |TD| = |OD| — |OzNY,
obtemos as mesmas equacdes paramétricas do caso anterior.
Nos outros casos, em que B esta entre O e Q e D estd T e O, ou que ()
estd entre O e B e D esta entre T' e O, também podemos mostrar que:

T = (R+r)cos€—rcos<(R+T) 9) :

r

y = (R+r)sen0—rsen(<R+r> 0) :

r

Assim, quando C rola sobre I", as coordenadas do ponto P satisfazem as
equacgdes (10.8), independentemente da posicdo de P.
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Conclusao: as equacbes paramétricas da epicicloide sdo:

z = (R+r)cosf — rcos((££)0) 0eR (10.9)

y = (R+r)send — rsen((Z)0)

T

Observe que, quando C percorre um arco de I' de comprimento igual a 27,
o ponto P volta a tocar I'.

Portanto, se & = n, onde n € N, o ponto P toca I' n vezes até coincidir

r
com sua posicdo inicial na n-ésima vez.
Para verificar isto, basta observar que o comprimento de I" contém n vezes
o comprimento de C: 27 R = 2n(nr) = n(27r).
A Cardidide é a epicicléide com r = R (<= 0 = t). Ent&o, por 10.9, as

equacdes paramétricas da cardiéide sio:

x = 2rcosf — rcos(20)
y = 2rsen — rsen(20)

oY

P 00X

Figura 10.19: Cardidide R =1r.

10.2.4 Félium de Descartes.

A curva chamada Fdlium de Descartes € a curva cuja equacdo cartesiana é:

C:a2°+y*=3ary, ondea>0, (10.10)
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Para fazermos um esboco detalhado desta curva, vamos primeiro parametriza-

la. Para isso, introduzimos o pardmetro t = y/x .
Observe que:
ese (z,y)eC,entdor=0<=y =0,
eset=—1le(z,y) €C, entdo z = —y = 2+ (—2)® = 3az(—1) =
0=-3ax’? = 2=0ey=0.

Substituindo y = tz na equacdo z*® + y® = 3axy, obtemos:

3 + (tz)® = 3ax(tz) < (1 + t*)2® = 3atz®.

3a 3at
P -1 = — =tr=-—+t.
or.tanto, para t # , temos que x T ey=1tx T+ t
Assim,
t
:I:(t) — 3L3
C: 1+§ ;o te(—oo,—1)U(—1,+400),
(t) = 3at
A
é uma parametrizacdo da Folium de Descartes. Observe que (z(0),y(0)) =
(0,0).
Vamos agora verificar algumas propriedades relativas a esta curva:
. 3a 3a
1. A curva intersecta a reta 7 : y = x nos pontos (0,0) e (7, ?>
De fato, fazendo y = = na equagdo ~ OY riy==x
(10.10), obtemos:
23+ 23 = 3axx P
— 223 = 3ax?
< x=0o0uzxz= 3
=0ouz=—. Q
2. A curva é simétrica em relacdo a P
retar:y=ux. -
OX
Seja P = (x¢, yo) um ponto do plano
e P’ o simétrico de P em relacio a

Figura 10.20: 7/ L r e P’ simétrico de P em

retar:z—y=0. .
relacdo a r.

Seja ' a reta perpendicular a reta r que passa pelo ponto P. Ent3o,

r |l (1,-1) e
r T=S+ T ;. seER,
y=-—-s+yo
o
s L. 20
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€ uma equacdo paramétrica da reta r’.

O ponto @ = (s+ g, —s+ o) de intersecdo da reta ' com a reta r tém

pardmetro s dado por:

s+x0:—s+yo<:>s:w.
Logo,
O = (yo—g:0+ o, — Yo — o+y0)
_ <y0—1’0+ O’l’o—yo_i_yo)
_ (yo-i-l‘o -760~|-yo>7
e, portanto,

P'=20Q — P = (xo+ Yo, 0 + ¥0) — (zo,Y0) = (Y0, To) -

Para verificar que C é simétrica em relacdo & reta r : y = x, basta

7

mostrar que (z,y) € C se, e s6 se, (y,z) € C, o que é evidente pela

equacdo cartesiana de C.

'BSERVACAO 3 Podemos provar, de modo analogo, que o simétrico de um ponto P =
(x,y) com respeito a reta y = —x é o ponto P’ = (—y, —x). Assim, um
conjunto S é simétrico com relacdo a reta [, quando:

(z,y) € S <= (—y,—x) € S.

3. Vamos analizar agora o comportamento da curva em funcdo do parametro
t nos intervalos (—oo, —1), (—1,0], [0,1] e [1,+400).

(A) Parat € (—oo,—1): 1+3<0; 2(t) >0 e y(t) <0;

. . 3a 3a
Jm (@(0),y() = lm (1/t+t2’ 1/t2+t> =0.0);

lim (a(6),y(8) = (+00,~c0).

(B) Parat € (—1,0: 1+ >0, z(t) < 0ey(t) > 0; (z(0),y5(0)) =
(0,0) e

i (2(1) y(1)) = (~o00, +20).
(C) Parat € [0,1]: 1+t > O:;3 x(t) > y(t) > 0set e (0,1); z(0) =

y(0) =0 e a(1) =y(1) = 2
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(D) Parat e (1,+00): 1+t3>0; y(t) > z(t) > 0;

lim (z(t),y(£)) = lim < ja___Sa ):(0,0).

t—+oo ttoo \ 1/t +27 1/t2 + ¢

4. A curva esté contida no semiplano z+y-+a > 0 e d((z(t),y(t)),r) — 0
quandot — —1%, onde r é a reta 2+y-+a = 0. Entdo, r & uma assintota

da curva.
De fato:
3at 3at? 3at + 3at® + a + at®
.I‘(t>+y(t)—|—a = 1—|—t3+1+t3+a: 1_|_t3
B t3+3t2—|—3t—|—1_a(t+1)(t2+2t+1)
- 1+13 D2 -t 4 1)

2+2t+1  a(t+1)>
Bt 2ol (10.11)

pois (t+1)* > 0 paratodo e R—{—1} et*—t+1 > 0 para todo ¢ € R.

|z(t) + y(t) +af

lim d((x(t),y(t = i
o lim d((x(t).y(t)),r) = lim, NG
a(t +1)2
= lm ————
t——1% /2 (12 =t + 1)
a-0
= —— =0 10.12
3 (10.12)
Usando as informacdes acima, podemos tracar a curva:
oy
33
272
-1 00X

Figura 10.21: Folium de Descartes obtido com a = 1.
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10.3 Exercicios

1. Para cada uma das curvas abaixo, determine sua equacdo cartesiana e

esboce-a.
x =t 7=
(@) C: ;teR (b) C: ;teR
y =1t y = 2t2
r=t z = cos®(%)
(c) C: ;teR (d) C: ;teR
y = 2t> y = sen®(%)

2. As curvas (isto €, as trajetérias) descritas em cada um dos itens abaixo sdo

idénticas?
T=t+1 r=c¢e +et

(@) Cy: bsteR—-{0} e Cy: ;teR
y=t—1 y=c¢et—et
T=1t+1 r=¢e +et

(b) C; : Poyt>0 e Cy: ;teR
y=t—1 y=¢et—et

3. Considere o circulo C : (z — x0)* + (y — yo)? = r? de centro (z9,yo) e raio
r > 0. Parametrize a parte superior de C (isto é, (z,y) € C; y > yp) de
duas maneiras diferentes.

NRY
4. Seja a hipérbole H : (z anO) - (y_bgf’)Q =1 de centro (z9, o) € reta focal

paralela ao eixo—OX. Mostre que

T =asect+x
H+: " 7t€ (_E’E>7
y=btant + yo 2°2
T = —asect + xg T
te(-17)
b < 2’2

y =btant + yo

sdo parametrizacdes dos ramos H . e H_ de H que intersectam o semieixo
OX positivo e semieixo OX negativo, respectivamente.

5. Parametrize as cénicas de duas maneiras diferentes.

() * — 4y + 42 +8y—4=0
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UNIDADE 10 EXERcIcIOS

(b) 2> +4y* + 42 — 8y +4=0
(c) 42+ y*—8x+4y—4=0

(d) 44> +8x+8y—4=0

. Encontre equacdes paramétricas para as conicas dadas pelas equacdes do

segundo grau do exercicio 6 do Capitulo 8.

. A involuta de um circulo de raio a é a curva descrita pela extremidade de

um fio quando o fio (mantido tenso) é desenrolado de um carretel de raio
a (ver figura 10.22). Determine equacBes paramétricas para tal involuta
sabendo que o centro do carretel (isto é, do circulo) esta na origem e que o
fio comeca a ser desenrolado no ponto A = (a,0).

\oy
T
N -
t o
O 0X

Figura 10.22: Exercicio 7

Note que o segmento OT' é perpendicular ao segmento T'P.

. Considere o circulo da figura 10.23. Sejam OA o didmetro sobre o eixo

OX, AB um segmento tangente ao circulo em A, e C o ponto em que
o segmento OB intercepta o circulo. Se P esta sobre o segmento OB e
OP = CB, obtenha as equac&es paramétricas do lugar geométrico descrito

por tais pontos P. Esta curva é denomidada Cisséide de Diocles.

Determine também a equacdo cartesiana, mostre que a reta x = 2a é uma

assintota e faca um esboco da curva.
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9.

10.

10Y

oV

Figura 10.23: Exercicio 8

Consideremos dois circulos I" e C, de raios R e r, respectivamente, tais que:
r < R; I" e C se tocam apenas em um ponto P, e os pontos de C, diferentes
de P, estdo no exterior de T.

O hipocicléide é o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando C rola

sobre T", no sentido negativo (horario), sem deslizar.

Obtenha equacdes paramétricas da hipocicléide. No caso particular em que
R = 4r, a curva é chamada astréide ou tetracispide. Parametrize e faca

um esboco da astréide.

A Lemniscata de Bernoulli & a curva dada pelas equacBes paramétricas:
t

2(t) = ——
C: 1+ ; teR.
t3
v = T3z

Faca um esboco desta curva, indicando o sentido em que ela é percorrida,

e determinemos a sua equacdo cartesiana.
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10.4 Solucao de Exercicios

Solucido do Exercicio 7:

Utilizando como pardmetro o angulo ¢ > 0 indicado na figura abaixo, obte-

mos que

r=acost+atsent e y=asent—atcost, t>0

Figura 10.24: Involuta.

Solucdo do Exercicio 8:
J

Figura 10.25: Exercicio 8.

Como AB = 2atanf e CB = OP = r = ABsenf, temos que r =

2atan fsen @ e, portanto,

z =1rcosf =2atanfsent cosf,

y = rsenf = 2atanfsen®0

sdo equacdes paramétricas da curva.
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Além disso, como r = \/x2 + y2, tanf = % e senf = % a equacio
Te+y

cartesiana da curva é

2y .2_9,9 Y
VvVt +y —2ax\/m,

ou seja,

3 =

\OY

y*(2a — )

00X

Figura 10.26: Exercicio 8.

A curva é, portanto, simétrica em relacdo ao eixo—OX, e como y =
3

X . 2 .
+ , 0 < 2 < 2a lim y = Hoco. Logo, x = 2a € uma assintota
2a —x r—2a~
da curva.

Solucdo do Exercicio 9:

Para obtermos as equacdes paramétricas da hipocicléide, vamos admitir T’
com centro na origem, C iniciando o movimento com centro no ponto (R—r,0)

e P com posicdo inicial P, = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (z,y) em termos de um
pardmetro, quando C rola sobre I' sem deslizar.
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s
>
<

R

oYy

o—0 O > 10)¢
%) 5o p 0X
Figura 10.27: P descrevendo uma hipocicléide. Figura 10.28: P continuando o movimento.

Acompanhe, nas Figuras 10.27 e 10.28, a designacdo dos seguintes elemen-
tos: A é o ponto de C que toca I'; O3 o centro de C; B e D as projecdes de
O, sobre os eixos OX e OY; Q = (x,0) e T = (0,y) as projecdes de P sobre
OX e OY; M e N as projecdes de P sobre Oy D e O, B, respectivamente.

Com estas notacdes, considerando o caso em que B estd entre Oe Qe T

esta entre O e D, mostrado na Figura 10.27, temos:

v = |0Q| = 0B+ |QB| = 0B| +[0:M]. 01
y = |0T| =|0D| = |TD| = |OD| — |O,N].
Sabendo que o centro de C descreve um circulo de raio R — r, e sendo 6
a medida do angulo que o semieixo—OX positivo faz com OO,, no sentido
positivo, obtemos:
|OB| = (R —1)cosf e |OD| = (R — r)sen®.
Denotando ¢ a medida do angulo de Oy A para O, P, no sentido negativo,
temos:
GOP—n—t ¢ OOP-NOP—z—0
Logo,
NOP = -2 40+00,P =S40+ (m—t)=(0—t)+%.

Portanto, no tridngulo retangulo PNO,, temos:

|0 M| = rsen(]m) =rsen((0 —t) + 5) =rcos(f —t) = rcos(t —0),
|OaN| = rcos(]@) =rcos((0 —t)+ %) = —rsen(d —t) = rsen(t —0).

Substituindo essas identidades nas relagdes (10.13) e usando o fato de que
t= R79 , obtemos as seguintes equacdes paramétricas da hipocicléide:
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z = (R—r)cosf +rcos((£=2)0)

,teR

y = (R —r)sen® — rsen((£L)0)

T

Procure verificar que as mesmas equacdes paramétricas sio obtidas quando
P esta em outras posicdes com respeito ao centro O, .

As equacdes paramétricas da astréide s3o:

x = 3rcosf + rcos(30)

0eR,
y = 3rsenf — rsen(36)
e seu lugar geométrico é mostrado na figura 10.29.

oYy

T A
P

C

0 P
0] 00X

Figura 10.29: Astréide.
Solucdo do Exercicio 10:
Vamos achar primeiro os pontos onde a curva intersecta aretar : x —y = 0.

Para que isso ocorra devemos ter:

t 3 3
) =yt) <= TEp=gaer—t=0

— t(t*-1)=0«<=t=0o0ut=1lout=—1.

cor={00 (42) (4-1))

Além disso, temos que:

Logo,

A. parat € (—oo,—1)U(0,1), z(t) > y(t), pois t > 3, e

i (o(0).9(0) =l (57t iy ) = 0.0

t——o00 1t+637 1/t3+1¢

B. parat e (—1,0) U (1,+00), z(t) < y(t), pois t < t3, e
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lim (z(t),y(t)) = (0,0).

t—-+o0

Com estas informacdes, podemos tracar a curva:

oy
: t=1
te(1,00)
1 te(0,1)
t=0 ! 0X
€(—1,0) _ ’
te(—o0,—1)
t=—1 E

Figura 10.30: Lemniscata de Bernoulli.

t
Sendo y = i t21-|—t4 = 22, obtemos que 2 = Y, se v £ 0

X
(<= y # 0). Em particular, y e  tém o mesmo sinal ao longo da curva

t
Comor=—-—,1t= Yser>0et=— gse:v<0,temosque:
1+t T x

$2y1/2
Vy/z 2172

= VI = = — = g1/2y1/2
* T Ty TS g Ty =Ty
— 2+yi= /7Yy, sex>0;
_ 2|y|1/2
_ y/x - _ |$|1/2 s g2 2 |y|1/2
° _1—|—y2/m2 T = x2+y2 Tty = x|x|1/2

= x+y—|x|v|y ViEllyl = Vzy, se x <0;

uma vez que x e y tém o mesmo sinal ao Iongo da curva.
Assim,

2 +y? = (ay)? = (#* + ) =y

é a equacio cartesiana da Lemniscata de Bernoulli.

Observe, pela equacdo acima, que a Lemniscata de Bernoulli é simétrica em
relacio aretar:x —y=0.

S
%
>
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