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DEFINIGAO 1

UNIDADE 11 COORDENADAS POLARES

Neste capitulo veremos que ha outra maneira de expressar a posicdo de um
ponto no plano, distinta da forma cartesiana. Embora os sistemas cartesianos
sejam muito utilizados, hd curvas no plano cuja equacdo toma um aspecto

muito simples em relacdo a um referencial n3o cartesiano.
11.1 Coordenadas Polares

Um sistema de coordenadas polares O p60 no
plano consiste de um ponto O,Adenominado polo
ou origem, de uma semirreta OA, com origem em
O, denominada eixo polar, e de uma unidade de
comprimento utilizada para medir a distancia de O
a um ponto qualquer do plano.

Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse

sistema sdo p e 0, onde p é a distdnciade Pa O e
¢ a medida do angulo do eixo polar para a semirreta  Figura 11.1: Coordenadas polares.
OP. Escrevemos, entdo (Figura 11.1):

P =(p,0)

—\ —\

Convencionamos que a medida do angulo tomada de OA para OP no

sentido anti-horario é positiva, e negativa no sentido horério.

A primeira coordenada polar p de um ponto
distinto do pélo & sempre maior que zero, pois
representa a distancia do ponto ao pélo. Mas
podemos tomar também valores negativos para

p, convencionando-se, neste caso, marcar a dis-

tancia |p| na semirreta oposta & semirreta C'D,
ou seja, o ponto P = (p,0), com p < 0, corres- p
ponde ao ponto P = (—p,0 + 7). /

4
Figura 11.2: (p,0) = (—p,0 + )

Se a primeira coordenada polar de um ponto
é zero, entdo esse ponto é o pélo. O angulo do
pélo ndo esta definido. Convencionamos que (0, 6) sdo as coordenadas polares
do pélo, para todo angulo 6.

Podemos usar a medida dos angulos em radianos ou em graus. Por exemplo,
P =(2,30°) = (2,7/6).
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O par (p, ) determina, de maneira tnica, um ponto do plano. No entanto,
um ponto no plano pode ser determinado por meio de varias coordenadas polares
distintas, pois, de acordo com a construcdo acima, as medidas 6 e 0+ 27k, onde
k € 7Z, estdo associadas ao mesmo angulo e, portanto, (p,0) e (p,0 + 27k)
representam o mesmo ponto do plano. Além disto, como (p,0) = (—p,0 + )
se p <0, entdo (—p,0 +7) = (p,0 +27) = (p,0) se p> 0.

Assim, (p,0) = (p,0 + 21k) = (—p,0 + (2n + 1)7) quaisquer que sejam
k,neZepeR.

Nisso, o sistma polar difere do sistema cartesiano, no qual existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre as coordenadas e os pontos do plano. Mas, se
o ponto P n3o for a origem e se restringimos p e 6 aos intervalos (0, 4+00) e
[0,27), respectivamente, existira apenas um par de coordenadas polares (p, 6)

para P.

Os pontos P, = (1,0°), P, = (4,—7/4), Py = (—1,0°) e P, = (—2,7/3)

estdo ilustrados na figura 11.3.

uP2

Figura 11.3: Pontos Pi, P>, P3 e P4 no sistema Op 6

Podemos representar esses pontos também com as seguintes coordenadas
polares: P, = (1,360°%k) = (—1,360°n + 180°); P, = (4, —7/4 + 27k) =
(=4, —7/4 + 7+ 2mn) = (—4,37/4 + 2mn), P; = (—1,360°k) = (1,180° +
360°n) e Py = (=2,7/3 + 27k) = (2,7/3 + 7+ 2mn) = (2,47/3 + 2mn) =
(2,240° 4 360°n) para todos k e n inteiros.

[N
EXEMPLO 1

2N
in %
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g

EXEMPLO 2 O conjunto C dos pontos P = (p,0)

que satsifazem a equacdo p = 3 é o con-

junto dos pontos cuja distancia ao pslo O

é igual a 3.
Ou seja, a1
C={(p,0);p=3e0cR}
é o circulo de centro O e raio igual a trés.
Figura 11.4: Circulo C
OBSERVACAO 2 A equagdo p = —3 também é uma equacdo polar do circulo acima. Em

geral, p = a & a equacdo polar de um circulo de raio |a| centrado na origem.

N
EXEMPLO 3 Seja r o conjunto dos pontos
P = (p,0) do plano que satisfa-
zem a equacdo polar § = % ou
seja, o -
r={(p.0); peRel=m/4}, .
Entdo, r é a reta que passa
pelo pélo O e tem inclinacdo 6y =
7 /4 com respeito ao eixo polar. Figurs 115: Reta r : 6 = /4
OBSERVACAO 3 Qualquer reta que passa pelo pélo O tem equacdo polar da forma 0 = 6,
onde 0y é uma constante. Além disso, 0 = 0y + 27k e 6 = 6y + (2k + 1),
k € Z, representam a mesma reta no plano.
Vamos obter agora a equacdo polar de uma reta r que n3o passa pelo pélo.
PROPOSICAO 4 Seja Op O um sistema de coordenadas polares no plano. Sejam r uma reta

que n3o passa pelo pélo O, X a distancia do pélo a r e a o angulo que o eixo
polar forma com a semirreta de origem no pélo que é perpendicular a r (Figura
11.6). Entdo, um ponto P de coordenadas polares (p,6) pertence a r se, e

somente se:

pcos(f —a) = A (11.1)
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Figura 11.6: Reta 7 no sistema Opf

Seja () o ponto de intersecdo de r com a perpendicular a r contendo o
pélo. Sabemos que P = (p,0) pertence a reta r se, e somente se, a projecao
ortogonal do vetor OP sobre o vetor OQ) coincide com O—Q> , isto é:

P€r<:>Proj(ﬁO—P>:O—Q>.

Seja f = P/O\Q Entdo, 8 = 0 —«a ou § = a—0, dependendo da posicdo do
ponto P (veja as figuras 11.7), onde P = (|O—P>|,9) e = (|O—Q>|,oz) sd0 0s
pontos no sistema Opf. Note que cos 3 esta bem definido, pois cos(f — ) =

cos(a — 0).

Figura 11.7: Nas figuras acima, a medida do angulo o é tomada de OA para OQ e a medida do angulo 0 é
tomada de OA para OP

Como
|O—P>| =p, ](ﬁ\ =\, cos f = cos(f — a) = cos(a — 0),
€ s
= |OP|10Q| cosB =—> 1,—— N
Projs OFP = : 0Q = —||OP ||(cos 5) OQ ,
e 10Q'|1 A
concluimos:

I
DEMONSTRACAO

2N
in %
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— — — — —
Projy OP = 0Q < %HOP lcos 5OQ = OQ
= %Hé—P_}Hcosﬂ: l <— \a—P_)|cosﬁ:)\
< pcos(d —a)=\.
——
EXEMPLO 4 Seja Op6 um sistema de coorde- r

nadas polares no plano. A equac3o po-
lar da reta r cuja distancia ao pdlo é
igual a 3 tal que o angulo que a semir-

reta perpendicular a 7, com origem no

| J

polo, forma com o eixo polar tem me-
dida 7 /4, é:

r:pcos(f —m/4)=3.
P ( 7T/ ) Figura 11.8: r : pcos(f — m/4) = 3

11.1.1 Relacoes entre coordenadas polares e coorde-

nadas cartesianas.

Seja Op 6 um sistema de co- Yh
ordenadas polares no plano. Con-

sideremos o sistema cartesiano or-
togonal OXY tal que o eixo po-
lar seja o semieixo positivo OX

e o eixo—QOY seja obtido rotacio-
nando OX de 90° no sentido po-
sitivo. Admitamos a mesma unidade

= /

de medida nos dois sistemas (Flgura Figura 11.9: Sistemas de coordenadas; polar Opf e carte-
119) siano OXY

Seja P # O um ponto no plano tal que P = (p,0), no sistema Op0, e
P = (z,y), no sistema OXY. Entdo, as relacdes entre essas coordenadas sdo

dadas por:
’x:pcosﬁ e yzpsenQ‘ (11.2)
" L 0
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Dessas relacdes, obtemos:

. g:seDQZtge’
T cosf

22 = p®cos® 0, y* = p?sen?d, COS@Zf, senf =
p

Dl

de onde concluimos:

cosf = sen ) =

x Y _ 3 3 _y
_— —— p=/2x?2+y% e tgd==| (11.3
o oy PV et =0 (11.3)

De fato, para obter a primeira relacdo, basta observar que:

2+ y* = p*(cos? O + sen® ) = p?,

o que implica p = |p| = /2% 4+ y2, pois p > 0. As duas relacBes seguintes sdo

o . ~ x
substituicdes diretas da expressdo de p em cosf) = = e senf) = Y,
1)

)

Podemos considerar também p/ = —p = —\/m. Neste caso, devemos
considerar o angulo ¢’ tal que

’_ L ;o Yy
cos ) = _\/TTy? e senfl = _\/TTyz

para continuarem vélidas as igualdades x = p' cos#’ e y = p'senf’.

Como cosf = —cosf e sen® = —senf), vemos que ¢ = 0 + w, o que
justifica a convenc3o feita anteriormente que (p,0) e (—p, 0+ ) representam

o mesmo ponto em coordenadas polares.

Convencao: Daqui em diante, sempre que fizermos referéncia a um sistema
polar Op 0 e a um sistema cartesiano OXY, no mesmo contexto, admitiremos
que o semieixo OX positivo é o eixo polar, caso este dltimo ndo tenha sido

definido explicitamente.

I
Determine as coordenadas cartesianas ou polares Yi EXEMPLO 5

dos seguintes pontos:
(a) P = (p7 0) = (277T/2) 20 P
Solucdo. Como p=2e 6 =m/2, temos que

T = pcos@chosg:() _

X

— ¢

O

y = psen9:2seng:2

. . Figura 11.10: P = (2,7/2)0,0 €
sdo as coordenadas cartesianas de P. P (0.2 :
=(0,2)oxy

! A 1S
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(b) P = (a,5) = (1,1). vy
Solucio. Sendo x = 1 e y = 1, temos que
p =2ty :\/12+12:\/§,0059:%e )
1
senf = ok
Entdo, 0 =7/dou b =7/d+ 27k, k€Z, e -
P = (p.0) = (V2.7/4) ? -
= (\/57 m/4 + 27k) Figura 11.11: P = (1,1)oxy €
= (—V/2,3n/4 +27k), k € Z, P =(V27/49)0p0
é o ponto P dado em coordenadas polares.
(C) P = (:07 6) = (_277T/3)'
Solucdo. Sendo
P = (_277T/3> - (277T/3 +7T) = (2747T/3)'
temos que
r = —2cosm/3 x
= 2cosdr/3 = -1,
y = —2senn/3 B
= 2sendn/3=—/3
Figura 11.12: P = (=2,7/3)0p0

sdo as coordenadas cartesianas do ponto P.

(d) P=(z,y) = (4,5).
Solucdo. Como x =4 ey =25, temos que

e P=(-1,—V3)oxy

p = V2452
= 16 +25 =41
costy = %
Sen¢90 = \/ﬁ
Portanto,
(p,0)=(V41,00) = (—V41,0, + 7) Figura 11.13: P = (4,5)oxy e

¢ P = (VAL,0
é o ponto P dado em coordenadas polares. (VAL 60)0ps

EXEMPLO 6 : L . - 3
Seja r o lugar geométrico definido pela equacdo polar 6 = T

Sabemos, pela definicdo de coordenadas polares, que r» é o conjunto de
todos os pontos P = (p,37/4), com p € R, tais que o angulo entre o semieixo

S
/]
s

o
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" — 3 7
positivo OX e o vetor OP & Iﬂ se p> 0, ou Zﬂ se p < 0.

Ou seja, r é a reta que passa pela }T
origem e tem coeficiente angular igual

gem g gular ig \Pl
a tg — =tg— =—1 n

4
Entao

riy=—
Ou, usando a mudanca de coordenadas
(11.3), obtemos também, substituindo

LA tg 6 na equacdo polar dada, que
T

N
Sy

—:tggl:—1<:>y:—
x 4

Figura 11 14: Reta f — 37

Seja r : x = a, com a # 0, a reta vertical que corta o eixo OX no ponto
(a,0). Entdo, pela equacdo polar pcos(f — ) = A de uma reta que passa pela
origem, temos que 7 : pcosf =a, poisa=0eAX=asea>0o0u, a=7e
A= —asea<D0.

Ou, usando diretamente as equacdes de mudanca de coordenadas (11.2),

obtemos também 7 : pcosf = a.

Y r r YA
A
O a A X a O A X
Figura 11.15: r:z =a, a >0 Figura11.16: r:x =a,a <0

De modo analogo, podemos verificar que psenf = b é a equacdo polar da
reta horizontal y = b que corta o eixo OY no ponto (0,b), com b # 0.

Seja r a reta de equacdo polar p cos(f — 7/3) = 2. Pela Proposicdo 4, a
reta ¢ perpendicular a reta r, que passa pela origem, tem inclina¢do 7/3 e in-
tersecta 7 no ponto Q = (py,0) = (2,7/3). Logo, u’ = (cos/3,senm/3) =

[N
EXEMPLO 7

[N
EXEMPLO 8

2N
in %
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EXEMPLO 9

S
/]
<

COORDENADAS POLARES

(1/2,4/3/2) & um vetor normal a r e Q = (,,%,) = (2cos7/3,2sen7/3) =

(1,4/3) & um ponto de r. Assim,

z V3
2 YT

é a equacdo cartesiana de 7.

2<=2+3y=4

Podemos também encontrar a equacdo cartesiana de r da seguinte maneira.
Pela identidade:

cos(a — b) = cosacosb+ senasenb,

Y|

[

temos:
pcos(@—%) =2
p cos b cos%—i—psen@ sen% =2.

Logo, como x = pcos#, y = psend,

cosw—lesenﬂ— 3se ue que
32 3~ g °e8ied
@)
1 3
x§+y§:2<:>x:\/§y:4,

Figura 11.17: Reta r

é a equacdo cartesiana de 7.

Seja a curva C de equacdo polar p = 2acosf, com a > 0.

Utilizando as relagdes (11.3) YA
para obter a equacdo correspon-
dente no sistema cartesiano, temos _ P
y=p senf
(Figura 11.18): o

p=2acost Z a

<:>i\/:1/;2—|—y2:2ai 0 _

Vvt ty? 0 a
— 22 +y* = 2ax.

Completando o quadrado na al-

tima equacdo, obtemos:
(r—a)®+y*=a’,
que € a equacido do circulo de cen-

Figura 11.18: p=2a cos 6.

tro (a,0) e raio a.

Em geral, o circulo no plano é caracterizado em termos das coordenadas
polares de acordo com a seguinte proposicdo.

10
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Sejam Op 6 um sistema de coordenadas polares no plano, Py = (po, 6o) om0
um ponto desse plano e r um valor positivo.
Entdo o conjunto dos pontos P = (p, #) 0,9 que pertencem ao circulo de centro
Py e raio r satisfazem a seguinte equacdo em coordenadas polares:

p* + P2 —2po p cos(f — ) = r?

Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas OXY tal que o eixo
OX positivo coincida com o eixo polar e o eixo OY seja obtido rotacionando
o eixo OX de 90° no sentido positivo.

No sistema OXY, temos:

Py = (pocosby, posenby)oxy € P = (pcosh,psentd)oxy .

Sabemos que o circulo de centro I e raio r € o conjunto dos pontos do
plano cuja distancia a P, é igual a r.

Ent3o:
d(P, Ry) =1 <= \/(PCOSQ — pocosBy)? + (psend — pysenby)? =r

<= p?cos? O+ p?cos? Oy — 2py pcos by cos b + p? sen? 6
+pEsen? Oy — 2pg psen Oy sen = r?

<= p?(cos? 0+ sen?0) + p2 (cos? y + sen? b))
—2 po p (cos Oy cos O + sen Oy sen 0) = r?

< p*+ps—2pop cos(f — ) =r?.

No desenvolvimento acima, calculamos a expressdo da distancia entre dois
pontos em termos de coordenadas polares. Isto &, se Py = (po,6p) e P =
(p1,61), entdo:

d(Fo, Pr) = \/Pg + pt — 2pop1 cos(f — 61)

Seja C um circulo que contém a origem e tem centro C' = (a,b). Entéo, a

sua equacdo cartesiana é
z? + y* — 2ax — 2by = 0. (11.4)
Pelas mudancas de coordenadas (11.2), temos que a equagdo (11.4), em coor-

denadas polares é

11

PROPOSICAO 5

]
DEMONSTRACAO

OBSERVAGCAO 6

[N
ExEMPLO 10
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ExEmprLo 11

>

%

E

R

P> —2apcos — 2bpsend =0 <= p(p—2acos — 2bsend) =0
< p=0 ou p=2acosf+ 2bsend.

Como a equacdo p = 0 representa apenas a origem, que também satisfaz a
equacgdo p = 2acosf + 2bsend, pois O = (0,6y), onde 6, é tal que cosfy =
—%__ obtemos que

b
———— esenfy =
Va? + b? RV e
(11.5)

p = 2acosf + 2bsen

é uma equacio polar de C.
Quando b = 0, a equagdo (11.5) torna-se p = 2acos ) que é uma equagdo

polar do circulo C de centro (a,0) e raio igual a |a|. Portanto, neste caso, C é

tangente ao eixo OY na origem.
YA YA

S

Figura 11.20: C: p =2acosf, a <0

Figura 11.19: C: p = 2acosf, a > 0
Se a = 0, temos que C : p = 2acosf é uma equacdo polar do circulo de

centro (0, b) e raio igual a |b|. Neste caso, C é tangente ao eixo OX na origem.

YA YA
2%l 0] _
¢ X
b
o[ X

Figura 11.21: C: p = 2bsenf, b >0 Figura 11.22: C: p = 2bsen6, b < 0

Considere o circulo C : (z — 2)? 4+ y*> = 2 de centro C' = (2,0) e raio igual

a \/§
Substituindo as relacdes p? = 22+ 9% o = pcosf e y = psen na equacdo

cartesiana do circulo:

12
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(z—2+y*=2<=2"+y*— 40 +2=0,

obtemos que:

p® —4pcosf +2 =0 (11.6)

é a equacdo que relaciona as coordenadas polares de um ponto de C. Nesse
circulo, (po, o) = (2,0) é o centro dada em coordenadas polares.

Logo,
4cosf £+ v16cos26 — 8 4cosh++/—16sen20 + 16 — 8

2 2
< p=2cosh + 2 —4sen?d.
Observe que o discriminante da equacdo 11.6 & zero, se e somente se,

1 1 2
sen29:§<:>sen9::|:—::|:\/7—<:>9::l:%,

V2

e que a equacdo 11.6 tem duas solucdes se, e somente se,

V2

™

2—4sen29>0<=>sen29<L<:>]sen9|<7<:>96 (—%,Z).

V2

>y

Figura 11.23: Circulo C e arcos C; e Ca
Note também que as retas 1 : y = x e 75 : y = —x, que passam pela
origem e fazem angulos 7/4 e —m /4, respectivamente, com o semieixo positivo

OX, sdo tangentes ao circulo C nos pontos P, = (1,1) e P, = (1, —1), pois:

(r,y) €CNry < x=y e (x—2)+a?=2
— z=y e (x—17=0
—= =1 e y=1<= (z,y)=(1,1) = Py,

13 vy D
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R

%

>
»

(r,y) €CNry <= x=-y e (r—2)*+ (—x)2:2
= z=-y e (x—1)*%*=
< z=1 e y:—1<:>(,y):(1,—1):P2.

Assim, p = 2cos—+/2 — 4dsen? 0 96[ T 4]

C1, contido no semiplano x < 1, e p = 2cos + /2 — 4sen?6,0 € (—%, %)

é a equacdo polar do arco

é a equacdo polar C; =C — C;.

Até agora esbocamos uma curva dada por sua equacdo polar apenas quando

esta curva é uma reta ou um circulo.

Para esbocarmos uma curva qualquer dada em coordenadas polares ou em
coordenadas cartesianas, é bastante atil conhecer suas simetrias para simplificar

a nossa analise.

Dizemos que uma curva C é simétrica com respeito a uma reta ¢ (ou a um
ponto R) se, e somente se, para todo ponto P € C, existir um ponto ) € C
tal que P e ) sejam simétricos em relacdo a ¢ (a R, respectivamente).

Logo, pelo visto nos Capitulos 9 e 10, uma curva C é simétrica com respeito
e ao eixo OX quando: (z,y) € C <> (z, —y) € C;
e a0 eixo OY quando: (z,y) € C < (—=x,y) € C;

[ ]
o,

origem quando: (z,y) € C <= (—z, —y) € C;

(52

e 3 reta y = x quando: (z,y) € C <= (y,z) € C;

e 3 reta y = —x quando: (z,y) € C <= (—y,—x) €C,
onde (x,y) sdo as coordenadas cartesianas de um ponto.

Entdo, se C é uma curva dada em coordenadas polares, temos que C é

simétrica em relacdo ao eixo polar quando
(p,—0 +27k) € C

(p,0) eC <= ¢ ou para algum k € Z.
(—p,—0+m+271k) € C

Com efeito, se (p, 0) sdo as coordenadas polares de um ponto cujas coorde-
nadas cartesianas sdo (z,y), entdo (p, —0 + 27k) e (—p, —0 + m + 27k), para
todo inteiro k, sdo as coordenadas polares do ponto de coordenadas cartesianas
(z,—y) (Figura 11.24),

14
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YA
(z,9)
P
0 0 o .
@) 6 X
(=, —y)

Figura 11.24: Simetria em rela¢do ao eixo OX

De modo analogo, podemos mostrar que uma curva C em coordenadas

polares é simétrica

e areta § = /2 quando: (p,0) € C <= (p,m—0+271k) € C ou (—p, —0+
27k) € C, para algum k € Z (Figura 11.25).

e 3 origem quando: (p,0) € C <= (p,0+7+27k) € C ou (—p,0+27k) € C,
para algum k € Z (Figura 11.26).

YA YA
(=z,y) (z,y) (z,y)
L]
2 P
0 0 1 . ol_~16 .
o /o X 0 X
D
(_J"a _y)
Figura 11.25: Simetria em relacdo a reta 6 = /2 Figura 11.26: Simetria em relagdo a origem

e aretall = w/4 quando: (p,0) € C <= (p, 7/2—0+271k) € C ou (—p,37/2—
0 + 27k) € C, para algum k € Z (Figura 11.27).

e aretal = 3w /4 quando: (p,0) € C <= (p,37/2—0+271k) € C ou (—p,7/2—
0 + 27k) € C, para algum k € Z (Figura 11.28).

15 vy D
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e
EXEMPLO 12

g
EXEmMPLO 13

s
>
<

R

Figura 11.27: Simetria em relagdo a reta § = w/4 Figura 11.28: Simetria em relacdo a reta = 3w /4

A curva C : p =1—cos 6 & simétrica com respeito ao eixo polar (eixo OX),
pois (p,0) € C se, e s6 se, (p, —0) € C. De fato, como cos(—0) = cos 6, temos
p=1—cosf =1-—cos(—0).

Mas, as coordenadas polares (—p, ™ — 6), que é outra representacdo do
ponto (p, 6), ndo satisfaz a equacgdo polar de C, pois, caso contrario, teriamos
—p=1—cos(mr —60) =1+ cosb,

uma contradicdo, uma vez que p = 1 — cos .

O esboco desta curva sera feito no Exemplo 13, item (a).

Para testar as simetrias, é preferivel, como mostra o exemplo acima, usar as
coordenadas cartesianas de um ponto, devido & multiplicidade de possibilidades
em coordenadas polares.

No exemplo 13 faremos o esboco “aproximado” de algumas curvas dadas
por suas equacdes em coordenadas polares. Apenas “aproximado’, porque, para
fazermos um esboco ideal, precisariamos analisar em quais intervalos do eixo
OX (ou do eixo OY') a curva & uma fungdo crescente ou decrescente e convexa

ou concava da variavel = (ou, respectivamente, da variavel y).

Faca um esboco da curva:

(@) C:p=1—cosb.
Solucdo. Primeiro observe que p > 0 para todo #. Substituindo p =

22t ylecost) = ——0
V N

na equacdo polar de C, obtemos a equacio

16
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cartesiana da curva:

Ci\/$2+y2=1——$2$—+y2 — C:22+y*=22+y? -z

— C:(2*+y?+ ) =2+~

Como (z,y) € C < (z,—y) € C, a curva & simétrica com respeito
ao eixo OX. Entdo, para esboca-la, basta analisar p = 1 — cos 6 para
6 € [0, 7], pois a fungdo cos @ é periédica de periodo 27.

Uma vez que a funcdo cos @ é decrescente no intervalo [0, 7], variando de
1 a—1quando 0 variade 0 am, e cosg = 0, segue que p é decrescente
no intervalo [IO,W],p:()seQZO,pzlseﬁzg,ep:25e9:7r.
Assim, o eshbogo de C, no intervalo [0, 7], € o mostrado na Figura 11.29,

>~y

-2 )

Figura 11.29: Curva C com 6 € [0, 7]

Pela simetria em relacdo ao eixo OX, o esboco de C é o dado na Figura

11.30.
1

C 1

=

Figura 11.30: Curva C com 6 € [0, 27]

E possivel mostrar que p = 1 — cos d é a equacio polar de uma cardiéide,
estudada no Capitulo 10, tal que os circulos I' e C tém raios iguais a 1 e

17 vy D
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I" esta centrado no ponto (—1,0).

(b) C:p=1+sen26.
Solucdo. Pela relacio trigonométrica sen 20 = 2sen @ cos 6 , obtemos que
p=1+2senfcosf.

Além disso, como p > 0 para todo 6 € R, temos que

\/;p2—|—y2:1—|—2$—y

z2 + 92
— (PP =2 P 22y = (2 + ) (11.7)

é a equacdo cartesiana da curva.

Por (11.7), é facil verificar que a curva C é simétrica em relagdo a reta

y = z (isto &, (z,y) € C < (y,z) € C) e a reta y = —x (isto &,
(z,y) € C <= (—y,—x) € C). Logo, basta analisar a curva p = 1+sen 26
para # no intervalo [ = [—%,Z :

Temos que sen 26 é uma funcdo crescente que varia de —1 a 1 no intervalo

I, sendo igual a zero para 6 = 0.

Logo, p = 1 + sen 26 & uma fungdo crescente de # no interalo [ tal que
p=0seld=—n/4, p=1sef =0e p=2sef=m/4 Entdo, o esboco

de C no intervalo I é o mostrado na Figura 11.31.
YA

<y

Figura 11.31: Curva C no intervalo [—Z, Z]

Pelas simetrias da curva, é facil ver que o esboco de C é o mostrado na
Figura 11.32.

18
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YA

o |

Figura 11.32: Curva C: p =1+ sen20

(c) C:p=1+2cosh.
Solucdo. Neste exemplo, p pode assumir valores negativos e positivos.
+ o
Logo, p = /2?2 +y? e cosl = — =% Substituindo pefna

/$2 + y2
equacio dada, obtemos que
2x

+\/ a2+ 2 =1+ = 24+ yt=4/22+ 2+ 2

é a equacdo cartesiana da curva. E facil verificar que esta curva é simétrica
em relacdo ao eixo—OX, mas ndo é simétrica em relacdo ao eixo— QY.

Portanto, para esbocéa-la, basta variar o parametro 6 no intervalo [0, 7].

Para 6 € [0, ], temos:

1 )
e p=1+2cosf =0 se, e so se, cos@z—é,ouseja, p=0 se esd
2
se, GOZW—E:—W;
3 3
, 1 . 3 2w
e p>0 se, esose, —5<cos€§1,ouseja,se,esose, O§9<§;

, 1 . j 2
e p <0 se esdse, —1Scos€<—§,ouseja,se,esose, ?<Q§7T.

Tomando os pontos P, = (3,0), P, = (2,7/3), Py = (1,7/2), P, =
(0,27/3) e Ps; = (—1,7) em coordenadas polares da curva, podemos

19 vy D
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esbocar a parte da curva correspondente ao intervalo [0, 7] (ver Fig. 11.33).
Y

—_

Figura 11.33: Curva C descrita variando 6 em [0, ]

Observe que o esboco da curva no intervalo [Q—Wﬂr], no qual p <0, é
o simétrico, com respeito a origem, do grafico da curva {(|p|,0); p =
1+ 2cosf e 0 € [2r/3, 7|} (parte clara na Figura 11.25).

Sendo a curva simétrica em relacdo ao eixo—OX, obtemos o esboco com-

pleto da curva C (ver Fig. 11.34).
YA

<Y

Figura 11.34: Curva C

(d) C:ptgb=1.
Solucdo. Sendo p = ++\/22 +y? e tgh = % obtemos que

+ x2—|—y2%:1 — tyVr2+yi==
= y(2* +y°) =27 (11.8)

20
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é a equacdo cartesiana de C.

Como, pela equacdo (11.8), a curva é simétrica com respeito aos eixos
OX e OY, basta analiza-la no intervalo [0, 7/2].

Temos p = Cszg =0sef = g p € decrescente e positiva em (0, 7/2),
e lim p(f#) = lim cost_ oo. Além disso, como z(0) = p(#)cosh e

6—0+ 6—0+ sen p
y(0) = p(0) sen O sdo as coordenadas cartesianas do ponto (p(#), 6), temos

que
cos2 6

li = li
05& $(9) GE(% sen 6

ou seja, y = 1 & uma assintota da curva C. Pelo obtido acima, vemos que

]

=400 e lim y(f#) = lim cosf =1,
6—0+ 0—07+

o |

(@)

Figura 11.35: Curva C variando 0 em [0, 7/2]

é o esboco de C no intervalo [0,7/2]. Entdo, pela simetria da curva em
relacdo aos eixos OX e OY, temos que o traco de C é o mostrado na
Figura 11.36.

Figura 11.36: Curva C
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11.2 Exercicios

1. Obtenha as coordenadas polares dos pontos dados em coordenadas carte-

sianas, onde:

A=(1,V3), B=(-V3,1),C=(4,-4), D= (-2,1), E = (0, -2).

2. Encontre as coordenadas cartesianas dos pontos dados em coordenadas po-

lares, onde:

A= (2,7/6), B=(-3,0), C = (4,—7/4), D = (—1,7/3), E = (3,6y),
onde tgfy = 4/3.

3. Determine a distancia do ponto P ao ponto () dados em coordenadas po-

lares, onde:

(@) P=(2,7/4) e Q = (3,—7/4);

(b) P=1(1,6p) e Q = (2,7/6), com tgbly = 3/4;

(c) P=1(6,0p) e Q=(—6,06,), comtghy=2etgl =1/2.

4. Encontre a equacio cartesiana e faca um esboco da curva polar:
(@) C:pcos(@ —7/4)=1; (b)C:p=4cosb,
(c) C:psenf = —4; (d) C: p? +4cos(0 —7/3) = —3;
(e) C:p=3cosh —2senl; (f)C:p=2|cosb;
(g) C: p|cosh| =4.

5. Determine a equacdo cartesiana e as simetrias da curva C. Faca também
um esboco de C.
(a) C: p* = —25c0s26; (b) C: p= cos26;
(c) C: p=sen3b; (d) C: p(1 —cosh) =2;
(e) C:p=2secl—1; (f)C:p=2tg20.

6. Uma familia de curvas tem equacdo polar

1 —mcosf
)= — R.
Cip 1+ mcosb com m €

Investigue como o traco de C muda quando o pardmetro m assume todos

os valores reais.

7. Verifique que as curvas polares p = 1 +senf e p = senf) — 1 possuem o

mesmo traco.
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CURVAS PLANAS EM COORDENADAS POLARES UNIDADE 11

8.

10.

Esboce a regido do plano que consiste dos pontos cujas coordenadas polares

(p, 0) satisfazem as inequacdes:

(@) 1<p<3;
(b)2<p<4den/4<0<3r/4
(c)0<p<2e—7/2<6<7/6
(d) -1<p<len/3<60<27m/3.

considere a regido R do plano dada pelo sistema de inequacdes:
2

f—zéyélvlfi—aﬂ

2
0<z<2V3.

R :

Faca um esboco de R e descreva-a como reunido de regides na forma:
p1(0) < p < pa(0)
91 S 9 S 927

onde (p, 0) sdo as coordenadas polares de um ponto de R.

Descreva a regido R como uma reunido de regides na forma
p1(0) < p < p2(0)
0 <0< 0,
onde (p, #) sdo as coordenadas polares de um ponto de R, sendo:
(a) R a regido interior a ambas as curvas
Ci:p=14V3cosfeCy:p=4dsend.

(b) R a regido limitada pelo circulo 2% + (y — 1)*> = 1 e pelas retas y = z,
y = —x ex = 2, que contém o ponto (1,0), onde (x,y) sdo as coordenadas

cartesianas de um ponto.

23
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