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TEOREMA 1

A
DEMONSTRACAO

12.1 Introducao

No Capitulo 7 definimos uma parabola em termos de seu foco e de sua
diretriz, enquanto que, nos Capitulos 5 e 6, definimos uma elipse e uma hipér-
bole, respectivamente, em termos de seus focos. Nesta unidade daremos uma
definicdo geral que engloba os trés tipos de cénicas em termos de um foco e da
diretriz correspondente a esse foco.

Usando a definicdo geral de uma conica e escolhendo um sistema de coor-
denadas polares com origem no foco e eixo polar perpendicular ou paralela a
diretriz, veremos, na secdo 12.3, que uma cénica nessas coordenadas polares

assume uma forma bem simples.

12.2 Definicao geral de uma coénica

Sejam F' um ponto do plano, £ uma reta do plano tal que F ¢ L e e um
namero real positivo. Entdo, o conjunto
C={P|d(P,F)=cd(P,L)}
é uma elipse se e < 1, uma pardbola se ¢ = 1 e uma hipérbole se ¢ > 1, de
foco no ponto F' e excentricidade e.

Note que se e = 1, entdo 0)4 r
C={P|dP,F)=dPL)}
& uma parabola de foco I e diretriz £, de

acordo com a definicdo de parabola dada no

Capitulo 7.
Suponhamos que 0 < e # 1. Seja o F=0 -
sistema de eixos ortogonais OXY tal que m 00X

F=(0,0)e L:2z=m, comm >0.
Temos entdo, que: Figura 12.1: Sistema OXY escolhido.
=(z,y) €C <= a?+y’=cl|z—m)|
4+ y* =e*(x —m)?
— 22+ y?=e*2? - 2mz +m?)

2
— (1-¢€?) (mZ + 12T62 J}) + 9% = m?2e?

2



CONIcAS EM COORDENADAS POLARES UNIDADE 12

—~
—_
|
)
=
VRS
8
+
—
| S
aQ
(¢ ('bm [
~—
[\&]
+
<
(&)
Il
3
(&)
@
[N}
—
—
+
—
|| ®
no
D
[\
~__

— (1-eY)(x+ me” 2—1— 2 _ e
1—e2) TV T
m62 2
<$+ 1—62) Y
— 22 mZe? 1
(1—e2)? 1—e?
eSel<e<l,entdio 0 <1—e% < 1. Assim, C é uma elipse, cuja reta focal
2.2 22
é o eixo—OX, pois e Logo, a = me_p= M e,

> .
(1 —e2)? 1—e2

1—e2’ V1= e2

portanto,
02:a2—b2:m262 ( 1 _1>:m262 e?
1—e2 \1—¢2 1—e2 \1—¢2
—= = ﬁ = c= me?
(1 —e2)2 C1—e2’
Além disso,
c me? 1—e? ; ..
o - = X = e é a excentricidade.
a 1—e? me
9
o (U = ﬂ,o é o centro.
1—e2
e [1=C+(c,0)=(0,0)=F é um foco.
e L:x=-+m éperpendicular a reta focal = eixo—OX
e
d(C,. L) = |ac—m|——me2 ol = |1 +m
’ o S 1 —e2 1 —e2
B e24+1—e? _m _a
o 1—e2 T 1—e2 e

Observe que o foco F' esta entre o centro C' e o ponto M = (m,0), pois a
2
e

abscissa m de M é positiva e a abscissa 1 de C é negativa, onde M é

2
— €
o ponto de intersecdo de £ com a reta focal.

eSee > 1, entdo 1 —e? < 0. Logo, C & uma hipérbole com reta-focal =

2,2 m262

2>0e1

1-e)

eixo—OX, pois < 0. Assim,

2

3 A %
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m2e? m2e?
(1—e€2)2 e2 —1
onde
m2e? me b m2e? me
a = o g =
212 2 ) 2 '
(1—e?) e2—1 e2—1 e2 1

e

2 2 2 2 2 2

2 2o M€ m7e” _ m’e ( 1 _1)
¢ @t (1—62)2+62—1 1—e2 \1—¢?

02_m262 1—1+e€*)  m2e!
12 1—e? (1 —e2)2
me?
e2—1"

Temos, também, que

— C=

c m62 62 -1 , ..
(g = e é a excentricidade,
a 6
o (= ( 1 ) & o centro,
e 1 =C+(c,0) =(0,0) = F & um foco,
eL:x=m é perpendlcular a reta-focal = eixo—OX
e
ACL) = Jo—m|= |- | =
’ n ] 1—e? 1—
= m i +1l=m ’ L —_m _4a
o 1 —e2 o 1 —e2 e2—-1 e

Note que, na hipérbole, o ponto M = (m, () esta entre o foco F' e o centro
2

C, pois 0 <m < —1726
focal.

5, onde M & o ponto de intersecdo de £ com reta
e

A reta £ mencianada no teorema é chamada diretriz correspondente ao
foco F.

No caso de uma elipse de focos I e Iy, temos duas diretrizes £, e Lo
correspondentes a cada um dos focos.

A diretriz £; correspondente ao foco F;, i = 1,2, & a reta perpendicular
a reta focal que esta a distancia % do centro, com o foco F; pertencente ao
segmento C'M;, onde M; é o pont% da intersecdo da reta focal ¢ com L;.

S
/]
e

~
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Para a elipse oy |4 Lo
2 2
r—T —
g lmnl Gw? .
a
de centro C' = (9, o) € reta el [ S
. . Ay M
focal ¢ paralela ao eixo-OX, a (. 2
w—b O
reta a — pE— ox
El Cr = :L’O _ @ »L‘ﬂ_;, To—a  xg—c Zo Totc To+a ‘L‘n_*_:,
(&

é a diretriz correspondente ao

Fi 12.2: Eli (w—w0)? (y=y0)® _ 1 L
foco F = (xO —c, y0> e a rety Figura 12.20 Elipse =35>~ + =5~ = 1 e seus principais
elementos.

£22£C=$0+g

e
é a diretriz correspondente ao foco Fy = (zg + ¢, 4o).

Para a elipse oy 1M2 L
2 2 -
. (y — o) (z — x0) o *e A
E: 5 + 3 =1, wota 2
a b v h
Yot h
de centro C' = (xg, yo) e reta focal ¢ paralela ao
eixo—OY,
a Bl C BQ
Livy=yo— -
é a diretriz correspondente ao foco F;, = " 2
Y—a
A
(20, Y0 — ¢), € ! £,
a s
Lyry=yo+~ ‘ 1
- - - b £ T0+b
€ a diretriz correspondente ao foco F, = 0 0x
(20, Y0 + ). Figra | 123 Elipse
2+ B = 1 e seus

principais elementos.

No caso de uma hipérbole de focos F e F, temos, também, duas diretrizes
L1 e Ly correspondentes a cada um dos focos. A diretriz £; correspondente ao
. , . R TN . a
foco F;, i = 1,2, é a reta perpendicular a reta focal que esta a distancia — do
&
centro, com M; € CF;, sendo M; o ponto de intersecdo da diretriz £; com a
reta focal /.
Para a hipérbole

2 o 2
a b
com centro C' = (g, yo) e reta focal paralela ao eixo—OX, a reta

a
Li:x=x9— —
e

gy =20 (v =) _1,

é a diretriz correspondente ao foco F} = (29 — ¢,yp), € a reta
a
EQ X =X9+ —
e
é a diretriz correspondente ao foco Fy = (29 + ¢, ¥o).

> A 1S
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p
EXEMPLO 1

R

%

E

>

oy Ly Ly
Yo £ \A o ¢ A B 0
/ M, My
T mig e wre 00X

2 2
Figura 12.4: Hipérbole % — % = 1 e seus principais elementos.

oy ¢
Para a hipérbole
2 2 yota F2
CW—w) (@ —m)
H: a2 - b2 =1, A; Ly
Mo
de centro C' = (zg,yo) e reta focal ¢
paralela ao eixo—QOY’, a reta Yo C
a
Ly:y=1yo— -
1-Y=%Yo o M Ly
é a diretriz correspondente ao foco F; = . A,
(xo,yo — ), € a reta e R
a
EQ Y=Y+ E 00X
. . X
é a diretriz correspondente ao foco Fy = 4 %o , N )
Figura 12.5: Hipérbole (=% — (2=20)" — 1 ¢
(l’o, Yo + C)' seus principais elementos.

Determine os focos, os vértices e as equacdes das diretrizes das conicas

abaixo. Faca também um esboco da curva.

(a) 5z* 4 9y? = 45,

$2

a elipse com centro C' = (0,0); reta focal: y :90 (eixo—OX); a®> = 9;
b =5, ¢ = a®> — b* = 4; focos: I} = (—2,0) e Fy, = (2,0); vértices so-
bre a reta focal: A; = (—3,0) e Ay = (3,0); vértices sobre a reta ndo-focal:
By = (0,—V5) e B22 = (0,/5); reta ndo-focal: = 0 (eixo—OY); exceg—

.. . . 9
tricidade ¢ = < = —: diretrizes: L, : x = _4_ P Lo :x = 4 ,
3 e 2 e 2

a
correspondentes aos focos F e F,, respectivamente.

2
Solucdo. A equacdo se escreve na forma & : + yg = 1 e representa
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Ly oYy Ly
vi| B
M, A F c K \A, M,
72 -3 _2 2 3 ’ OX

Figura 12.6: Elipse &£ : 522 + 9y = 45.

(b) 2¢y* — 72* = 14.

Solucdao. A equacio se escreve na forma -

2 332

H: y7 -5 = 1,
e representa a hipérbole com centro C' =
(0,0); reta focal £ : z =0 (eixo—OY); a* =
70 =2 % =a®+ b =09; focos: Fy = ;i C v
(0, —3) e Fy = (0, 3); vértices: A; = (0, —V7) B Bs 00X
e Ay = (0,/7); vértices imaginarios: B =
(—v2,0) e By, = (v/2,0); excentricidade:

C

L
) ) 7 1
e=— = —; diretrizes: L, :y = e L

a V7 e 3

7
e Loy = g =3 correspondentes aos fo-

cos Iy e I3, respectivamente, e assintotas: .
\/i Figura 12.7: Hipérbole # : 2y% — 722 = 14.

ryir=1+-—y.

VT
(c) 92 — 18z + 25y* — 50y = 191.
Solucao. Completando os quadrados na equacdo, temos:

9(x? — 2x) + 25(y* — 2y) = 191
— 92 —22+1)+25(y> —2y+1)=191+9+25

< 9(z—1)2+25(y — 1) =225

CED) RS Y

— £ 5

+

! vy D



UNIDADE 12 EQUACAO POLAR DAS CONICAS

Assim, a conica é a elipse com
centro C' = (1,1); reta focal ¢ :
y = 1, paralela ao eixo—OX; a? =
25, 0 =9, ¢ =a®—b* = 25—
9 = 16; vértices sobre a reta focal:
Aj=(1—a,1)=(—4,1) e Ay =
(1 +a,1) = (6,1); focos: F} =
(I1—c¢1)=(-3,1)e F, =1+
¢, 1) = (5,1); vértices sobre a reta
ndo-focal: By = (1,1 —0b) = (1,-2) e B, = (1,1 + b) = (1,4); reta n3o-

Figura 12.8: Elipse £ : 922 — 18z + 25y2 — 50y = 191.

. .. 4 .
focal ¢/ : x = 1, paralela ao eixo—QY’; excentricidade: ¢ = - 5; diretrizes:
a
a 25 21 a 25 29
r=1-%=1-2 - _= r =142 =142 =2
El i 1 1 € £2 i + o + 4 4’

e
correspondentes aos focos F; e Fy, respectivamente.

12.3 Equacao polar das coénicas

Seja C uma conica de excentricidade ¢ > 0. Consideremos um sistema de
cogrdenadas polares em que um foco F' da conica é a origem O e o eixo polar
OA esta contido na reta focal de C.

Designamos L a diretriz associada ao foco F' e seja h = d(F, L).

Segundo a definicdo geral de uma conica,

P=(p0)eC<=d(P,F)=ed(P,L)<=p=ecd(PL).

Temos dois casos a considerar.
e Se L ndo intersecta o eixo polar, entdo d(P, L) = h + pcosf.

Neste caso, P = (p,0) € C se, e somente se,

eh

pze(h—l—pcos@)(:)p:m.

S
/]
e

foe)
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Figura 12.9: £ n3o intersecta OA.
e Se L intersecta o eixo polar, entdo d(P, L) = h — pcosb.

Neste caso, P = (p, ) € C se, e somente se,

eh
=e(h— 0 =
p=el peost) < p 1+ ecosf
L
- P
Q“
p '
& th s

—\

Figura 12.10: L intersecta OA.

Ou seja, a equacdo polar de C, nesse sistema, Op @ é

eh

C:pzliecose

(12.1)

na qual tomamos o sinal positivo (4) se a diretriz £ intersecta o eixo polar, e
o sinal negativo (—) se £ ndo intersectio eixo polar.

De modo anélogo, se o eixo polar OA, com origem O = F, for escolhido de
modo a ser paralelo & diretriz £, ou seja, perpendicular a reta focal, podemos

mostrar que a equacdo polar da coénica é dada por

eh

C:pzliesenﬁ

(12.2)

na qual tomamos o sinal positivo (+) se a diretriz £ intersecta a semirreta
AN AN AN

OB, onde OB é a rotagdo de 7/2 do eixo polar OA, no sentido positivo. Caso
contréario, tomamos o sinal negativo (—).

0 A 1S
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| < o 9=F
B "o, p
P e .
.o"
O,_.Z F
L A
N BI
—\ —\
Figura 12.11: £ n&o intercepta OB. Figura 12.12: £ intercepta OB.
Para Saber Mais Como foi mencionado no Capitulo 5, Isaac Newton, em seu Principia

Mathematica, de 1687, mostrou as trés leis de Kepler a partir de duas leis de
sua autoria, a Segunda Lei do Movimento e a Lei Universal da Gravitacdo. Para
isso, usou o calculo vetorial e o calculo diferencial para chegar a conclusdo que

a equagéc;b do movimento de um planeta em todo do Sol tem equacdo polar
(&
p =

1+ecosf’
a orbita de um planeta é uma curva limitada, a conica descrita por um planeta

num sistema de coordenadas polares com o Sol no pélo. Como

s6 pode ser uma elipse, provando, assim, a primeira lei de Kepler.

C—
EXEMPLO 2 Seja P uma parabola com foco F' na origem O e vértice V' no ponto (4, 7)

com respeito a um sistema de coordenadas polares Op 6.

Como o foco F' = (0,0) e o vértice

V = (4,m) pertencem a reta focal, o
—\
eixo polar OA esta contido na reta fo-
cal. Além disso, como o vértice esta a -1V A
- = cm  @n| O=F

esquerda de O, a diretriz £ de P ndo
corta o eixo polar.

Logo, a equacdo polar de P é da
forma 12.1 com sinal negativo no de-
nominador, excentricidadee = 1 e h = Figura 12.13: p = 11
d(F,L)=2p =28, poisp=d(V,F) =
4. Assim, a equacdo polar de P &

p:

8
1—cosf

A
" L 10
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e a equacdo de sua diretriz £ & rcosf = —8.

2
3 —cosf’
Multiplicando o numerador e o denominador da equacdo polar por % obte-

Considere a conica C de equacdo polar p =

mos
2
Cip=—3——.
p 1-— %COSQ
Entdo, por 12.1, a excentricidade de C é ¢ = % Logo, C & uma elipse.

Além disso, por 12.1, o sistemipolar Op 0 considerado tem origem O num dos
focos F; de C e eixo polar OA contido na reta focal de modo que a diretriz
L1, correspondente ao foco F}, n3o intercepta o eixo polar. Portanto, estamos

na situacdo mostrada na figura 12.14.

Lo

Figura 12.14: Posicdo dos focos F e Fy, dos vértices A1, Az, By e By e das diretrizes £ e Lo de C.
Fazendo # = 0 na equacdo de C, obtemos p = 1. Logo, segundo o esquema
da figura 12.14, A, = (1,0).

Para obter o outro vértice A; sobre a reta focal, devemos fazer 8 = 7 na

equagdo de C. Assim p =1 e A; = (3, 7).

A distancia entre os vértices &€ 2a = d(A;,42) = 1+ 3 = 2, de onde
concluimos que a = % é a medida do semieixo focal da elipse.

Sendo e = E, obtemos ¢ = ea = % . % = 4—11. Portanto, o centro C da elipse

1.0).

1)
0) e a distancia do centro aos focos, ¢ =

a
C tem coordenadas polares C' = (¢, 0)0,0 = (
1
1

d(C,F,) = d(C,F;) = 1, podemos obter as coordenadas polares do outro

Conhecendo o centro C' = (

foco:
1 1 1
B=(3+50)=(30):
a 9 1 a
Logo, Ll.pcos@——E+c——1+1——2e£2.pc089— E+C_
11

[N
EXEMPLO 3

2N
in %
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e
EXEMPLO 4

%
>

E

R

>

9 1 5 . . . .
1+1 = 5 s3o as diretrizes correspondentes aos focos F e F5, respectivamente,

no sistema polar Op 6.

Finalmente, como a medida do semieixo ndo focal é b = Va2 —c? =

V9/16 = 1/16 = /8/16 = v/2/2, temos que Bi = (po, —6o) & Ba = (po, o),
onde p = V2 + 02 = \/1/16 + 2/4 = \/9/16 = 3 /4, cos by = 2 = ;ﬁ = %

b V2/2  2V2

A equ3ag§o polar de uma conica C, num sistema de coordenadas Op#, &
P 3 6sent’
Dividindo o numerador e o denominador da equacdo por 3, obtemos a
equacao
1
p=— 12.3
Heip 1+2senf’ ( )

que é da forma 12.2 com sinal positivo (+) no denominador e excentricidade
e = 2. Como e > 1, a conica C € uma hipérbole com um dos focos F| na
origem do eixo polar OA.

N AN

Se OB é a semirreta obtida girando o eixo polar OA de 7/2, no sentido

positivo, temos, por 12.3, que OB esta sobre a reta Local de H e a diretriz L;,

correspondente ao foco F; = O, corta a semirreta OB.

Sejam C' o centro, A; e A, os vértices, Bi
By e By os vértices imaginarios e F; o P
2
outro foco de H. A figura 12.15 ilustra a IAQ r
2
posicdo desses pontos e das diretrizes £,
e L, correspondentes aos focos F| e Fy, B
____________ oA B
respectivamente. C
Como ed(Fy,L,) = 1 e, por outro L,
Iado, d(Fl,,Cl) = d(Fl,C) - d(O, ,Cl) = A
e =1\ I —
c—ale=ae—ale=a , obte- 0= R A
e :
mos que Z
1 . 62 -1 Figura 12.15: Posi¢cdes de F, F», A1, A2, By,
g =a e Bs, C, L1, L2 no sistema Op6.
< a= L = 1
S e2-1 3

12
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Assim, ¢ = ae = § eb=+c—a? = ? Logo, C' = (2/3,7/2) é o
centro, A; = (2/3—1/3,7/2) = (1/3,7/2) e As = (2/3+1/3,7/2) = (1,7/2)
sdo os vértices da hipérbole nas coordenadas polares Op 6.

Pela figura 12.15, podemos ver que d(Bl,Fl)j d(By, F}) = V02 + % =

—\

V3/9+4/9 = \/7/3 e que o angulo #, que OB, faz com OA é tal que
tan90 = g = %?3 = % Enté’o, Bl = (\/7/3,77'—00) e BQ = (\/?/3,90)

sdo os vértices imaginarios de H no sistema Op#.

Além disso, F» = (2¢,7m/2) = (4/3,7/2) & o outro foco, Ly : psenf =

a 1, . a
c--=5¢éa diretriz correspondente ao foco Fj e Ly : psenf = c+ — =
(& €

a diretriz correspondente ao foco F,.
As assintotas r1 de H s3o as re-

é

| Ut

tas que passam pelo centro C' = (2/3, T+

7/2) e tém coeficientes angulares
tan 4 = ié =43
a

—\

com respeito a semirreta OB.
Ou seja, o =7/3 e . =7 —
7/3 = 27/3 s&o as inclinacbes das as-
—\

sintotas com respeito a OB. Entdo,
0, =9 =2r/3el_ =y, =7/3
sdo as inclinacdes das retas normais as

?tb

Figura 12.16: As assintotas r+ de H.
assintotas 74 e 7_, respectivamente,
—\

com respeito ao eixo polar OA.

Portanto, pela Proposicdo 6 do Capi- B

tulo 11, F
2 T 2

2
r+:pcos(0—?) = gcos (5—?) AN -

e o C o
r_: pcos( — z) = gcos (E _ f)
3 3

sdo as equacdes polares das assintotas 0T o
no sistema Op¥6. \

I+2sent

13 vy D
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12.4 Exercicios

1. Encontre os focos e as diretrizes correspondentes das conicas C. Obtenha
também os demais elementos e faca um esboco das conicas.
(a) C:42*+3y* — 162 +6y+7=0
(b) C: —2? +5y* + 4z — 10y — 19 =0

2. Sejam o sistema cartesiano OX'Y e o sistema polar Op 6 tal que o eixo polar
OA é o semieixo OX positivo. Encontre a equacdo polar e os principais

elementos, em coordenadas polares, da cénica C com um dos focos F' na

origem O tal que:

(a) C & uma hipérbole de excentricidade ¢ = ZZ e a diretriz y = 6 corres-
pondente ao foco F' = O.

(b) C é uma parabola de diretriz = = 4.

. - 3 .
(c) C é uma elipse de excentricidade e = 1 diretriz = —5 correspondente
ao foco F' = O.

(d) C & uma hipérbole com vértices em (1,7/2) e (3,7/2).
(e) C & uma parabola de vértice em (4,37/2).

(f) C & uma elipse com vértices em (3,0) e (1, 7).

3. Determine os principais elementos e esboce a cénica C, cuja equacdo polar

é dada por:

(@) Cip=rr
(b)Cip=frp—s
() Cip=—o
(d)Cip=y—r—
() Cip=r—
(Cip=ry

14
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4. Mostre que a equacdo polar de uma elipse com diretriz pcos = —d,d > 0,
correspondente ao foco F' = O na origem do sistema polar Op 8, pode ser

escrita na forma
a(l —e?)

1—ecosf’
onde 2a é o comprimento do eixo focal da elipse.

C:p=

5. As 6rbitas de alguns planetas ao redor do Sol s&o elipticas, com o Sol num
dos focos. As posicdes de um planeta que estdo mais préximas ou mais
afastadas do Sol sdo chamadas periélio e afélio do planeta, respectivamente.
Use o exercicio 4 para mostrar que a distancia de um planeta no periélio até

o Sol é a(1 —e) e que a distdncia de um planeta no afélio ao Sol é a(1+e).

6. Encontre uma equacio polar aproximada para a 6rbita eliptica da Terra ao
redor do Sol (em um foco), sabendo que a excentricidade & cerca de 0,017
e o comprimento do eixo focal é cerca de 2,99 x 108 K'm. Obtenha também
as distancias da Terra ao Sol no periélio e no afélio.

Terra

periélio § $ afélio

7. O planeta Mercario percorre uma orbita eliptica em torno do Sol com ex-
centricidade 0, 26. Sua distancia minima do Sol & 4,6 x 107 K'm. Obtenha a
distancia maxima do planeta ao Sol e a equacdo polar de sua 6rbita eliptica.
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