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UNIDADE 13 COORDENADAS NO ESPAGO

13.1 Coordenadas no espaco

Neste capitulo comecaremos Z)
o nosso estudo da Geometria Analitica
Espacial. Primeiro vamos esten-
der as nocBes de coordenadas,

distancia e vetor, vistas no plano

no Capitulo 1, ao espaco eucli-
diano. Como dissemos naquele

~

capitulo, assumiremos que o leitor X

~

conheca os principais axiomas e
resultados da Geometria Eucli- Figura 13.1: Eixos do sistema OXY Z no espaco &£

diana no espaco, relativos aos seus elementos basicos' .

DEFINICAO 1 Um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco £ da Geometria
Euclidiana consiste de trés eixos mutuamente perpendiculares, OX, OY e
OZ, com a mesma origem O (Figura 13.1).

Escolhido um sistema de
eixos ortogonais O XY Z no Ty 7
espaco &, ha trés planos
especiais, chamados planos
cartesianos (Figura 13.2):
e Ty, o plano que con-

tém os eixos OX e OY; 0
® Txy, O planO que con- / \
tém os eixos OX e OZ;

e Ty 7, o plano que contém

-/

os eixos OY e OZ. Figura 13.2: Planos cartesianos no espaco £

Em analogia ao feito no plano no Capitulo 1, um sistema de eixos ortogonais
OXY Z no espaco £ estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
P do espago E e os ternos ordenados de nimeros reais (x,y, z). Isto é, cada

ponto do espaco corresponde exatamente a um terno ordenado de nimeros

Wer Introducdo a Geometria Espacial, Carvalho, Paulo C. P., Ed. SBM (1993).
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reais, e cada terno ordenado de nimeros reais corresponde exatamente a um
ponto de £.

Se o ponto P estd em correspondéncia com o terno (x,y, z), dizemos que
x, y e z sdo as coordenadas de P em relacdo ao sistema de eixos
ortogonais OXY Z. Estas coordenadas sdo obtidas da seguinte forma:

e coordenada z: coordenada no eixo OX do ponto de intersecdo deste eixo
com o plano 7’ que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano 7y .

e coordenada y: coordenada no eixo OY do ponto de intersecdo deste eixo
com o plano 7 que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano 7x 4.

e coordenada z: coordenada no eixo OZ do ponto de intersecio deste eixo

com o plano 7"’ que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano 7xy.

Figura 13.3: Coordenada = de P Figura 13.4: Coordenada y de P Figura 13.5: Coordenada z de P

Designamos por R® o conjunto de todos os ternos ordenados (z,,2) de
nameros reais. A escolha de um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco
& determina uma correspondéncia biunivoca entre £ e R3. A bijecio & — R3
é obtida associando-se a cada ponto P € &£ o terno (z,y,z) € R3 formado

pelas coordenadas de P relativas ao sistema OXY Z

Uma vez escolhido um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco €&,

identificamos cada ponto P € & pelas suas coordenadas (x,y, ) e escrevemos:
P =(z,y, z2).
Com esta identificacdo, observamos que:

e a origem do sistema de eixos ortogonais é o ponto O = (0,0,0).

e 0s eixos do sistema sdo os conjuntos:
eixo OX = {(2,0,0) |z € R},
eixo OY = {(0,y,0) |y € R};
eixo 0Z ={(0,0,z2) | z € R}.

3 vy D
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e 0s planos cartesianos sdo os conjuntos:
mxy ={(z,y,0)|x,y € R}, ousea, 7xy:z=0;
mxz ={(2,0,2)|z,z € R}, ouseja, 7wxz:y=0;
vz ={(0,y,2)|y,z € R}, ouseja, myz:xz=0.

Um sistema de eixos ortogonais no espaco £ permite descrever os subconjun-
tos do espaco por meio das coordenadas de seus pontos. Vejamos, por exemplo,
como caracterizar outros planos e algumas retas por equacdes que envolvem as
coordenadas dos pontos neles contidos:

e Um plano 7 & horizontal se co-
incide ou é paralelo ao plano wxy
(Figura 13.6). Nesse caso, se o
ponto de intersecdo do plano 7 com
o eixo OZ é (0,0, c), entdo a ter-
ceira coordenada de qualquer pon-
to P € w éigual a ¢, ou seja,
m={(x,y,¢)|z,y € R}
Assim, a equacdo do plano 7 é& o - <3 g g <

Figura 13.6: Plano horizontal 7

w2 =C.
e Analogamente, os planos paralelos aos planos mx 7 e my 7 tém equacdes y = b
ex =a, comb+#0eaF#0, respectivamente.

Figura 13.7: m:y =10 Figura13.8: m:z =a

e Uma reta r no espaco, que é paralela a um dos eixos coordenados, intersecta
o plano cartesiano complementar em apenas um ponto. As coordenadas deste
ponto determinam as coordenadas de todos os pontos da reta 7.
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De fato, se r; € uma reta paralela ao eixo OZ e riNmyy = {Q1 = (a,b,0)},

entdo qualquer outro ponto Q = (z,y,2) E rptemzx =a, y =bez € R
(Figura 13.9). Portanto, r; = { (a,b,2); z € R} e suas equagdes sdo:

Figura 13.9: 7 || eixo OZ Figura 13.10: 72 || eixo OY Figura 13.11: r3 || eixo OX
De modo analogo:

e Sery | eixo OY ery N wxz = {Q2 = (a,0,c)}, entdo (Figura 13.10)
r=a

ro = {(a,y,c) ; y € R}, ou seja, ry : e

e Sery| eixoOX erg N myz ={Qs = (0,b,¢)}, entdo (Figura 13.11)
y=>ot

T3:{(x7b7c);x€R}’ Ouseja' s zZ=c’

Um plano 7 é vertical quando contém ou é paralelo ao eixo OZ. Isto €, DEFINICAO 2

m € um plano vertical se, e somente se,
eixo OZ Cr ou eixo OZ N7 =g.

Por exemplo, os planos 7 :
r = a, a € R, assim como 0s
planos # : y = b, b € R, sdo
planos verticais.

A interseccdo de um plano
vertical m com o plano wxy é
uma reta r (Figura 13.12). Essa

reta, vista exclusivamente no pla-

no mxy : z = 0, é dada por uma

Figura 13.12: 7 ||eixo OZ e r = Nwxy

equacdo da forma ax + Sy = d,
com o? + 32 £ 0. Mas, no espaco, a reta r = 7 N mxy é dada por duas

equacdes:
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Ou seja, um ponto pertence a reta r se, e somente se, as suas coordenadas
satisfazem, simultaneamente, as duas equacdes acima.

Por outro lado, como a direcdo do eixo-OZ é parelela ao plano w, ele é
formado pela unido de todas as retas paralelas ao eixo-OZ que passam por um
ponto de r.

Portanto, o plano 7 & dado por

m={(z,y,2) eR*|az+By=d e z€R},
e sua equacao é:
Trar+ fy=d.

OBSERVACAO 3 N3o confunda! No espaco, uma equacdo da forma ax + Sy = d repre-
senta um plano vertical, ao passo que, no plano wxy, esta equacido representa
uma reta.

Procedendo de forma analoga com os outros dois eixos, temos que:
eixo OX || m ou eixo OX C <= m: By + vz =d, onde % +~% #0;
eixo OY || m ou eixo OY C 7 <= 7 : ax + vz = d, onde a? + ~* # 0;
eixo OZ || mou eixo OZ C <= 7 : ax + fy = d, onde o + 3* # 0.

13.2 Distancia entre dois pontos do espaco

Sejam P = (a,b,c) e Q = (d’, V', ') pontos no espaco £.

Comecamos observando que
se P e () estdo sobre uma reta
paralela a um dos eixos coorde-
nados, entdo eles tém duas coor-
denadas iguais e a distancia en-
tre eles &€ o médulo da diferenca
das coordenadas diferentes.

Suponhamos que P e () ndo

~|
Y
__

estdo sobre uma reta paralela a
um dos eixos coordenados. Para Figura 13.13: Calculo de d(P, Q)

o célculo da distancia de P a (), vamos considerar os pontos auxiliares (Figura
13.13):

R=(a,b,d), S =(a,b,0), T=(a,VV,0) e U=(d,b,0).

R
&
B

(@))
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Como, pela observacio feita acima,
d(S,U)=1d" —al e d(U,T) = |t — b,
obtemos, pelo teorema de Pitagoras aplicado ao tridngulo ASUT, que:

d(S, T)? =d(S, U +d(UT)*>=|a —al> + |/ —b]* = (a' —a)*+ () —b)?.
Sendo os segmentos ST e RS lados opostos de um retangulo, temos:
d(R,Q)?>=d(S,T)* = (d —a)*+ (b —b)?.

Além disso, d(P,R) = | — ¢|, pois os pontos P e R estdo sobre uma
mesma reta paralela ao eixo OZ.
Finalmente, como o tridngulo APR(Q) é retangulo,
d(P,Q)? =d(P,R)*+d(R,Q)* = (d —¢)*+ (d —a)*+ (b —b)?,

ou seja,

d(P,Q) = +/(d —a)2+ I/ —b)2+ (c —c)?. (13.1)

No plano, vimos que o conjunto dos pontos que equidistam de um ponto

dado formam um circulo. No espaco temos:

A esfera S de centro C' e raio r > 0 é o conjunto formado por todos DEFINIGAO 4
os pontos P € £ cuja distancia ao centro C é igual a r:

S={Pe&|dP,C)=r}.

Figura 13.14: Esfera S de centro C' = (a, b, c) e raio r

Sejam C' = (a,b,c) e P = (z,y, z) as coordenadas do centro C' e de um
ponto genérico de S em relacdo a um sistema de eixos ortogonais OXY Z.
Entdo,

PeS<—dP,C)=r<= /(r—a)?+(y—b2+(z—c)? =r
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g
ExXEMPLO 1

e
EXEMPLO 2

L/

A

Elevando ao quadrado ambos os lados desta altima identidade, obtemos a

equacdo da esfera S no sistema de eixos OXY Z:

S:(x—a)P+y—0*+(z—-c=r%

Mostre, completando os quadrados, que a equacdo de segundo grau
22+ + 22 20 +4y —62=1,
representa uma esfera S. Determine o centro e o raio de S.
Solucdo. Completando os quadrados na equacdo, temos:
24y 20+ 4y —62=1
— (2 —22)+ (P +4y) + (22 —62) =1
— (2% — 2z+1) + (y® + dy+4) + (2% — 6249) = 1+1+4+9
— (z—1+(y+2)?+ (2 —3)*=15.
Portanto, a equacdo representa a esfera S de centro C' = (1, -2, 3) e raio

r= V5.

Determine as coordenadas do ponto médio M do segmento AB, onde
A= (a,b,c)e B=(d,V, ).
Solucdo. Seja M = (m,,m,,m,) o ponto médio do segmento AB (Figura
13.15), isto &, |[AM| = d(A, M) = d(M, B) = |MB.

Figura 13.15: Ponto médio do segmento AB

Pelo critério ALA, os triangulos AACM e AM DB sio congruentes. Em
particular, |CM| = |DB|. Logo, |[EF| = |CM| = |DB| = |FG|.
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De novo, pelo critério ALA, os triangulos AEHF e AFIG sio congru-

/

entes. Logo, |[FH| = |FI| e, portanto, m, = a;a
b+t
Analogamente, |HF'| = |IG/, donde m, = 5

Pelo mesmo argumento, os tridngulos AJPK e AKQL sdo congruentes,

/
logo |JP| = |KQ)| e, portanto, m, = C;C :

Finalmente, as coordenadas do ponto médio M do segmento AB s3o:

a+a b+V c+/c
M = (mm7my7mz) — ( 5 9 2 :

Determine o conjunto, EXEMPLO 3

M={Pe&|dP,A) =d(P,B)},

dos pontos equidistantes a dois pontos distintos A e B no espaco.

Solucao. Note que o ponto
médio M do segmento AB
pertence ao conjunto M.
Seja OXY Z um sistema de
eixos ortogonais no espaco

tal que O = M e o seg-

mento AB esteja contido no

eixo OX, com A no semieixo M
positivo OX. Entdo, A =
(r,0,0) e B = (—r,0,0),

para algum namero real r > 0. Assim, P = (z,y,2) € M se, e somente se,

Figura 13.16: Conjunto M dos pontos equidistantes de A e B

d(A,P) = d(B,P) < d(A, P)? = d(B, P)?
= (e-1)+y—-072+(x—07=(z— () +(y— 0>+ (z - 0)°
— 2?2 —2ar +1r? =22+ 201 +r? <= —2ar = 207 <= 4ar =0
< =0 (poisr#0) <= P =(0,y,2) € myz.

Portanto, M = 7y ;. Geometricamente, M é o plano perpendicular ao
segmento AB que passa pelo seu ponto médio.

0 A 1S
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13.3 Vetores no espaco

A nocdo de vetor no espaco define-se da mesma maneira que no plano,
continuando vélidas as principais propriedades, salvo alguns acréscimos.

Para definir a relacdo de equipoléncia no espaco, comecamos observando
que, no espaco, duas retas sdo paralelas quando estio contidas no mesmo plano
e ndo se intersectam. De fato, no espaco ha situacdes em que duas retas ndo
se intersectam e n3o sdo paralelas. Pense, por exemplo, em duas ruas, sendo

uma delas um viaduto que passa por cima da outra transversalmente!

Os segmentos orientados AB e C'D no espaco sdo equipolentes, e es-

crevemos AB = CD, quando satisfazem as seguintes condices:
e AB e CD tém igual comprimento: |AB| =d(A, B) =d(C,D) =|CD|.
e AB e CD estdo contidos em retas paralelas ou na mesma reta.

e AB e C'D tém o mesmo sentido.

Se AB e CD satisfazem as
duas primeiras propriedades, a ter-
ceira significa, no caso em que
A, B, C e D n3o sdo colineares,
que ABDC' & um paralelogramo
no plano que contém os pontos
A, B, C e D. Como foi feito

no plano, podemos mostrar que

AB = CD se, e s6 se, o ponto . e i
Figura 13.17: Paralelogramo ABDC: AB = CD

médio de AD coincide com o ponto
médio de BC. A relaco de equipoléncia entre segmentos do espaco é também

uma relacao de equivaléncia, isto é, satisfaz as seguintes propriedades:
1. Reflexividade: Todo segmento é equipolente a si préprio: AB = AB.
2. Simetria: Se AB = CD, entdio CD = AB.
3. Transitividade: Se AB=CD e CD = EF, entdo AB = EF.

Estas propriedades podem ser verificadas usando a Proposicdo 6 abaixo.
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Sendo a equipoléncia uma re-
lacdo de equivaléncia, podemos
dividir o conjunto dos segmen-
tos orientados do espaco em sub-
conjuntos chamados classes de
equivaléncia pela relacao de
equipoléncia, ou simplesmente,

classes de equipoléncia. Cada

classe de equipoléncia é denomi-
nada um vetor do espaco. Us-  Figura 13.18: Equipolentes ao segmento AB, 7 = AB
amos a mesma notacdo adotada para vetores no plano para designar o conjunto
de todos os segmentos orientados que sdo equipolentes ao segmento AB:
v =AB = {CD|AB = CD).
Note que,
AB=CD < AB =CD.

Como no plano, o vetor representado por um segmento cuja origem é igual
a extremidade é chamado vetor nulo ou vetor zero:
= AA = BB = C’C

Além disso, todo ponto P do espaco é origem de um segmento orientado

representante de um vetor dado v° = ﬁ qualquer (Figura 13.18).

Ou seja, dado um vetor v Z? e um ponto P € &, existe um Unico
ponto Q € € tal que v PQ

Para verificar esta propriedade, quando A, B e P n3o sdo colineares, basta
considerar o plano que contém os pontos A, B e P. Neste plano, o problema
de determinar o ponto () ja foi resolvido quando estudamos vetores no plano.

Notacdo: Dado um ponto P no espaco e um vetor v, designamos ) = P+0"

. —
o Gnico ponto do espaco tal que v° = PQ’.

Sejam A = (a,b,¢), B= (a/,V,), C = (z,y,2) e D = (2/,y/,2’) pontos PROPOSIGAO 6
do espaco dados pelas suas coordenadas com respeito a um sistema de eixos
ortogonais OXY Z. Entdo, AB = CD se, e somente se,

a—a=2'—x, V-b=y—-y e Jd—c=2-—=2.

1 vy D



UNIDADE 13 VETORES NO ESPACO
O

DEMONSTRACAO
o ponto médio BC, ou seja, se, e sé se:

a+a b+y c+2\  [d+x V+y 4=z
2 72 7 2 ) 2 72 7 2
a+x d+z b+y b +y c+z2 4z
P — , = e =
2 2 2 2 2 2

<~ a+2 =d+zx, b+y=bV+y e c+Z=d+=z

<— d—-—a=2"—-xz, V-b=y -y e d—c=2—-=z.

generalizando, assim, o resultado ja conhecido no plano.

Temos que AB = CD se, e somente se, o ponto médio AD coincide com

DEFINICAO 7 Sejam A = (a,b,c) e B = (d’,V/, ') pontos no espaco. Os nameros reais

. — . ;
a —a, b —becd —csio as coordenadas do vetor AB no sistema de eixos

ortogonais OXY Z. Escrevemos:
AB = (@ —a, bl —b,d —c).

OBSERVACAO 8 Pela proposicédo anterior, as coordenadas de um vetor podem ser calculadas

usando qualquer segmento orientado que o represente. Em particular, dado um

vetor v’ = (o, 8,7), o ponto P = («, [3,7) satisfaz
v =0P
%-

_) .
O vetor OP & o representante na origem do vetor v

EXEMPLO 4 Considere os pontos A = (1,4,0), B = (—1,1,—-1) e C = (3,

e

Encontre as coordenadas do vetor o° = AB’, do ponto D e do ponto P tais

que v = CD = OP .
Solucdo. Temos
T =AB = (-1-1,1—4,-1-0) = (-2,-3, -1).
Seja D = (z,y,2) o ponto procurado.
Como ﬁ = C'—D> <= AB = CD, temos, pela Proposicdo 6, que:
-1-1=2z-3, 1-4=y—-5 —-1-0=2z—(-10).

Assim, D

ponto tal que

@i I
_l

(1,2,—11). E, pela Observacdo 8, P = (—2,-3,—1) é o

12

S
/]
e
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13.4 (Operacoes com vetores no espaco

Vamos definir agora as operacdes de adicdo de vetores no espaco e multi-
plicacdo de um vetor espacial por um niimero real. O processo é analogo ao
efetuado para definir estas operacdes para vetores no plano e as propriedades
sjo basicamente as mesmas, por isso muitos detalhes serdo omitidos.

T ew

Sejam u” e v’ vetores no espaco £. Seja A um ponto qualquer no espaco DEFINICAO 9

e sejam AB e BC segmentos orientados representantes dos vetores e v_>
respectivamente.
e

O vetor soma dos vetores v, que designamos por W 470, éo vetor

representado pelo segmento orientado AC.

Note que a soma de dois ve-
tores no espaco recai na soma de
vetores num plano, pois os pon-
tos A, B e C est3o contidos num
mesmo plano do espaco (Figura
13.19).

Como foi feito para vetores no

plano, podemos verificar que a definicde B~

do vetor soma n3o depende da es-
colha do ponto A € £. Isto é, o Figura 13.19: Soma de vetores no espaco
vetor soma esta bem definido.
Na pratica, a adicdo de vetores se efetua em relacdo as coordenadas dos
vetores parcelas num sistema de eixos ortogonais fixado.

Seja um sistema de eixos ortogonais OXY Z, com respeito ao qual w =

(a,b,¢) e v = (', V).
— = .
m v’ é dado em termos de coordenadas como:

Ent3o, o vetor soma +

— =

uw + v = (a,bc)+ (a0, d)=(a+d, b+, c+ )

A demonstracdo deste fato é analoga aquela feita para vetores no plano.

E—
Sejam A = (3,2,0), B=(0,3,—-2) e C = (4,3,2) pontos do espaco. EXEMPLO 5

Obtenha o ponto D tal que AD" = AB" + AC".

13 v L



UNIDADE 13 OPERAGOES COM VETORES NO ESPAGO

Solucﬁo Temos,

AB =(0-3,3-2,-2-0)
=(-3,1,-2)
AC =(4-3,3-2,2-0)
—(1,1,2).
Logo,
AB+AC = (-3,1,-2)+(1,1,2)
= (—2,2,0).

Além disso, se D = (dy, ds, d3) é
a extremidade do representante Figura 13.20: Exemplo 5

—  — : .
AD do vetor soma AB + AC" com origem no ponto A, entdo d; — 3 = —2,

dy—2=2ed3;—0=0. Portanto, D = (1,4,0).

Propriedades da adicao de vetores no espaco

Sejam W, U ew vetores no espaco
1. Comutatividade: &' + v =0 + o
Ty
2. Existéncia de elemento neutro: O vetor zero, O = AA =BB =...,
= .0
representado por qualquer segmento nulo, é o Gnico vetor tal que u"+0 = u

. —
qualquer que seja o vetor @. Em coordenadas: 0" = (0,0,0).

3. Existéncia de inverso adi-

tivo: Dado um vetor u’, existe

um anico vetor, que é designado
— % e chamado inverso aditivo

(ou simétrico) de @', tal que

T4 (-u)=0
—
Note que se W = AB , entdo
_ W —BA

4. Associatividade:
(@ +0)+w0 =0 + (0 +W0).

Figura 13.21: Associatividade da adicdo de vetores

DEFINICAO 10 A subtracdo do vetor v’ pelo vetor u’ é a soma de 0 com o0 inverso

aditivo de E) que escrevemos v —w.Sew AB e AC’ entdo:

7@ =04 (-0)=AC +BA =BA + AC =BC .

14
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Sabemos que se A, B, C sdo pontos ndo colineares do plano, entdo o

: —
ponto D é o quarto vértice do paralelogramo ABDC se, e somente se, AD =

— — ) -
AB + AC' . No espaco temos a seguinte observacdo:

Se A, B, C'e D sdo pontos ndo coplanares no espaco, entdo OBSERVACAO 11
AB" + AC" = AF', AB + AD" = AF',
AC" + AD" = AG, AB + AC" + AD = AH,

se, esomentese, A, B, C, D, E, F, G e H s3o os vértices de um paralelepipedo
no espaco (Figura 13.22).

Figura 13.22: Paralelepipedo

A operacdo de multiplicacdo de um namero real por um vetor no espaco
se define da mesma forma que no plano.

Sejam AB um vetor do espaco e A um namero real. O produto de A DEFINICAO 12
por AB é o vetor AB’ =\ AB’, tal que:

e A, B e B’ sdo colineares,

o |[AB| =d(A,B") = |\ -d(A,B) = |\| - |AB],

e 0s segmentos AB e AB’ tém o mesmo sentido se A > 0 e sentidos opostos

se A < 0.
Se A =0, entdo d(A,B') =0-d(A,B) =0, isto é, B’ = A e, portanto, OBSERVAGAO 13
— =)
0-AB = AA = 6) Analogamente, A - 6) = ? para todo A € R.
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Na pratica, a multiplicacdo de um escalar por um vetor se efetua em relacdo
a um sistema de eixos ortogonais da mesma forma como foi feito no plano. Ou

seja, se U = (a,b,c) & um vetor do espaco e A € R, entdo:

A = Na, b, ¢) = (Aa, \b, Ac)

C——
EXEMPLO 6 Sejam A = (3,2,3) e B = (5,3,4) dois pontos do espaco. Determine

as extremidades D, D’ e D" dos representantes CD, C'D’ e C'D"” dos vetores
AB', —2AB" e 2AB’" com origem no ponto C' = (1,1,0).

—
Solugdo. Em termos de coordenadas, AB = (5—3,3—2,4-3) = (2,1,1).

Logo,
—
—2AB =(-2-2,-2-1,-2-1) = (—4,-2,-2),
—
2AB =(2-2,2-1,2-1)= (4,2,2).

Z\
I

X \ \ I
S \«

Figura 13.23: Exemplo 6
Como C' = (1,1,0), as coordenadas dos pontos D = (dy,dy,d3), D' =
(dy,dy, dy) e D" = (d],djy,dy), satisfazem:

N di—1=2 N N di—1=—-4
CD =AB <=« dy—1=1 CD" =-2AB <= dy—1=-2
ds —0=1; dy —0=—-2;

N di —1=4

CD" =2AB <= dj—1=2

dy —0=2.

Portanto, D = (3,2,1), D' =(-3,—-1,-2) e D" =(5,3,2).

16
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COORDENADAS E VETORES NO ESPACO UNIDADE 13

Propriedades da multiplicacio de um escalar por um vetor

Sejam u’

, U’ e w vetores do espaco e \, 1 € R. Escrevendo os vetores em
coordenadas, é facil verificar que a multiplicacdo de um escalar por um vetor

satisfaz as seguintes propriedades.

1. Associatividade: \- (u-@ )= (\-p)-a ;
— —
2. Distributividade: A <E> Tb)=A @b
A+p)-a =\-a +p-a
3. Elemento neutro multiplicativo: 1-a’ =@’ .
Em particular, o inverso aditivo —u’ do vetor &’ se obtém multiplicando
por —1. De fato, @ + (—1)@ = (1 + (—1)@ = 0@ = 0.

13.5 Colinearidade e coplanaridade de pontos

no espaco

Sabemos que trés pontos A, B e C' no espaco sdo colineares se eles per-
tencem a uma mesma reta. Nesta secdo vamos analisar a colinearidade de

pontos no espaco usando vetores. Para isso, precisamos da seguinte definicdo.

O vetor ©” é maltiplo do vetor u’ quando existe A € R tal que " = A\u’. DEFINICAO 14

(a) Todo vetor é maltiplo de si préprio (neste caso, A = 1). OBSERVAGAO 15

— .
(b) O vetor zero 0° & maltiplo de qualquer vetor.

.. o~
De fato, dado um vetor arbitrario U), temos 0 = 0’ .

Em contrapartida, nenhum vetor ndo nulo pode ser miltiplo do vetor zero.

(c) Sev_>7é0ev_>:)\U>,entéo)\#()eﬁziv_).

Assim, v’ é maltiplo de U se, e somente se, U’

uev

é miltiplo de v”, quando

sdo vetores ndo nulos.

Se w (x1,11,21) € v = (22, Yo, 22) sdo vetores do espaco, entdo um PROPOSIGAO 16

W ouv é multiplo do outro se, e somente se,

T1Ye — ToY1 = T122 — Ta21 = Y122 — Y221 = 0.

dos vetores

1 7 raﬂ
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|

DEMONSTRAGAO (=) Se v’ & mltiplo de @, existe A € R tal que " = A’
Logo, v = (T2, Y2, 22) = AM@1,y1, 21) = (AT1, Ayr, Az1) = A, ou seja,

To = )\1’1 ; Yo = )\’3/1 s Z9 = )\Zl . (132)

Multiplicando a primeira das identidades (13.2) por y; e a segunda por z,
obtemos: Y122 = Ax1y1 = T1Y2 = T1Yy2 — T2y = O.

Multiplicando a primeira das identidades (13.2) por z; e a terceira por z1,
obtemos: T92; = A\1121 = T129 = 122 — X221 = 0.

Finalmente, multiplicando a segunda das identidades (13.2) por z; e a ter-
ceira por yp, obtemos: Y221 = A\y121 = Y120 = Y122 — Yoz1 = 0.

(<=) Reciprocamente, suponhamos que

T1Y2 — ToY1 = X122 — T2z = Y122 — Y221 = 0.

Se u = 0_> =(0,0,0), entdo W =070, istoé u é maltiplo de v

Assim, podemos supor que u’ = (x1,y1,21) # (0,0,0) = ﬁ isto &, uma
coordenada de @’ é diferente de zero.

Se x1 #0, seja A = ?

Afirmamos que v’ :1 2\

x2
De fato, como x1y, — x2y1 = 0, segue que y» = —~ ;. E, uma vez que
xy

€2
L1729 — 2129 = 0, temos zy = - z1. Logo,
1

— Z2 Z2 x2 Z2 —
A== (2,01,21) = | — 21, —y1,— 21 )| = (T2,Y2,22) = V.
T 1 T T

Os casos y; # 0 e z; # 0 sdo tratados da mesma maneira.

OBSERVACAO 17 (a) Para mostrar que dois vetores w e v’ ndo sdo maltiplos, basta verificar
que um dos nimeros
T1Y2 — T2Y1, T1Z2 — T221 OU Y123 — Y221,
é diferente de zero.
(b) Os nimeros 11y — oy, 129 — X921 € Y129 — Y21 SA0 0s determinantes
2 X 2 que podem ser formados com as colunas da matriz 2 x 3
1 Y1 =
T2 Y2 22

cujas linhas sdo as coordenadas dos vetores w’ e v’

A
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Dois vetores ndo nulos u’ e v sdo colineares quando um deles é maltiplo  DEFINICAO 18

do outro.

Esta definicdo esta bem justificada, pois se AC' = AAB , entdo os pontos

A, B e C estdo sobre uma mesma reta.

E, reciprocamente, se A, B e C

sdo pontos distintos numa reta, entdo existe A € R tal que AC' = \AB,

d(A,C)
d(A, B)

onde \ = +

com sinal positivo, caso B e C estejam do mesmo lado

em relacdo ao ponto A na reta que os contém, e sinal negativo, caso B e C

estejam em lados opostos. Portanto,

. T . Ly
A, B e C sao pontos colineares < AB e AC sao vetores maltiplos.

Verifique se os pontos A = (—1,1,0), B=(1,1,1) e C = (—2,—-1,—1)

s3o colineares.
Solucao. Como
s
AB - (xla X2, {L'g) - (27 07 1)7

N
AC = (12,92, 22) = (=1, -2, 1),
e

det (ml yl) =det ( 2 0 )
T2 Yo —1 —2

=(2)(-2) - (0)(-1) ? =L |3
=—4#0, | \ ’

os pontos dados ndo sdo colineares.

ZI\

Figura 13.24: Exemplo 7

Mostre que os pontos A = (0,1,0), B = (1,1,1) e C = (—2,1,—-2) sdo

colineares.

— s
Solucdo. Temos AB = (z1,29,23) = (1,0,1) e AC" = (y1,%2,¥3) =

(—2,0,—-2).

A matriz 2 x 3 que tem por linhas as coordenadas destes vetores é

Ty T2 T3\
Y1 Y2 Y3

1
91"’

e os determinantes 2 x 2 formados com as colunas desta matriz s3o:

19

[N
ExXEMPLO 7

[N
EXEMPLO 8

& 1"
AAAA Ul
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10
det [0 ) = det = 1(0) — (—2)(0) =0,
Y1 Y2 -2 0
11
det [“1 ) = det = 1(-2) - 1(-2) =0,
Y1 Y3 -2 =2
0 1
det [ ) = det =0(—2)—1(0) =0.
Y2 Y3 0 =2
Portanto, AB

—_— . .
e AC' sdo maltiplos, ou seja, os pontos A, B e C s&o
. —_—

colineares. De fato, AC = —2AB .

Sabemos que trés pontos A, B e C' ndo colineares determinam um (nico
plano 7 no espaco. O teorema abaixo nos permite saber quando um quarto

ponto D pertence ou ndo a este plano.

DEFINICAO 19 Um vetor o’ é uma combinacdo linear dos vetores 1", Uy, ..., Un',
quando é soma de maltiplos desses vetores. Isto é, v é uma combinacso linear
de 1?, 1?, e 0, se existem A1, A2, ..., Ay € R tais que

— —> — o
(% :)\11}1 +)\2'U2 ++)\nvn -
TEOREMA 20 Sejam A, B e C pontos ndo colineares no espaco e seja m o plano que eles

: .
determinam. O ponto D pertence ao plano 7 se, e somente se, o vetor AD é
. — ;
combinacao linear dos vetores AB e AC . Isto é,

D € 1 <= existem z,y € R tais que AD" = zAB + yAC".

S
DEMONSTRAGAO (=) Suponhamos primeiro que 9
D e B
. —
Seja ry a reta paralela a AC" que

passa por D e seja ry a reta paralela

a AB que passa por D. "

Entdo, r; estd contida no plano

7 e intersecta a reta que contém os A C /DQ
pontos A e B num ponto D;. Analoga-

L . Figura 13.25: A, B, C e D coplanares
mente, ro estd contida no plano 7 e

intersecta a reta que contém os pontos A e C' num ponto D.

A
" L 20
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Como os pontos A, B e D, sdo colineares, existe = € R tal que
AD, = zAB .
Também, como A, C' e D, sdo colineares, existe y € R tal que
AD, = yAC .
Logo, sendo AD; DDy um paralelogramo,
AD = AD, + AD, = zAB +yAC |

— L —
(<=) Suponhamos agora que AD & combinacdo linear dos vetores AB e

— . . > > >
AC' . Isto é, existem z,y € R tais que AD =zAB + yAC".

Seja OXY Z um sistema de eixos ortogonais no espaco tal que a origem

O é o ponto A e os eixos OX e OY estejam sobre o plano 7. Assim, neste
sistema de eixos, T = Txy.
Sendo as terceiras coordenadas de A, B e C iguais a zero e
AD = 2AB +yAC
concluimos que a terceira coordenada do ponto D é também igual a zero (Figura
13.26). Logo, D € mxy = 7.

Figura 13.26: Sistema OXYZ e D € mxy

]

E = (4,5,2) pontos do espaco. Mostre que:
(a) A, B e C nio sdo colineares e, portanto, determinam um plano 7.
(b) D n&o pertence ao plano 7.

(c) E pertence ao plano .

21 N L



UNIDADE 13 COLINEARIDADE E COPLANARIDADE DE PONTOS NO ESPACO

Solucdo. Temos AB = (1,1,1), AC' = (2,2,3), AD = (0,—1,—1) e

AE = (3,3,-1).
(a) Como AB e AC' n&o sdo miltiplos um do outro, pois
11
det(2 3) =1#0.

Logo, A, B e C ndo s3o colineares, determinando, assim, um plano 7.

(b) Pelo Teorema 20, D € 7 se, e somente se, existem x,y € R tais que

AD = 2AB +yAC,

ou seja,
(0,~1, 1) = (1, 1,1) + y(2,2,3) = (x + 2y, x + 2y, z + 3y).
Portanto, os nimeros x e y devem satisfazer ao sistema de equacdes:

r+2y=0
r+2y=—-1
r+3y=—1,
o qual & impossivel, pois as duas primeiras equac¢des implicam que 0 = —1.

. ~ . ., . . —
Concluimos, entdo, que ndo existem nameros reais x e y tais que AD =
—
tAB +yAC . Logo, D & .

(c) De novo, pelo Teorema 20, E € 7 se, e somente se, existem z,y € R

tais que

AE — 2AB +yAC,
isto &,
(3,3,-1) ==2(1,1,1) +y(2,2,3) = (x + 2y, x + 2y, x + 3y) .
Logo, x e y devem satisfazer, simultaneamente, as equacdes:
r+2y =3, r+2y=3, r+3y=—1.
Como a primeira e a segunda equacdes sdo iguais, x e y sdo a solucdo do

r+2y=3
x4+ 3y =—1.
e

Resolvendo esse sistema, obtemos x = 11 e y = —4. Portanto, AF =
—  — B
11AB —4AC , e os pontos A, B, C e E sdo coplanares.

sistema

Provaremos agora que quatro pontos nio coplanares A, B, C' e D determi-

nam o espaco todo, ou melhor, que todo vetor do espaco se expressa de maneira
\ AN AN

. R - R 7 7
anica como combinacdo linear dos vetores AB , AC' e AD .

22
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Dizemos que os vetores T ﬁ v = IW e W = zﬁ sdo lin-
earmente independentes (LI) quando os pontos A, B, C e D n&o sdo
coplanares, isto é, ndo pertencem a um mesmo plano.

Se os vetores U’ = ﬁ v o= 1@) e W = ﬁ ndo sdo linearmente
independentes, dizemos que eles sdo linearmente dependentes (LD). Neste
caso, os pontos A, B, C' e D s3o coplanares.

Sejam U1, Uy e U3 trés vetores linearmente independentes do espaco.

Entdo, para cada vetor @’ do espaco, existem escalares Gnicos x,y,z € R tais

que:
W =x07 +yvs +203. (13.3)
. _> _) % 7
Sejam A, B, C, D e P pontos do espaco tais que v;” = AB , vy’ = AC'
e oy
s =AD" e w = AP’. Como os vetores U;’, U5’ e U3 sdo LI, os pontos A,

B, C e D n3o sdo coplanares.

Designamos m; o plano que contém os pontos A, B e C, w5 o plano deter-
minado pelos pontos A, B e D e w3 o plano que passa pelos pontos A, C'e D
(figura 13.27).

Sejam 7}, 7w e m} os planos que passam pelo ponto P e sdo paralelos aos
planos 7, m e w3, respectivamente.

Como a reta que contém os
pontos A e D nido esta contida
no plano 7y, ela intersecta o plano
T nMnicop_)onto D'. En-
tdo, AD" =z AD , para algum
namero z € R, o qual é determi-

nado de forma Gnica pelo ponto

D'’ e, portanto, pelo ponto P.
Analogamente, a reta que passa

Figura 13.27: Determinando os pontos B/, C' e D’

por A e C' n3o estd contida no
plano 75 e, portanto, mtersecta o) plano 74, paralelo a 75, num dnico ponto C’,
de onde concluimos que AC” = yAC para algum escalar y € R, determinado
de maneira Gnica pelo ponto P.
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Finalmente, a reta que passa pelos pontos A e B ndo esta contida no plano
73, intersectando, portanto, o plano 7§ num dnico ponto B’ ASS|m existe um
escalar x, determinado de maneira Gnica pelo ponto P, tal que AB’ = xﬁ
Por causa do paralelismo estabelecido entre os planos, os segmentos AB’,
AC" e AD' sdo as arestas de um paralelepipedo no qual os pontos A e P sdo

as extremidades de uma das diagonais. Portanto, pela Observacio 11,

— AP = AB" + AC" + AD'

ou seja,

W =xAB +yAC +2AD =z0y +yis + 205,

como queriamos provar.

O Teorema 22 diz que qualquer vetor do espaco se exprime de maneira anica
como combinac3o linear de trés vetores LI dados. Dizemos, entdo, que o espaco
tem dimensdo trés.

PROPOSICAO 23 Sejam W, U e w vetores no espaco. Entdo, as seguintes afirmacdes sdo
equivalentes:
(a) os vetores u’, v’ e w’ sdo LI;
(b) todo vetor do espaco se escreve de maneira (nica como combinacio linear

dos vetores _> v e _>

(€) se W + BV +7W0 =W + B0 +7W, entdoa=o/, B=F ey =1
(d)seaﬂ)—l—ﬁ?—i—q/w:O,entéoa:ﬁ:fyz();

(e) nenhum dos vetores u’, v” e W’ & combinacdo linear dos outros dois;
(f) Todo vetor do espaco se escreve como combinacdo linear dos vetoers W,

v ew.

—
DEMONSTRAGAO (a)==-(b) Segue do Teorema 22

(b)==-(c) Por hipétese, todo vetor se escreve de maneira Gnica como combi-

nacdo linear de u’, v e w'. Logo, se aw’ + v +~yw = o'u + BV

entaoa:a,ﬁzﬁ’eyzy’.

+ 40,

(c)==(d) Sejam «, 3 e ~ nameros reais tais que au + v +~yw = 0 .
%
Como 0w’ + 00" + 0w’ = 0, temos, por (c),quea=p=~v=0.

A
" L 24



COORDENADAS E VETORES NO ESPACO UNIDADE 13

(d)=(e) Suponhamos, por absurdo, que o vetor &’ é uma combinacgo linear
dos vetores v’ e W, ou seja, que existem nlmeros reais a e [3 tais que w =
Qv + Bw. Como 1 — av’ — Bw = 0 temos, por (d), que 1 = 0, uma
contradic3o.

(e)==(f) O vetor u’ nao é ml'JItiplo do vetor 07, pois, caso contrario, existiria

)A€ Rtal que w = A\v". Como @ = A0’ + 0w, o vetor @ seria uma
combinacio linear dos vetores v” e w’, contradizendo a hipétese (e).

Assim, como @ e v’ n3o sdo maltiplos e w’ n3o & uma combinacio linear
de @ e v, temos, peIo Teorema 20, que &', v’ e W ndo sdo coplanares, ou
seja, U), v_> e w sdo LI. Logo, pelo Teorema 22, todo vetor se escreve como
combinac3o linear dos vetores WU ew.

(f)=(a) Suponhamos por absurdo, que @’ & um miltiplo do vetor 7”. Ento,
existe A € R tal que W = \v, ou seja, se ?:ﬁeﬁzﬁ 0s pontos

A, B e C s3o colineares.

—
Seja D o ponto tal que w = AD". Como A, B e C sio coImeares temos

que os pontos A, B, C' e D sado coplanares. Logo, se o vetor b = AP
combinacdo linear de @, v e W', ou seja se existem x,y, z € R tais que
%
b =au +yv + 2w

segue que
AP = a:AB +yAC’ + 2AD" <= AP — (:v)\+y)AC’ +zAD
Portanto, pelo Teorema 20, os pontos A, B, C, D e P sdo coplanares,

ou colineares, caso A, B, C' e D sejam colineares. Uma contradicdo, pois

estamos supondo que todo vetor do espaco se escreve como combinacio linear

W e U’ n3o sdo maltiplos.

Pelo Teorema 20, se W’ é coplanar com os vetores @’ e U

dos vetores W', v e w’. Assim, os vetores U
, existem A\, € R
tais que

W=\ + v (13.4)

Seja P um ponto qualquer do espaco. Por hipétese, existem z,1y,z € R
tais que
AP = 2w +y7 + 2.
Ent&o, por (13.4), temos que
AP — (m—k)\z)A—g}—l—(y—i—uz)/TC’_),
ou seja, o ponto P pertence ao plano que contém os pontos A, B e C. Uma

contradicdo, pois estamos no espaco e ndo num plano.
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EXEmMPLO 10

R
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Logo, os vetores 7 7’ e W nio sdo coplanares, ou seja, sdo vetores LI.

Considere os pontos O = (0,0,0), A= (1,1,1), B=(3,1,2), C = (2,0,1)
e D=(1,0,-1).

(a) Verifique que O, A, B e C so pontos coplanares.

(b) Mostre que O, A, B e D sdo pontos ndo coplanares.

T —
(c) Escreva o vetor w = (2,6,5) como combinacdo linear dos vetores OA’,

OB e OD .
Solucio.
(a) Observe, primeiro, que os pontos O, A e B ndo sdo colineares.
— — Y -
De fato, os vetores OA = (1,1,1) e OB = (3,1,2) n&do sdo maltiplos um

) ) 1 11 ) ) 11
do outro, pois a matriz possui uma submatriz 2 x 2, , com
3 1 2 3 1

determinante diferente de zero.
Para verificar que o ponto C pertence ao plano 7 determinado pelos pontos
O, A e B, devemos encontrar «, 5 € R tais que:

OC =aOA +B0OB

ou seja,
(2,0,1) = a(1,1,1) + B(3,1,2) = (a + 36,0 + B, + 2).
Logo, a e (3 devem ser solucdo do sistema:

a+38=2 (13.5)
a+pB=0 (13.6)
a+26=1 (13.7)

Da equacdo (13.6), obtemos que o = —f3. Substituindo na equacdo (13.5),
obtemos —f + 38 = 2, ou seja, § = 1; portanto, a = —1. A equacdo (13.7)
também é satisfeita por a = —1 e 5 = 1.

Assim, Cﬁ = —O_A> + O—B> e, pelo teorema 20, C pertence ao plano 7.

(b) Sabemos que o ponto D = (1,0, —1) pertence ao plano 7 que contém
O, A e B se, e somente se, exi\stem esca\lares Q e\ﬁ tais que:
OD =aOA +B0OB".
Isto &, se, e s6 se, existem «, 3 € R que satisfazem ao sistema:
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a+38=1 (13.8)

a+pB=0 (13.9)

a+28=-1 (13.10)

Da equacdo (13.9), obtemos o« = —f. Substituindo na equacio (13.8),

obtemos § = % Porém, substituindo o = — na equacdo (13.10), obtemos
B=—

Logo, como 3 ndo pode assumir dois valores ao mesmo tempo, concluimos
que n3o existem escalares o e 3 que resolvam as trés equacdes simultaneamente.
Portanto, D ¢ .

(c) Sabemos, do item (b), que os vetores OA", OB e OD" sso LI. Logo,
pelo teorema 22, todo vetor do espaco se escreve, de forma (nica, como com-
binacdo linear destes vetores.

Entso, para w’ =(2,6,5), existem nimeros reais unlcos x, y e z tais que:
W =204 +yOB +:0D ,

ou seja,
(2,6,5) = 2(1,1,1) +y(3,1,2) + 2(1,0, —1)
= (x+3y+z,2+y,z+2y—=2).
Desta identidade, obtemos que (z,y, z) € solucdo do sistema:

T+ 3y +z=2 (13.11)
r4+y="6 (13.12)
rTH+2y—2=>5 (13.13)

Pela equagdo (13.12), x = 6 — y. Substituindo z = 6 — y nas equa¢des
(13.11) e (13.13), obtemos o sistema:
6—y-+3 = 2 2 -4
Yy+oy+z { y+z

6—-—y+2y—z2 = 9, y—z =—1.
Somando estas duas equacdes, temos 3y = -5 —= y = —E Portanto,
5 2 5 23
.2—y+1——§+1——§ e x—6—y—6+§—?.
Assim,

—>=—0A ——OB ——OD

é a expressdo de W como comblnacao linear de OA OB e OD'.
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13.6 Exercicios

1. Se os pontos A = (—a,—a,—a), B = (a,—a,—a), C = (—a,—a,a) e

D = (a,a,a) sdo vértices de um cubo, determine os outros vértices.

2. Determine quais das seguintes afirmacdes sdo verdadeiras e quais sdo falsas,
justificando sua resposta.
(a) Todo ponto do espaco pertence a um plano paralelo ao plano mxy.

(b) Se A, B e C sdo pontos coplanares e A, B, D sdo também coplanares,
entdo A, B, C e D sdo coplanares.

(c) Se m & um plano horizontal no sistema OXY Z, entdo 7 & um plano
vertical no sistema OXZY.

(d) Todo ponto do espaco diferente de um ponto P pertence a uma (nica

esfera centrada em P.

3. Verifique que o ponto P = (2,2, 3) é equidistante dos pontos A = (1,4, —2)
e B=(3,7,5). Determine a equagdo que devem satisfazer as coordenadas

de um ponto P = (x,y, z) para que esse ponto seja equidistante dos pontos
Ae B.
4. Calculando distancias, mostre que o tridngulo AABC,
(a) éisosceles, se A =(3,—1,2), B=(0,-4,2) e C = (—3,2,1);
(b) & retangulo, se A= (3,—-1,6), B=(—1,7,-2) e C = (1,-3,2).
5. Determine e interprete geometricamente o conjunto dos pontos equidistantes

da origem e do ponto P = (1,0,0) que pertencem ao plano vertical que
passa pelos pontos A = (1,0,2) e B = (0,2,3)

6. Determine a equacio da esfera de centro no ponto C' = (—3,4, 1) que passa

pelo ponto (0,1, —2).

7. Mostre que a equac3o dada é a equacdo de uma esfera, determinando o seu
centro e o seu raio.
(@) 22+ + 22 —20+2y —T7=0;
(b) 2* + y* + 22 = 6;
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10.

11.

12.

(c) 224+ 92 +22—2v22+1=0;
(d) 22 +9y*+22 -2y —22+1=0.
Determine para que valores de A\ € R a equacdo
2+ + 22+ 20+ 4y — 5N =0
representa uma esfera, um ponto ou o conjunto vazio.
A esfera S(C,r) de centro no ponto C e raio r > 0 divide o espaco em trés
subconjuntos:
e a prépria esfera S(C,r), conjunto dos pontos que distam 7 do centro C;

e o interior da esfera S(C, ), chamado bola aberta de centro C' e raio
r > 0, designada B(C,r), que consiste dos pontos cuja distancia a C' é
menor que r;

e 0 exterior da esfera S(C,r) que consiste dos pontos cuja distancia a C'

é maior que 7.

(a) Se C' = (x4, Yo, 2o), obtenha a equacdo da esfera S(C,r) e caracterize

0 seu interior e 0 seu exterior mediante inequagdes.

(b) Verifique se os pontos P, = (3,2,1), P, = (4,—3,-2), P; = (0,0,—-3)
e Py = (1,—2,3) pertencem a esfera de centro C' = (2, —1,2) e raio 2, ao

seu interior ou ao seu exterior.

Encontre a intersecdo da esfera S : 22 + y? + 22 = 6 com o conjunto
P ={(z,y,2) € R 2* + y? = 52%}. Esboce as curvas de intersecio.

Considere os pontos A = (1,2,4) e B = (3,1,2). Encontre a equacdo do
plano vertical ™ que passa pelos pontos A e B, e determine todos os pontos

da reta r paralela ao eixo OZ, contida no plano 7, que intersecta o eixo
0X.

Sejam A = (=2,3,1), B = (2,1,1), C = (0,0,—3), D = (10,-3,1),
E=(-1,2,3) e F=(1,1,0) pontos do espaco.

(a) Determine o ponto G tal que AC' = DG;

(b) Os pontos E, F e G sdo colineares? Justifique;

(c) Obtenha o ponto H tal que AB = HD;
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(d) Os pontos A, B e H sdo colineares? Justifique.

Em relacdo aos pontos dados no exercicio anterior, determine:
(a) AE —ED +EB .

(b) AB + BC +CD +DE +EF +FA;

(c) 2(AF —2FB +3BA) - AR

Dados o ponto A = (1,1,1) e o vetor U’ = AB = (1,2, 3), obtenha os
pontos C' e D de modo que os pontos A, B e C' sejam colineares e D

pertenca ao plano 7xy.

Verifique se o ponto D pertence ao plano que contém os pontos A, B e C,
onde:

(a) A=(1,0,1), B =(0,0,0), C = (0,1,0), D = (2,—v/2,2);

(b) A=(0,1,—-1), B=(3,1,1), C = (0,1,—1), D = (2,1,2);

(c) A=(3,1,1), B=(1,0,1), C = (3,3,0), D = (3, -3,3).

Considere o ponto A = (1,0,1) e os vetores w o= ﬁ = (2,4,1) e
v = ZW = (—1,5,2). Determine os pontos B, C' e D, sabendo-se que

A, B, C e D sdo coplanares e D pertence a reta paralela ao eixo OY que

passa pelo ponto P = (3,2,7)

Mostre que os vetores 1? QE) e 1? s3o Ll e escreva o vetor w = (2,1,0)
como combinacdo linear desses vetores, onde:

(a) V1 = (1,1,0) 'U2 = (0, 1, 1) '1)3 = (1,0, 1),

(b) o7 = (1,1,1), o3’ = (1,1,-1), 3 = (1,-1,1).

Descreva, por meio de desigualdades, a regido do espaco limitada pelo cubo
de faces paralelas aos planos coordenados com vértices nos pontos A =
(1,2,3), B = (1,-1,3) e C = (1,2,0). Encontre, também, os outros

vértices do cubo.

Se A e B sdo dois pontos distintos do espaco &, identifique geometricamente

o conjunto
R={Pe&;dP A)?—d(P, B)*=d(A,B)?*}.
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20. Sejam W, U e w trés vetores ndo nulos no espaco. Mostre que se v’ nio
é maltiplo de W e W ndo é combinacdo linear de W el entiow, v e

21.

22.

W’ sdo vetores linearmente independentes.

Dados quatro ou mais vetores no espaco, mostre que pelo menos um deles
é combinacdo linear dos demais.

Prove o Teorema 22, escolhendo um sistema de eixos ortogonais OXY Z
adequado.

31

2N
in %



	Coordenadas e vetores no espaço
	Coordenadas no espaço
	Distância entre dois pontos do espaço
	Vetores no espaço
	Operações com vetores no espaço
	Colinearidade e coplanaridade de pontos no espaço
	Exercícios


