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UNIDADE 14 PRODUTO INTERNO

DEFINIGAO 1

p
EXEMPLO 1

DEFINICAO 2

14.1 Produto interno

As nocdes de norma e produto interno de vetores no espaco sio com-
pletamente analogas as correspondentes nocdes ja estudadas para vetores no
plano. No entanto, por motivos de completeza, vamos rever estes conceitos
considerando vetores no espaco, omitindo, porém, a maioria dos detalhes.

) e
A norma ou comprimento do vetor v = AB

|77]] = d(A, B)

No espa¢o & o nlimero:

Como foi visto no plano, este namero real ndo negativo independe do seg-
mento AB escolhido para representar o vetor v”.

Seja OXY Z um sistema de eixos ortogonais. Se v o= O—P> entdo as
coordenadas de o coincidem com as coordenadas do ponto P.

—
Logo, se 0 = OP = (a, 3,7), entdo P = (a, 3,7) e

%
[07[| = d(O, P) = \/a? + % + 72
Como no plano, um vetor ©° no espaco é unitario se sua norma é igual a

— v .
1. Dado um vetor v° # 0, o vetor ——, chamado o normalizado de v, é
v

um vetor unitario e possui a mesma direcdo e sentido do vetor v’

Assim, todo vetor " no espaco se escreve na forma \u’ para algum escalar

A€ R e um vetor U’ unitario.

Sejam P um ponto no espaco £ e r > 0. Como d(P,Q) = ||PQ’|| para
todo Q € &, temos que a esfera S de centro P e raio r é o conjunto

S={Qe&; |PQ|| =r}.

Outro conceito importante e necessario para definirmos o produto interno é

o de dngulo entre dois vetores do espaco:

~ . —_— —
O angulo Z(w’, ") entre dois vetores w’ = AB e " = AC ndo nulos
é o menor angulo formado pelos segmentos AB e AC, medido no plano mapc

que contém os pontos A, B e C.
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Note que a medida do angulo
entre dois vetores recai na medida

do angulo entre dois vetores no plano.
Além disso, /(u’,v") € [0, 7].
— o
Se w’ = AB e v = AC  s3o

B
vetores colineares, isto &, se A, B e /X/ c
X

C s3o pontos colineares, entdo:

o Z(u', ") = 0° se B e C estdo
. . A e

do mesmo lado em relacdo a A na Figura 14.1: Angulo 6 = Z(u’, ")

reta que os contém;

i

XY

° 4(7, v_>) = 180° se B e (' estdo em lados opostos em relacdo a A na reta
que os contém.

Tendo os conceitos de norma e angulo, definimos o produto interno entre

dois vetores no espaco da mesma forma como foi feito para vetores no plano:

O produto interno entre os vetores W e no espaco, é o niamero real  DEFINICAO 3
~ —
0 se w =0 ouv =0
= T\ )
@wy={ el
|7 || ||| cos®, se W #0 e #0,

onde § = Z(u’,0").

Como o angulo que um vetor ' # 0 faz com ele mesmo é igual a zero

segue, da definicdo anterior, que:
(w, @) =||@|
w

para qualquer vetor no espaco. Este nimero é sempre ndo negativo, e é

. —
igual a zero se, e somente se, w =0

Por um célculo analogo ao efetuado para o produto interno no plano, obte-
mos a seguinte proposicdo que caracteriza o produto interno em termos das

coordenadas dos vetores com respeito a um sistema de eixos ortogonais OXY Z.

Se u = (a, B,7) e v = (o, 3',7) sdo vetores no espaco, entdo, PROPOSICAO 4
W, ) = oo + BB + 7Y

3 v L
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A seguinte proposicdo é consequéncia da Proposicdo 4 e das propriedades

das operacdes entre nimeros reais.

PROPOSICAO 5 O produto interno de vetores no espaco satisfaz as seguintes propriedades:

1) (@, 0)=(", ) (4) (@+@, 0y =, 0" )+(@, V"),

; (5) (W, v +w)=(w v+, w).

para quaisquer vetores v ew do espaco e A € R.

A nocdo de perpendicularidade entre dois vetores no espaco € a mesma que

no plano.

DEFINIGAO 6 O vetor & perpendicular ou ortogonal ao vetor v’, e escrevemos

@ L v, quando o angulo entre eles é reto ou quando um dos vetores & o vetor
nulo. Da definicdo de produto interno segue que:

7w Ly = W,v)=0.

EXEMPLO 2 Determine os valores de x e y de modo que o vetor U’ = (z,y,1) tenha
norma igual a v/3 e seja perpendicular ao vetor v° = (1,3,4).
Solucdo. Temos que U’ L U7 se, e s6 se,

(W, 0") = ((2,9,1),(1,3,4) =2 +3y+4=0 < o =—3y—4.
Por outro lado,

|7 |)P=2®+1>+1=3 «— 224+ =2. (14.1)
Substituindo © = —3y — 4 na equag&o (14.1), obtemos:

(=3y— 4242 =2 < 102 +24y+14=0
y_—24i\/75767560

i 20
= y= B T y=Btt_
Y=790 " T5MYT T T

O problema possui entdo duas solucdes:

S
%
<

~
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7 21 1 N 7

B U RO S (R
® 5 Ty 5 5 Uy 57 5’
1

oy2=—1:>x2:3—4:—1:>172_>:(—1,—

14.2 Produto vetorial

O produto interno de dois vetores, como vimos, & um namero real e tem
sentido tanto no plano quanto no espaco.

Ja o produto vetorial de dois vetores, que definiremos abaixo, s6 faz sentido
no espaco e da como resultado um outro vetor.

O produto vetorial, como o produto interno, também pode ser definido
geometricamente, se estabelecermos sua norma, sua direcdo e seu sentido.
Mas, para facilitar a deducdo de suas principais propriedades, ele sera definido
algebricamente. Posteriormente, investigaremos o seu significado geométrico.

Seja OXY Z um sistema de eixos ortogonais no espaco e consideremos os

vetores U’ = (x1,21,21) € v = (w2, Yo, 22).

O produto vetorial de u’ por o” & o vetor DEFINICAO 7

7 X U_> = (ylZ’Q — Y221, —(%22 - IL‘221): L1Y2 — $2y1)-

Um dispositivo pratico para determinar o produto vetorial consiste em cal-
cular o “determinante simbdlico” da matriz 3 x 3 cujos elementos da primeira
linha sdo os vetores &;” = (1,0,0), &3’ = (0,1,0) e &5 = (0,0, 1), os elemen-

tos da segunda linha s3o as coordenadas do vetor &’ e os da terceira s3o as
coordenadas do vetor v”:
e & e
WXV = |1 T - o 2= _ |11 & €-2>+I1 Y1 €-3>_
Y2 22 Ty 22 L2 Y2

Ty Y2 22

Propriedades do Produto Vetorial: Para quaisquer vetores no espaco PROPOSICAO 8
o = (xl,yl,zl),ﬁ = (2, Yo, 22) € w o= (x3,93,23) € A € R, valem as

seguintes propriedades:

(1) <@ x 0,0 >=< @ x 0,0 >=0, isto & u X v’ & um vetor

ortogonal a @’ e a v’

5 v L
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S
DEMONSTRACAO

R

%

>
»

i 2’ & miltiplo do outro.

0.

- .
(2) W xv =0 se esése um dos vetores

Ou seja, W e v’ ndo sdo maultiplos se, e s6 se, WX +
v

).

ou

(3) @ x| = ||&’||||7”|| senb, onde 6 = £(,
(4) Se?x?#?, entdo w’, v e w x v’ sdo Ll.
(5) W xv =—(v' x )

(6) \u) x 0 =u x (AD) = A(ux 0).

(7) (@W+@)xv = x0

_|._
(8) (W x v, w) =det(u’,v,w), onde
1 Y1 A
@, 0, w0)= |22 v2 2 (14.2)
T3 Ys %3
é a matriz 3 x 3 cujas linhas sdo as coordenadas dos vetores U),? w,

na ordem em que s3o listados.

(9) (@ x v, w) = 0 se, e somente se, u’, v’ e W sdo vetores LD. Con-

e =
sequentemente, (? X ?,@7) # 0 se, e somente se, 7,1;—) e W sdo
vetores LI.

(1) Temos:

<u Xv,u >= (ylzz - y221)931 - (55122 - 93231)91 + (55192 - 932y1)21
= T1Y122 — T1Y221 — T1Y122 + T2Y121 + T1Y221 — T2Y121
=0.

De modo analogo, podemos mostrar que < w’ x v, 0" > = 0.

Y

(2) Pela Proposicdo 16 do Capitulo 13, sabemos que um dos vetores w ou

e maultiplo do outro se, e s6 se,
Y1 21 |71 A T W1 —0
Y2 Z2 T2 22 T2 Y2

ou seja, se, e sb se,
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) (0,0,0).
%

W xu =0 para todo vetor u

I

. —
Em particular, 0 x ©" = u" x .

(3) Temos:
1" x 0|* = (122 — 9221)° + (2122 — 2221)” + (192 — T2p1)”
= 1’2" — 2Y1pzi 2 + Y2 4 31 2” — 2213021 29
1927 + 21%ye? — 2w mayiye + 22 Y1
= 2% (12" + 227) + yi(22® + 22°) + 217 (22” + 12°)
—22129y1Y2 — 22122(2122 + Y1)
= 2% (22" + 92° + 227) + Y222 4y’ + 227)
+21° (227 + 1 4+ 2%) — 11 — Py
—21%2° — 25120010 — 2212(T1 22 + Y112
= (z® + i + 27 (22 + 2 + 2°)
— (#1722 + 23132012 + Y17y
+22129(21%2 + Y1y2) + 21°22°)
= (2® + 1 + 27 (22 + 2 + )
— (2122 + y192)” + 221 22(:172 + Y192) + 21°227)
= (@ + i’ + 2°) (22" + 1° + 2%)
—(z122 + Y1y2 + 2122)°
= @ 7")° = (@, 07)". (14.3)
v) =@ |[v

Como (', | cos@, segue que:

@ > @ = @ 71 ~ 1@ || cos6

= [[@|” |77 ]*(1 — cos® 6)
117 11771 sen® 6.

— —
= [l ]

Portanto, ||z’ x ¥ 7| sen®.

_ _ s e
(4) Sejam O, A, B e C pontos no espaco tais que w =0A, v =O0B e
— .
W xv =0C". Comow xuv %0, temos, pela propriedade (2), que
os vetores u’ e v’ ndo sio multiplos, ou seja, os pontos O, A e B n3o

sdo colineares.

! vy D
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R

%

E

Seja m o plano que passa pelos pontos O, A e B. Suponhamos, por

absurdo, que os vetores U}, 2’ e w X v nio sdo LI. Entdo, o ponto C'

pertence ao plano 7.

Pelo Teorema 20 do Capitulo 13, existem A, i € R tais que

W x T =0C =\OA + OB = \& + .

Logo, pela Proposicdo 5 e pela propriedade (1),

o’ x 7|2 = (@ xv,u xv)
= (W XU\ 4 puv’)

: . : —
uma contradicdo, pois, por hipétese, @’ x 0" # 0’ (<= ||u’ x v’|| # 0).

(5) Temos:
U xv = (34122 — Y221, —(33122 - 56221)73713!2 - 3723/1)

= —(922’1 — Y122, —(5U22’1 - x1y2),$291 - 96192)
= —(v'xW)
(6) Como o = (Ax1, Ao, Az3), temos:
(A7) x 0

= (()\yl)ZQ - y2()\2’1)7 —(()\1751)22 - 5520\21)), ()\fﬁl)yz - 132()\91))

= /\(ylzz — Yo, —(95122 - $221)7 T1Y2 — x2y1)

= )\(u_> X 7).

A outra identidade, @ x (AT") = A (ux0’), prova-se de maneira analoga.

(7) Sendo W = (3,y3,23) e W + W = (21 4 T3, 41 + Y3, 21 + 23), temos:

(W +w)x v

((y1 + )z — y2(21 + 23), —((21 + 23)22 — 22(21 + 23)),
(1 + 23)y2 — 22(y1 + y3))

(Y122 — Y221 + Yszo — Y223, —(T1Ye — T221 + T322 — T223),

T1Ya — Talh + T3Y2 — T2Ys)

>
oe}
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= (?lez — Y221, —(x1y2 - x221)7 T1Y2 — 5(72y1)

+(y322 — Y223, —(37322 - 36223)> T3Y2 — 332343)

L T XD LW XD

De forma analoga, podemos verificar que

Ux(W W) =U XV 4T xW.

(8) Temos:

(w

X v, W)

= ((y122 — yoz1, —(T122 — T221), T1Y2 — T2v1), (T3, Y3, 23))
= x3(y122 — ¥221) — Ys(122 — T221) + 23(T1Y2 — T2U1) -
Por outro lado, o determinante da matriz (14.2), quando desenvolvido
pela regra de Sarrus, nés da
Ty Yr =1 E 1
det(w, 0", W) = |2, yg\Nzg\:Nxz Y2
L3 ?J3\‘Z3 ?‘903 Y3
T1Y223 + Y122%3 + 21T2Y3 — T3Y221 — Y322x1 — 23T2Y1

= x3(y122 — y221) — Y3(T122 — T221) + 23(T1Y2 — T2y -

Portanto, (' x 0", w’) = det(w’, ", ).
(9) Sejam A, B e C pontos do plano tais que o OA",v" = OB e
—
=0C .

Suponhamos que <U> X v, 17> = 0. Temos dois casos a considerar:

— —)Sa

%
Caso 1. @ x v = 0: pela propriedade (2), os vetores u )

maltiplos, ou seja, os pontos O, A e B s3o colineares. Logo, os pontos
O, A, B e C s&o coplanares (< W, v ew sdo LD).

. o
Caso 2. o XU # 0 : neste caso, os pontos O, A e B ndo sdo
colineares. Seja 7 o Gnico plano que os contém.

Pela propriedade (4), os vetores W, v euw x v sdo Ll

Logo, pelo Teorema 22 do Capitulo 13, existem A\, 1,0 € R tais que
W=\ +pv +6(u x0).

Ent3o,

0 A 1S
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0 = (Wx0,0)=(" X0\t +pv +6u xv))
= MU XV, W)+ x 0,0+ 6w x v, w0 xv)
= ||w x 0|2

pois, pela propriedade (1), (? xv,u)y={(u" xv
Como d||u” x 0|2 =0e ||u” x 0| # 0, segue que § = 0, ou seja,

— OC = \OA + OB .

Portanto, pelo Teorema 20 do Capitulo 13, o ponto C' pertence ao plano
7r ou seja 0s pontos O, A, B e C s&o coplanares (<— W =0A7 =

OB e = OC sio vetores LD).

Reciprocamente, suponhamos
que os vetores U)? vew (=
sdo LD.

Se u’ e v’ sdo maltiplos,

entdo (v x v, w) = 0,

2|

Y

pois, pela propriedade (2),
%
wxv =0,

D
Se u’ e v’ ndo sio milti- 5(}\

plos, sabemos que os pon-

v

tos O, A e B n3o sdo co- Figura 14.2: Propriedade (9)
lineares. . . .

. 7 7 7 ~
Seja 7 o plano que passa por O,A e B. Como OA ,OB e OC njo

sdo LI, o ponto C pertence ao plano w. Pelo Teorema 22 do Capitulo

13, existem )\ € ]R tais que
OC = \OA +uOB = \U + pv’.

Portanto, pela Proposicdo 5 e pela propriedade (1),
@ % @) = (@ x VA +ud)

u X
= MN& x 0, W)+ xv,0)=0.

OBSERVACAO 9

Sejam A, B, C' e D quatro pontos do espaco. Pelas propriedades (2) e

(9), temos, respectivamente, que:
. = .
e A, B e C sio colineares se, e sé se, AB x AC' =0 . Ouseja, A, Be C

ey
— =
0.

o~ 2 . -
ndo sdo colineares se, e s6 se, AB x AC' #

s
>
<

R

10
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e A, B, C e D sdo coplanares se, e so se, (AB X AC’ AD ) = 0. Entdo, A,
B, C e D s3o ndo coplanares se, e s6 se, (AB X AC AD ) £0

14.2.1 Interpretacao geométrica da norma do produto

vetorial

Sejam W = OA 7é Zn
7 —0B £ 0 vetores ndo co-  [AXY
lineares.

Seja C o ponto tal que o quadrilatero
P = OACB & um paralelogramo.

Considerando o segmento O A =
como base, a altura de P &

h=|OB| sen 2Z(OA ,0B). X
Logo,

Area( = HOA H || @ H4S36I1Pa { %Tﬁ?)OACB de altura h
—> —>
= (||| |07 sen £(u", 7")

= |7 x 0’

. . — = AU
Ou seja, a norma do produto vetorial de &’ = OA" por v/ = OB’ é a area
do paralelogramo que tem os segmentos OA e OB como lados adjacentes.

. i — — .
Note que se W e v sdo colineares, ou W = 0 ou v’ = 0, entdo o

paralelogramo P fica reduzido a um segmento ou a um ponto (paralelogramo
degenerado) e tem, portanto, area zero. Como, nestes casos, pela propriedade

(2), ||@" x 0’| = 0, a interpretacio geométrica continua valida.

A identidade (ver (14.3)) OBSERVAGAO 10
V=@, (@) - (@, )

I ?

||u X

nos diz que o quadrado da area do paralelogramo P cujos lados adjacentes sio
— — . .
AB e AC, onde W’ = AB" e v’ = AC’, é o determinante da matriz

@,w) (W,v)
0, @) (v,0)

chamada matriz de Gram de ordem 2. Ou seja,

1 1 raﬂ
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DEFINIGAO 11

v, (W,
Brea PP = (22

A vantagem desta férmula é que ela serve para calcular tanto a area de
um paralelogramo no plano quanto no espaco e independe do sistema de eixos

ortogonais adotado.

: — .
Pela propriedade (2), W x v =0 se es6se um dos vetores u’ ou U
é mdltiplo do outro. Caso contrario, pela propriedade (1), W X U & um vetor
wev

ndo nulo perpendicular ao plano 7 gerado pelos vetores u” e v”. Isto nos da

a direcio do produto vetorial @ x v”. E, pela propriedade (3), W X U & um

vetor de comprimento igual a ||@’| ||7]| sen Z(uw’,v"), ou seja, igual a area
‘ T :
do paralelogramo construido sobre os vetores u” e v”. Como existem apenas

dois vetores de mesma direcdo e mesma norma (ele e o seu inverso aditivo), o
produto vetorial &’ x " fica determinado se escolhermos o seu sentido.

O sentido escolhido, na definicdo, para o produto vetorial é tal que
det(w, 07, w x0) = (W x0,uw xv) = |a x0|*>0.

Mas este sentido depende do sistema de eixos ortogonais O XY Z escolhido.
Portanto, o produto vetorial, como definido acima, fica determinado geometri-
camente a menos de seu sentido.

E possivel dar uma definicido geométrica para o produto vetorial, isto &,

podemos escolher geometricamente o sentido do produto vetorial. Vejamos:

Seja {17?, 175), 173_)} um terno ordenado de vy
(&
vetores LI. Dizemos que {ﬁ,ﬁ,@} é um
terno positivamente orientado se ele satis- {
|

faz a regra da m&o direita, ou seja, ao es- P
. .. L - — Mo
ticarmos os dedos indicador, médio, anular e = : .
minimo na direcdo e sentido do vetor u; e er Y

depois fecharmos a m3o na direcdo e sentido

do vetor ’LE) o polegar esticado apontara na Figura 14.4: Regra da m3o direita
direcdo e sentido do vetor w
v

Da definicdo acima, o produto vetorial @’ x v’ ficaria determinado geo-

metricamente se estabelecéssemos, em sua definicdo, que o terno ordenado

12
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{U}, DT v_>} é positivo.

Teriamos entdo de provar que esta definicio geométrica coincide, como de
fato acontece, com a definicdo dada em coordenadas, desde que {e_1>,5>,e_3>}
seja também um terno positivo. Mas isso nio sera feito, por ser muito trabal-
hoso e pelo fato de o sentido do produto vetorial ndo importar nas aplicacdes

que faremos no texto.

I——
Determine o produto vetorial u” x 07, onde @’ = (1,2,3) e 0" = (2, —1,1). EXEMPLO 3

Solucao. Temos:

2 3 1 3
— = —
uxv_’_l 1‘61 ‘2 :

12
—>
“ ’2 ~1

Logo, w’ x v" = (5,5, —5).

E——
Sejam Py = (1,-1,2), P = (1,3,1) e @ = (2,—1,0) pontos do espagco. ExpMPLO 4

Calcule a érea do paralelogramo P que tem como arestas adjacentes os seg-
mentos PP e Fy(Q).

— -
Solucdo. Sendo FRyP = (0,4,—1) e B,Q = (1,0,—2), temos:

_— — 4 -1 0 -1 0 4
Portanto,

" — =
Area (P) = |PbP x PoQ || = ||(—8,—1,—4)|| =v64+1+16=9.

: I
Encontre os valores de ¢t € R para os quais os vetores U’ = (2,0,t) e RExEMPLO 5

v = (t,0,2) sejam colineares.

P e 2 x 7

. . —
e v’ sdo colineares se, e somente se, u” X 0.

Solucao. Sabemos que

Calculando, temos:

— = 10 1] = 2t — 2 0| =
u X v = ‘O 2‘61—‘t 262 —i—‘t 063
= 0e’ —(4—t1) e +0e

= (2—4)ey .

13 vy D
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OBSERVACAO 12

e
EXEMPLO 6

e
EXEMPLO 7

%
>

E

A

>

Logo, w’ x 0" = (0,12 —4,0) = (0,0,0) = 0 se, e somente se, t> —4 = 0,

ou seja, se, e somente se, t =2 ou t = —2.

Ja provamos que o produto vetorial ndo é comutativo(propriedade (6)).
E importante também observar que o produto vetorial ndo é associativo,

como mostra o exemplo a seguir.

Sejam w’ = (1,2 3) = (1,0,2) e w o= (1,0,0) vetores no espaco.
Mostre que

(W x0)xw #£u x (v xw).

Solucao. Como,

0 2| e+ ol

D — 232
a 1 2|°

_‘1 3| —

‘12

— (W X0 x W = ‘(1) _02 el—’% _026—2> ‘11(1)6—3>
= —2& —& =(0,-2,-1)
e
o o2l 12 10
VW= o o) T ’10 +’10
= 26—2>:<07270)a
= U x (W xw) = ’2 3'_> ’ég +’é§e_3>
= —6er +2e5 = (—6,0,2),
segue que (u' X U)X W #u X (V' xW).
Considere os pontos O = 2,0), 3,1,1) e R =
pontos. (0,0 ) = (1,2,0), @ = (3,1,1)
(1,—1,1) e os vetores u’ = OP , 7" = 0Q e w’ = OR.

(a) Determine a altura relativa a base de lados OP e OQ) do paralelepipedo P
que tem por vértices O, P, Q e R.

14
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(b) Calcule a area do triangulo 7 de vértices P, ) e R.

(c) Encontre a area externa do tetraedro o cujos vértices sdo O, P, Q e R.

Solucdo. (a) A altura h do paralelepipedo P, tomando como base o parale-

logramo de lados adjacentes OP e OQ), é:

W XU, W W XU,
hs:n!?”'mﬁ <7l =1 K <[ [’ >|‘r wam”
e N el +\é | @ =e-1-5,
@ x || = V224 (=12 + (=5)> = VA +1+25 = V30,
W xv,w) = ((2,-1,-5),(1,-1,1)) =2+1—-5= -2,
—2 2 30
obtemoshz'\/%':@:g.

(b) O triangulo T tem por arestas adjacentes os segmentos PQ e PR.
Logo, a sua area é
Area ( ) ||PQ x PR [

Como @): (2,-1,1) e PR = (0, —3,1), temos
-1 1 2 1 2 -1
]@>XP—R> = 6_1>— 2 + 6_3>
-3 1 0 1 0 3
= (2,-2,6)
Assim, BN
P P P 22 + 2
Avea() — | @; Rl _ 2 246
R

(c) A area externa do tetraedro o de vértices O, P, Q e R é a soma das
areas dos tridngulos AOPQ, AOPR, AOQR e APQR = T, a altima das
quais calculamos no item (b).

Calculemos as areas dos outros trés triangulos:

Area(AOPQ) = |IOF x OQ'|| = ;|| x 7| = ;30
Area(AOPR) = _[[OF x OR || = L@ x @
Area(AOQR) = [|0Q x OF | = {7 x @

Como

15 vy D
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S |2 0= 10— 1 2|5
o u Xw = ‘_1 1l € —'1 1| €2 +’1 _q| ¢ =(2,-1,-3),
e 11 B, 3 1] -
e V' Xw = ‘_1 1 €1 '1 1 €9 —l—‘l 1 €3 _(2, 2, 4)’
segue que:
_ = = R VIR
Area (AOPR) = IIU><w|]:\/2 + (1) + (-3) :\/ﬁ;
- = = NGV ALY
Area (AOQR) v ;w”:\/? + 22)+( 4) :\/2271:2\2/6

Logo, a area do tetraedro o é:

Area (o) = Area (AOPQ) + Area (AOPR) + Area (AOQR) + Area (APQR)
:%\/%Jr%\/ﬁJr%\/ﬂJr%\/ﬂ
=5 (V30 + VI + V2 + Vi)

O objetivo do préximo exemplo é mostrar como se obtém os dois vetores
unitarios tais que cada um faz um angulo 6; com o vetor @ e um angulo 6,
com o vetor v’, sendo u’ e v’ vetores ndo maltiplos.

N3o daremos uma férmula geral, que pode ser deduzida seguindo os passos
que faremos para resolver o exemplo numérico abaixo, porque o que interessa

no é s6 a solucdo, mas também como se chega a ela.

m Determine os dois vetores unitarios z” de modo que cada um deles faca um
angulo de 60° com o vetor u’ = (2,2, —1) e um angulo de 45° com o vetor
v =(0,1,-1).
Solucdo. Como os vetores &’ e v” ndo sdo maltiplos, pois
wx =l & - @] {& =122 %000,
temos, pela propriedade (4) do produto vetorial, que os vetores WU ew =
—

u” X v’ sdo LI.

Ent3o, pelo Teorema 22 do Capitulo 13, existem nameros reais «, 5 e ~

tais que
7 =a w + v + w
[[w]l o7l [[w.
— —
. — u v
Fazendo o produto interno de z” com os vetores o] e Hjl obtemos,
u v

16
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respectivamente, que:
.<? u):a+ﬁ<?’?>'
i Tl
— —
o d (U , U >
o (Z ) =« + 5,
B ol

pois (7,17} = (v ,@7> = 0, pela propriedade (1) do produto vetorial.
Pela definicdo do produto interno e pelo fato de Z” ser um vetor unitério,

segue que:
_>
- u 1 - v V2
z7, =cos 60°=- e 27, = cos4H° = —.
SR A T ;
Logo, sendo
W, v") _ ((2,2,-1),(0,1,-1)) 1
I VA A+ IVIFT V2]
obtemos o sistema
o+ p L
V2 o2
2
&+ﬁ:£7
V2 2
. 2
cuja solugéoéa:OeB:\/T—. Logo,
I A
Como, além disso, 2" & unitario, temos que
5 T — 5 T — 1
1= (2,7 = (2 Dy 2T Ty
2 || [w’||” 2 v [wi]|” 2
2
<:>72:§<:>7=i§.
Portanto,
s 2 (0,1,-1) V2 (-1,2,2) V21 V2 1 V2
21 = + — - __7_+_7__+_ 3
2 2 2 3 6’2 3’ 2 3
T2 N 2 3 6’2 3" 2 3

sdo os dois vetores unitarios procurados.
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14.3 Exercicios

1. Sejam os vetores

0 =(-1,-1,0), & =(-1,3,4), & =(& L -1
W= (1,-18), =001, W = (-0

(a) Calcule os produtos internos de todos os pares de vetores distintos

listados.

(b) Identifique os pares de vetores ortogonais, os vetores unitarios e normal-
ize os ndo unitarios.

(c) Ache o cosseno dos angulos /(v77,v5"), Z(v1,v5) e Z(v2’, 03 ).

(d) Determine (305" — v , 2(v2” + v1’)), usando o item (a) e as propriedades

do produto interno.

2. Sew = (1,2,-3) e v = (2,1,—3), determine os vetores unitarios colinea-
res ao vetor 2’ — 30" .

3. Ache o vetor unitario da bissetriz do angulo entre os vetores u’ = (2,3,1)
ev =(3,2,-3).

4. Sejam «, [ e v os angulos que o vetor n3o nulo w faz com os eixos
coordenados OX OY e OZ, respectivamente. Mostre que:

cos® a + cos? B + cos?y = 1.

5. A projecio ortogonal do vetor u’ na direcio do vetor ndo nulo v” é o
vetor Proj—+(u’) = %%v_) ou, simplesmente Proj—(u’) = (u, 070",
quando ¥” é unitario. Calcule Proj—(u’), onde:

(a) =(1,1,-1) e v =(0,—-1,-2);
(b) W =(0,2,3) e u—> = (1,1,1);
(c) o’ =(1,0,1) e v = (0,1,0).

6. Calcule @’ x 0" e determine a area do paralelogramo cujos lados adjacentes

sdo representantes dos vetores u wen , onde:

(a) W = (1,0,0) e 0" = (—=1,0,1);
(b) 7 = (0?273) € 77 = (1, 1, 1);

18
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() u =(1,1,-1) e v = (1,-2,3);
(d) v =(-1,-1,-1) e v = (1,1,2).
7. Sejam w e v vetores do espaco.

(a) Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
(@, o) < [[@ | V7))

Mostre que a desigualdade de Cauchy-Schwarz torna-se uma identidade se,

_>

e somente se, os vetores u’ e v’ sdo maltiplos um do outro.

(b) Prove, usando o item (a), a desigualdade triangular
— = — —
" + 07| <[] + [o7]] -

— —> — — _
+ul = W] + v 0

%
||se,esése,U):0,v: w

Conclua que ||@’ ou

& um maltiplo positivo de v".

8. Considere os pontos A = (1,1,3), B = (—2,2,4), C = (2,-1,5), D =
(—6,5,3), E = (—5,3,5) e F' = (2,2,2). Verifique, usando as propriedades

do produto vetorial, que os pontos:
(a) A, B e C nio sdo colineares;
(b) A, B C e D sdo coplanares;
(c) A, B e E s&o colineares;

(d) A, B, C e F n&o sdo coplanares.

9. Quais das afirmacées abaixo sdo verdadeiras, e quais sdo falsas? Justifique.

() (@, 0) £0 <=0 £0 e £0.

®)|

w N
m =1 —=— u" & unitério.

%
(c) Se (u',v") = 0, para todo vetor v* do espaco, entdo u’ = 0.

(d) Os vetores w = (x,2,4) e v o= (x,—2x,3) ndo sdo ortogonais para
todo x € R.

(e) Existe um namero real \ para o qual a area do paralelogramo ABDC
de vértices A = (1,4,1), B=(2,3,2) e C' = (4,5, \) é igual a 4.
(f) Se @, v” e W sdo vetores LI no espaco, entdo os vetores u’, v° + W’

e 00 — w também sdo LI.
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R

%

>
»

10.

11.

12.

13.

14.

(g) Se as coordenadas dos vértices de um paralelogramo no espaco s&o

nameros inteiros, entdo sua area é um namero inteiro.

. : —

Sejam U’ e U’ vetores no espaco tais que (7,17> —0euw xv =0.
— —

MostrequeU):O ouv’ =0,

Sejam W e v’ vetores LI no espaco e seja 0 = A(U), ?) Mostre que:
— —
v u

a) |senf| = — cos0||;

(®) Tsenfl = Iy ~

— N —
(b) [[v" = Projg (v")| = [[v"|| | sen 6];
(©) [u" x 7| = ||| |v" — Projp v"||.

Use o exercicio anterior para calcular a area do paralelogramo ABC D, onde:
o A=(2,—1,0), B=(0,1,2), C = (1,1,1);

o A=(0,1,0), B=(1,1,0), C' = (=1,—1, —1);

o A=(1,1,0), B = (2,—1,0), C = (0,1,0).

(N&o é necessario conhecer o vértice D).

Considere os vetores u” = (1,—1,1) e v° = (4,0,—3). Obtenha os dois
vetores unitarios tais que cada um faz um angulo de 30° com o vetor @’ e

um angulo 6y com o vetor v’ onde cosfy = 2/5.

Sejam 1? QE) e 2? vetores ndo nulos mutuamente ortogonais no espaco.

(a) Mostre que U1, Uy e U3 sdo vetores LI.
(b) Ent3o, por (a), todo vetor W se escreve, de maneira Gnica, como
combinacdo linear de TR X Sejam Aq, A2, A3 € R tais que w
MO+ Naly” + A3l - Verifique que
A\ = %%Z: 1,2,3.
1

Em particular \; = (17,17), i =1,2,3, quando U1, Uy e Uy sdo ortonor-

mais, isto &, ortogonais e unitarios.

Dizemos que (A1, A2, A3)p sdo as coordenadas do vetor w em relacdo ao
terno ordenado B = {W,’IE)JE}} ortogonal (ou ortonormal) de vetores.
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(c) Determine as coordenadas do vetor o = (3,1, —2) em relacdo ao terno
ordenado ortogonal B = {QT, vy, 1?} onde o7 = (—=1,1,0), Uy = (0,0,1)
€ U3 = (1 1 O)

ﬁ

(d) Obtenha as coordenadas de um vetor w” com respeito ao terno orde-

nado ortogonal do item ( ), sabendo que ||[w’|| = 4, Z(w’, ) = 30°,

Z(W,03’) =60° e L(w',v5') = 45°.

(e) Encontre um vetor o5 de modo que B = {ﬁ, vy, 1?} seja um terno or-
— 1 1y 1 1
denado ortonormal de vetores, onde v;” = (T T ,—z)ev = (5.0, 75)

(f) Ache as coordenadas do vetor o = (0, 1,3) em relaco a terno ordenado
ortonormal B3 do item anterior.

(g) Determine o vetor w’ tal que ||’ || = 4, Z(w",v7") = 30°, Z(w',03’) =

60° e Z(w',v3’) = 45°, onde {v1’, 03", 03 } € o terno ordenado ortonormal
do item (e).

Exercicios Complementares

15. Sejam U) QT 7? e 1? vetores do espaco. Prove, supondo que 1? 1? e

73’ sdo vetores ndo nulos, que:

(a) w e combinacdo linear de 71 e Uy se, e sé se, todo vetor perpendicular
a ] ey étambém perpendicular a .

(b) wé combinacdo linear de 0, Uy e U3 se, e 6 se, todo vetor perpen-
dicular a 077, 03’ e 03 é também perpendicular a .

(c) se 0y, 02 € Uy sdo Lle (W, v7) = (W,v3) =

=0

(W, v3’) = 0, entdo

(d) o determinante da matriz de Gram de ordem 3,

V1,01 V1, V2 U1 ,0U3
<7E>aﬁ> Wav—)> <1E>7 3>
(O3, 00) (03,02) (U3,03)
& diferente de zero se, e s6 se, U1, Uy e U3 sdo LI.
16. Mostre, para quaisquer ', v°, W e 2’ vetores do espaco, que:
(@) (@ x0) xw =(w,w)v — (v, w)u;
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A

%

>

>
>

Conclua, do item (c), que
—
HWX?Wz@t@¢Q<i’

v u’) (v

fato ja provado no texto.

(Indicacdo: para provar os itens (a) e (b), basta desenvolver os dois lados da identi-
dade, usando coordenadas, e verificar que s3o iguais. Esta maneira é muito trabalhosa.
Outra maneira, bem mais simples, consiste em escolher um sistema de eixos ortogonais

conveniente).
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