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UNIDADE 15 ProDUTO MISTO E DETERMINANTE

15.1 Produto Misto e Determinante
O produto misto dos vetores w’, v” e W’ do espaco & o namero real

W, v, 0] = (u xv,w).

=
Y

O produto misto de u’, v” e w’ nada mais &, pela propriedade (8) do produto

vetorial, que o determinante da matriz do tipo 3 x 3 que tem por linhas as

coordenadas dos vetores u’, 7’ e W’ na ordem em que s3o listados. Ou seja,
T

Interpretacdo geométrica do produto misto

Sejam A, B,C' e D pontos nido
coplanares e P o paralelepipedo que
tem os segmentos AB, AC'e AD como
arestas adjacentes.

Considerando o paralelogramo T
de lados adjacentes AB e AC' como
base de P,

Vol (P) = Area (T) - h,

onde h é a altura de P relativa A base

Figura 15.1: Interpretacdo geométrica do produto

T (ver Figura 15.1). misto.
Seuw = AB v = AC e w = AD', obtemos que Area (T) = ||[u’ x 7'||
eh=|w]- |Cosé(17, X 0)|.
Portanto,
Vol (P) = |[@" x ©7|| - [[@’|| - | cos Z(w, & x 0")]|.
Ou seja, o volume de P & o médulo do produto misto dos vetores u’, v’ e
w'

Vol (P) = |[@, v, @],
ou, em termos dos vértices A, B,C' e D,
Vol (P) = |[AB,AC", AD]|.
Por outro lado, se os pontos A, B, C' e D s3o coplanares, isto é, se os vetores
= ﬁ,v_) = zW ew = ﬁ sdo L.D., o paralelepipedo fica reduzido
a um paralelogramo, a um segmento ou a um ponto, tendo, portanto, volume

zero. Isto concorda com a propriedade (9) do produto vetorial: se v ew

sio L.D., entdo [u’, v
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PrRoDUTO MISTO, DETERMINANTE E VOLUME UNIDADE 15

(Propriedades do produto misto) Sejam W, Uy, v, 00, W e wy vetoresdo PROPOSICAO 1

espaco e seja A € R. Ent3o:

2) @ +u,v,w) =@, 0,0 +[w, v, w);
@, 0+, w) =@, 0, @)+ W, 0,w);
@, 0", w +wo') = [@, v, ]+ [@, v, wo'];

(3) [w',v",w’] = 0 se, e somente, se, os vetores u’, 0" e w’ sdo L.D.. Ou
seja, [W,?,W] £ () se, e somente se, u', v’ e w sdo L.l;

(4) O sinal do produto misto muda quando permutamos dois de seus fatores:

W,v 0] = -, 7, w], [@,v,w] = -,v,¥], [@,v,0] =
—[@, W, V"]
E——
As propriedades (1), (2), (3) e a primeira identidade da propriedade (4) DEMONSTRACAO

seguem diretamente das propriedades do produto vetorial e do produto interno.
Precisamos provar as outras identidades da propriedade (4).
Sejam T (1,21, 21), v o= (22, Yo, 22) € w o= (23,3, 23) 0s vetores

dados num sistema de eixos ortogonais OXY Z positivo.

Temos:
<U> X U_>777> = $3(y1zz - yzzl) - ?J3(5C1Z2 - $221) + 23($1y2 - $2y1)

= x1(y223 — Ys22) — Y1(T223 — T322) + 21(X2ys — T3Ya)

= (V' xw,u). (15.1)
Como 0" X W' = —(w" x v"), segue, de 15.1, que

W x0 W)= xw,@)=—(W xv,u).
Logo,
W, v, W) =—[w, v, ) (15.2)

que é a segunda identidade da propriedade (4).
Permutando os vetores ” e u’, obtemos, pelo provado acima, que

0", w, W) = —[u,w,v). (15.3)
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Assim, por 15.2 e 15.3,

[—>—> —>]:_[—> — U)]:[U—>7—>

u,v,w W, 7]:—[?

Y

que é a terceira identidade da propriedade (4).

Como, consequéncia, seque que se fizermos duas permutacdes seguidas dos
T ew

vetores u e w’, o produto misto ndo se altera:
@77 =@, 7,7 = [, 7, 7]
De fato,
W, 0w = —[w, v, u] = —(—[v, 0, u]) = [v,w, ],
W, 0w =0, u, W] =—(—[w,u,v)) = [0, u, 0]

C— :
EXEMPLO 1 Verifique se os pontos A = (1,2,1),B = (4,1,2),C = (3,3,3) e D =

(0,4,2) sdo coplanares.
Solucdo.  Sejam os vetores ﬁ = (3,—1,1),ZC’_> =(2,1,2) e AD =
(—1,2,1).

Pela propriedade (3) do produto misto e pela Observacdo 9 do Capitulo 14,
os pontos A, B,C' e D sdo coplanares se, e somente se,

AB . AC ,AD'| =0.

Calculando,
—_—  — -1 1 3 1| |13 —1
RPN (P I )
= (_37_475)7

obtemos que

[AB",AC",AD"| = (AB" x AC",AD") = ((—=3,—4,5),(—1,2,1)) = 0.
— —
Portanto, os pontos A, B, C e D sdo coplanares. Observe que AD = —AB +
o
AC .
O
EXEMPLO 2 Mostre que os vetores = (1,0,2), 7" = (2,1,0) e w = (3,1,1) sdo L.I.,
e calcule o volume do paralelepipedo P cujas arestas adjacentes sdo represen-
tantes dos vetores ', v’ e W' .
Solucdo. Pela proprledade (3), W, v ew sdo L.l se esé se, [?,7,17] =+

0.
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Como
@7 = (@ T
0 2 1 2 10
= 30 0_1‘2 o’+1'2 1‘

= 3(-2)—(—4)+1

= —6+4+1=-1+#0,
— = =

os vetores u”, v” e w” sdo L.l. e o volume do paralelepipedo P é

Sendo det(?, v_>,u_)>) = [?,?,u_f] podemos traduzir as propriedades do
produto misto em propriedades do determinante de uma matriz 3 x 3.

1. Multiplicar uma linha por um namero real )\, equivale a multiplicar o
determinante por \:

det(A\w’, 07, @) = det(w, A0, w") = det(w’, 0", Aw’) = Adet(uw’, 0", @)
2. A soma dos determinantes de duas matrizes com duas linhas em comum

é o determinante da matriz que tem essas duas linhas comuns e o vetor linha

restante igual a soma dos vetores linha correspondentes das duas matrizes:

det(w, 0", w') + det(ug’, v, w') = det(w + wy’, 07,0,

det(w, 0", W) + det(@, v, W) = det(@’, V" + 0y, W),
det(w', v, w’) + det(w’, 0", wo’ ) = det(w, 0", w0 + wy') .

3. Critério de coplanaridade:
det(?,?,u_f) =0 < u,0 e w sdo coplanares (L.D.),
det(?,?,ﬁ) £(0) < w,v e W ndo sio coplanares (L.1).

4. O sinal do determinante muda quando se permuta duas de suas linhas:

det(v”, 0, w’) = —det(uw’, v, @),
det(T 7,7 = — det(@, 7. 7).
det(T. 7, 7) = — det(@, T, 7).
Como consequéncia das propriedades (1), (2) e (3), obtemos as seguintes

propriedades:

5. Se uma matriz tem duas linhas iguais, seu determinante é igual a zero:

> A 1S
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det(w’,w’,v") = det(w, 0", w’) = det(w, v, 0") = 0.
6. Se uma linha da matriz & combinac&o linear das outras duas, o determi-

nante da matriz é zero:
det(av” + ', 0", w") = det(w’, aw’ + B, w’) = det(w’, v, au’ + fv7) =

7. O determinante de uma matriz n3o se altera se trocarmos uma de suas

linhas pela soma dela com um miltiplo de outra. Por exemplo,

det(w’ 4+ av”, 0", @) = det(uw, 0", w).

De fato, pelas propriedades (1), (2) e (5),

det(w’ + o0, 0", @) = det(uw’, v
= det(v

Y Y

v

9 9

i)

8. Seu = (1,91, 21), v = (22, Y2, 22) € W = (x3,ys3, 23) S0 0S vetores
num sistema de eixos ortogonais OXY Z, entdo:

o det(@, 7, 0) = det(V, @, W) = (7 x W, @) =

_ 1?!2 22| 11’2 22 + 2 T2 Y2
Ys z3 T3 Z3 T3 Y3
— (—1)*1 Y2 %2 +(—1)H2 T 22 4 (=13 T2 Y2
( ) Ys 23 ( ) s T3 23 ( ) T3 Y3

é o desenvolvimento do determinante da matriz segundo a primeira linha;

o det(w, 0, w) = —det(w,w,v) = —(W xw,0) =
_ YA Tr A1 _ |71 N
= —T3 + Y2 2
Ys z3 T3 T3 Y3
()2, (YA 4 (—1)2+2 T1 21 4+ (=1)2+3 2 1 Y1
(=1) *lys 23 (D)™ e T3 23 (=1) “log oy

é o desenvolvimento do determinante da matriz segundo a segunda linha;

o det(w, v, w) = (0 xv,w)=

? Y

_ Y1 2| . 1 2 T2 1 Y
Y2 22 Ta2 22 Ty Y2
— ()3, (Y1 AT 4 (—1)3+2 T 2 +(=1)3+3 1 W
( ) 3?J2 k) ( ) Y3 T2 2 ( ) 3902 Y2

é o desenvolvimento do determinante da matriz segundo a terceira linha.
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No fator (—1)**/, das identidades acima, 7 indica a i—ésima linha e j indica
a j—eésima coluna, i,j =1,2,3.

Sejam A uma matriz 3 X 3 e r o elemento de A que ocupa a i—ésima linha
e a j—ésima coluna. O menor A;; relativo a esse elemento é o determinante

da matriz 2 x 2 que se obtém omitindo-se a i—ésima linha e a j—ésima coluna
de A. Ou seja, se

1 Y1 1
A=z 12 2|,
xr3 Ys <3
entio:
2 22 X2 29 2 2
-'4-11 - 4 ) AIQ - ) A13 - Y )
Ys 23 T3 23 T3 23
1 <1 T 2 € 1
A21 - 4 ) A22 - 3 -/423 - Y y
Ys 23 T3 Z3 T3 Z3
N 2 Ty 2 T1 Y1
Az = , Ase = , Asz = .
Y2 Z2 T2 Z Tg 23

Assim, o desenvolvimento do determinante da matriz A segundo a primeira,
a segunda e a terceira linha sdo dadas, respectivamente, por:

det A = (=)o Ay + (=1)" 2y Ajg + (—1)22 Ags,
det A = (—1)2+1I‘2 .A21 + (—1)2+2y2 ./422 + (—1)2+322 A23,
detA == (-1)3+1$3 .A31 + (—1)3+2y3 A32 + (—1)3+3Z3 A33 .

ExeMPLO 8
Calcule o determinante da matriz A, desenvolvendo-o segundo a primeira,
a segunda e a terceira linha, onde
3 2
A=10 1 2
-1 1
Solucio.
Temos:
edet A = (—1)'1.3. ’_11 ﬂ + (=122 ‘2 ?‘ + (1) ‘2 _11’

= 3(1+2)—20-8) +(0—-4)=9+16 -4 =21,

! A 1S
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p
EXEMPLO 4

/)
>

E

A

>

2 1 31 3 2
_ _1\2+1 .. _1\24+2 1. _1\24+3 . 9.
edet A = (=1)*1.0 ‘_1 1‘+( 1)%2.1 ’4 1'Jr( 1)%+3. 2 ‘4 5
= (3-4)—2(-3-8)=-1+22=21,
2 1 31 3 2
edet A = (—1)3“-4-’1 2‘+(—1)3+2-(—1)-'0 2‘+(—1)3+3-1-‘0 1

= 44-1)4+(6-0)+(3-0)=124+6+3=21.

Uma matriz A é uma matriz diagonal se todos os elementos de A que ndo

estdo na diagonal so iguais a zero. Ou seja, se A é da forma

A 0 0
.AZ 0 )\2 0 ;)\1,>\2,>\3€R.
0 0 A3
Desenvolvendo o determinante de A pela primeira linha, obtemos det(A) =
Ao 0
(=D | Ny| = MA2s
A matriz identidade I do tipo 3 x 3 é a matriz diagonal com \; = A\, =
1 00
A3=1. Entdo, /= |0 1 0] e seu determinante é igual a um.
0 01

A matriz transposta da matriz A & a matriz A" cuja i—ésima coluna é a

i—ésima linha da matriz A. Ou seja, se

rr Y Ty T2 I3

T
A=122 y2 = = A =|wn ¥ v
T3 Ys Zz3 21 k2 Z3

9. O determinante da matriz A é igual ao determinante de sua matriz
transposta A"

De fato, pelo desenvolvimento do determinante da matriz A” com respeito

a sua primeira linha,



PrRoDUTO MISTO, DETERMINANTE E VOLUME UNIDADE 15

Y2 Y3
Z2 23

Y1 Y2

det AT = 1,
FA )

Y1 Y3 +
21 23

= 21(Y2z3 — y322) — Ta(y123 — Y321) + T3(y122 — Y221)

= 21(Yo23 — y322) — y1(2223 — x3y2) + 21(X2y3 — T3Y2)

T2 Z2
! T3 Z3

T2 Y2
T3 Ys.

Yo 22

21
Ys Zz3

= I )

obtemos que det AT = det A.

Portanto, todas as propriedades do determinante com respeito as suas linhas

também valem para suas colunas. Em particular:
10. Os vetores coluna da matriz A sSo L.I. se, e somente se, det(.A) # 0.

11. O determinante da matriz A pode ser calculado segundo os elementos

da:

e 1% coluna:

det A = (=1)'*1g Y2 22 +(=1)2+g Y1 2 +(=1)3 g Y1 oz
() 1y323 ( ) 2y323 ( ) 3y222
= (=DMl Ay + (1) oy Ay + (—1)% g Agy
e 2% coluna:
o (_1\lH2,, |2 A2 _1)242,, |[T1 A1 _1)342,,. |11 A1
detA = ( 1) U1 Ty 23 +( 1) Yo Ty 23 —|—( 1) Y3 Ty 2
= (—1)1+23Jl Ajo + (—1)2+2y2 Ago + (—1)3+2y3 Ass
e 3% coluna:
det A = (—1)18z, |72 %) g (a2, [T (qysesg 1T B
() 19031/3 ( ) 2$3?J3 ( ) 3x2y2

= (_1)14—321 A13+(—1)2+322.A23-|-(—1)3+3Z3A33.

O célculo do determinante de uma matriz A pelo desenvolvimento segundo
uma linha ou uma coluna é muito atil quando a matriz A tem uma linha ou

coluna com um ou dois elementos iguais a zero.

Pelo desenvolvimento segundo a terceira linha, que possui um elemento igual  ExpvipLO 5
a zero, temos

2 vy D
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1z 4 2 43
3+2 3+3
det |0 6 7 (—1) 2'0 7‘+( 1) 1’0 6'
021

= —2x28424=-32,
e pelo desenvolvimento com respeito a primeira coluna, que tem dois elementos

iguais a zero, obtemos
4 3 2

det |0 6 7| = (—1)1+1.4’
021

6 7
5 1‘:4(6—14):—32.

15.2 Regra de Cramer

Frequentemente enfrentamos a necessidade de resolver um sistema de trés
equacdes lineares com trés variaveis. Um método para atingir tal objetivo é a
Regra de Cramer.

Consideremos o sistema de trés equaces lineares a trés incégnitas =,y e z:

a1 x4+ by +crz =dy
s + boy + coz = dy
asx + by + c3z = ds .

ap by
A matriz A= | ay by cy | € chamada matriz do sistema. Sabemos que

as b3 C3
det A # 0 <= as linhas de A sfo L.I. <= as colunas de A sdo L.I..

Consideremos os vetores coluna da matriz A,
— - —
a = (a17a27a’3)7 b - <b17b27b3)7 - (01702703) 9

e o vetor d — (dy,ds, ds) formado pelos termos independentes do sistema.
Resolver o sistema acima equivale, entdo, a determinar os z,y, z € R tais
que
ra + y? +2¢ = E) ,
ou seja,g)nsiste em encontrar os coeficientes de E}, E) e ¢ mediante os quais

o vetor d se escreve como combinacdo linear desses trés vetores.

10
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Aplicando as propriedades do determinante obtidas anteriormente, temos:

det(d’, b, @) = det(z@ +yb +2¢,0,0)

— 2det(@, D, T) +ydet(b, b, T) + 2det(E, b, @)
%
= adet(a’, b, ).
- =
— det(d , b, ¢")
Portanto, se det E), b ,? #0,0=——""+—~.
( ) det(a’, b, ¢")

. . -

Analogamente, calculando os determinantes das matrizes (a’,d ,¢’) e
— =
(@, b, d

) Y

), obtemos:
det(@, d, @) det(@, 0, d)
T aen@ b e det@n.)
Estas trés férmulas, que fornecem as incégnitas x,y e z como quocientes
de dois determinantes, constituem a regra de Cramer.
Observe que det A = det(?, E), 7) pois a matriz cujos vetores linha s3o
@, b_> e ¢’ & a transposta da matriz A.
Embora a regra de Cramer nos dé um método para achar a solugdo de um
sistema, ela & muito trabalhosa. No Capitulo 18 veremos como resolver um

sistema de modo bem simples e geométrico.

Verifique que o sistema abaixo possui uma Gnica solucdo e use a regra de
Cramer para determina-la:
r+y+2z2=1
20+ 3y + 32 =2
dr + 4y + 52 =3.

Solucdo. Sejam @’ = (1,2,4), E) = (1,3,4), e o = (2,3,5) os vetores
coluna da matriz do sistema e d = (1,2,3) o vetor formado pelos termos
independentes.

Calculando, obtemos det(?,lﬁ?> = —3 # 0. Portanto, o sistema
possui uma solucdo. Como det(?,b ,?) = 0, det(?,?,?) = -1,
det(?,?, ?) = —1, temos, pela regra de Cramer, que:

o det(?,?,?)_&zo
det(a’,b,¢) —3

_ det(?,?,?) !
YT det@v.e) 3 3
L det(@,b.d) -1 _1
det(a’,b,¢’) —3 3

[N
EXEMPLO 6

2N
in %



UNIDADE 15 OPERACOES COM MATRIZES

é a anica soluco do sistema.

15.3 Operacoes com matrizes

a b o m; Ny P
Sejam A= |ay by co| eB=|my ny py| duas matrizes 3 x 3.
as by c3 m3 M3 p3

Definimos a soma A+ I3 das matrizes A e B e a multiplicacdo A\ A da matriz
A por um namero real \ de maneira analoga a soma de vetores e & multiplicacio

de um vetor por um escalar.

A saber,
ar+my by+ny ¢ +p Aa; Aby A
A+B=1lay+my ba+mny cot+pa| e NA=]dag Iby Aca
az+ms by3+ng c3+ps Aas Abs e

Estas operacdes possuem as mesmas propriedades das operacdes com ve-
tores, sendo a matriz nula O, matriz com todos os seus elementos iguais a zero,
o elemento neutro da adicdo.

Estendendo a definicio de multiplicacdo de matrizes 2 x 2 vista no Capitulo
8, definimos a matriz produto AB da matriz A pela matriz B como sendo a
matriz 3 X 3:

aymy +bymy +cimg  ainy + bing +cing  aipr + bips + cips
AB: asmy + b2m2 + CoMng agNy + b2n2 -+ CoNly  Q2Pq + b2p2 + CoP3 (154)

azmq + bgms + cgmz  asny + bsno + cs3ng  azpr + byps + c3p3

Assim, o 7j—ésimo elemento da matriz produto AB é o produto interno do

i—ésimo vetor linha da matriz A pelo j—ésimo vetor coluna da matriz B.

T
EXEMPLO 7
1 2 3 1 -1 2
SeA=|4 5 6|leB=|0 3 1], temosque ABé
1 21 6 1 0

S
%
<
—_
N



PrRoDUTO MISTO, DETERMINANTE E VOLUME UNIDADE 15

11420436 1-(—1)4+2-3+3-1 1-2+2-14+3-0
41450466 4-(—=1)+5-34+6-1 4-245-14+6-0
1-142:04+1-6 1-(=1)4+2-3+1-1 1-2+42-141-0

19 8 4
= |40 17 13
7 6 4.
I
Sejam W, e W trés vetores no espaco. A matriz de Gram dos vetores EXEMPLO 8
u_>,U>eu_))e matriz 3 X 3
W) @) @)
G, v, w) = | (v, @) (v, ) (U, w)
(@, a) (@) (@)
Seu = (ay,b1,c1), v = (ag, by, c2) € w = (a3, b3, c3) sdo os vetores num

sistema de eixos ortogonais OXY Z e A a matriz cujos vetores linha so T

e W', temos, pela definicdo do produto de matrizes, que
AAT =g, v, 0').
Como, pela propriedade (9) de determinante, det A = det AT, segue que
(det A)? = det G(uw’, 0", w").

T ew

Entdo, se u sdo linearmente independentes, obtemos que

(Vol (P))? = det G(uw”, v, '),

onde P é o paralelepipedo cujas arestas adjacentes sdo representantes dos ve-
tores u’, v’ e w’. Neste caso, detG(uw,v",w) = (det.A)? & um namero
positivo.

Por exemplo se AB,AC e AD sdo lados adJacentes do paralelepipedo P tais
— —
que ||AB || = 2,||AC’ || =3, ||AD || = l,Z(AB ,AC’ ) =30°L(AB ,AD ) =
—
45° e L(AC ,AD ) =60°, entdo

|AB'|2 (AB,AC') (AB,AD)
Vol (P)? = det | (AC,AB')  ||AC'|]?.  (AC',AD)
(AD',AB) (AD,AC") ||AD'|]
ou seja,
4 2-3c0s90° 2-1cos4b®
Vol (P)? = det | 2 -3 cos 30° 9 3 - 1cos60°
2-1cos45° 3-1cos60° 1

13 vy D
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4 3V3 V2
< Vol(P)?2=det | 3v/3 9 3/2
V2 3/2 1
Desenvolvendo o determinante segundo os elementos da primeira linha,
obtemos
Vol (P)? = 4'332 3{2‘—3\/"?’[ 3/2‘ f‘f 3/2'

= 4(9-9/2) — 3v3(3V3 — 3v3/2) + v2(9v3/2 — 9v/2)

= 18—9+9V6/2+9v6/2—-18=9(v/6 - 1).
Assim, Vol (P) = 3(v/v6 —1).

O produto de duas matrizes é associativo: (AB)-C = A-(BC); é distributivo:
(A+B)C =AC+BCe A(B+C) = AB+ AC, e o elemento neutro do produto
é a matriz identidade: Al = [ A = A.

Mas o produto AB ndo é comutativo.

EXEMPLO 9 Se A e B sdo as matrizes do exemplo 7, temos AB # BA, pois
1 -1 2 1 2 3 -1 1 1
BA=10 3 1 4 5 6| =113 17 19
6 1 0 1 21 10 17 24

Apesar do produto de matrizes ndo ser comutativo, temos
det(AB) = det(BA),
pois, pela proposicdo a seguir,
det(AB) = det Adet B = det Bdet A = det BA.

PROPOSICAO 2 O determinante da matriz produto AB é igual ao produto do determinante
da matriz A pelo determinante da matriz 3. Ou seja, det AB = det A - det B.

W Por 15.4, o primeiro, o segundo e o terceiro vetores linha da matriz produto
AB sdo dados, respectivamente, por:
W= a by ey
w—z> = Gz?jl_) + 52172_> + 02173_>
Wy = agy + bty + catly’
" L 14
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onde u; = (ml,nl,pl),@E> = (mg,na,pa) € Uz = (ms, ng, p3) sdo os vetores

linha da matriz B.

Pelas propriedades (1) e (2) do determinante, temos:

det(AB) = det(wr, s, w3)

= det(aiur + bty + 1z, Wy, W3 )

= ay det(u; ,w_2>,w3 )+b1det(ﬁ,w_2>,w_3>)

+c1 det(ug, we, wy) . (15.5)

Por outro lado,

det(iy, wy',wy’) = det(in, aztty + bolly” + colly”, W)

= agdet(u; ,W,wg )—l—bgdet(tﬁ,lﬁ,w_f)

+02 det(ul 7@71U—3>)
= Dydet(uy,uz’,ws ) + o det(uy’, iz, w3 ) (15.6)

pois, pela propriedade (5) do determinante, det(ﬁ,z??,@) = 0.

E, sendo w3 = asity’ + bsiy + csitz’, temos

det(ﬁa@auj—?))) = det(’lﬁ,’lﬁ,&g?ﬁ —i_b3’lE> + C?ﬂ?)
= C3 det(ﬁyﬁ7ﬁ)
= c3det BB, (15.7)
e
det(ur,uz ,wy') = det(wr, Uy ,aztn + byt + cauiz’)
= b3 det(W71E)71E>)
= —bg detB, (158)
pois, pela propriedade (4) do determinante, det(zﬁ, U QE}) =— det(iﬁ, Uy, zﬁ) .

Logo, por 15.6, 15.7 e 15.8,
det(wy, Wy, w3’ ) = bacg det B — bscy det B = (bycs — byey) det B, (15.9)
De modo analogo, podemos mostrar que

det(uz’, s, w3 ) = (ascs — ascs) det B, (15.10)

15 vy D
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det(uz, W', w3’ ) = (asbs — asby) det B. (15.11)

Concluimos, entdo, por 15.5, 15.9, 15.10 e 15.11, que
det(AB) = (a1 (b203 - bgCQ) - bl(CLQCg - CL362) “+ 1 (a2b3 — (Igbg)) det B
det Adet B.

Se O é a matriz nula, entdo OA = AO. Mas, o produto de duas matrizes

ndo nulas ndo é necessariamente uma matriz ndo nula: A # O e B # O néo
implica que AB # O.

—
EXEMPLO 10
11 1 1 0 -1
Sejam as matrizesndonulas A= |1 1 1|eB=|-1 1 0 E
1 11 0 -1 1

facil verificar que AB = O.

Outra diferenca entre o produto de matrizes e o produto de nameros reais
é que dada uma matriz A ndo nula do tipo 3 x 3 pode ndo existir uma matriz
B tal que AB = BA = I. Quando uma tal matriz B existir, dizemos que A é
invertivel e B é a matriz inversa de A.
A matriz inversa de uma matriz A, caso exista, é Gnica. Com efeito, se
AB=BA=1e AC=CA =1, entdo
C=C-I1=CAB)=(CAB=1-B=2EB.

Escrevemos, entdo, B = A1

PROPOSICAO 3 Sejam A e B matrizes 3 x 3 tais que AB = I. Entdo, BA = I, ou seja,
B=A"1

DEMONSTRACAO Sendo BA = I, temos, pela proposicdo 2, que det Adet B = det(AB) =

detI = 1. Logo, det A # 0. Portanto, os vetores coluna da matriz A,
= (al,ag,ag),fE> = (b1, bo,b3) € vy = (¢1,¢9,c¢3), sdo, pela propriedade
(10) do determinante, linearmente independentes.
Assim, para todo vetor E) = (dy,dy, d3), existe um dnico vetor (z,y, z) tal
que:
207+ yoy + 2y = d
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Ou equivalentemente, o sistema de trés equac@es lineares a trés incognitas,

amr + by +ciz=dy
a2 + boy + c32 = dy (15.12)
aszr + b3y + c3z2 = d3

possui uma e apenas uma solucdo (z,y, z) para quaisquer niimeros reais dy, ds
S d3.

Se.jam ?T - (mlaylazl)7ﬁ - (552792722) € 1? == ($37y37753) as SOlLI(;éeS
_ — — —
do sistema 15.12, para d = &1’ = (1,0,0),d =¢é = (0,1,0) e d = e3 =

(0,0,1), respectivamente.
Entdo, se C é a matriz cujos vetores coluna s3o 1?, Uy e U3, obtemos que
AC = 1.
Além disso, como BA = I, temos
B=B-1=B(AC)= (BAC=1-C=C.
Provamos que se BA = I, entdo AB = I, ou seja, BB & a inversa da matriz

A.

Uma matriz A é ortogonal se AA” = I, ou seja, se sua inversa é a sua
transposta. Pelo exemplo 8, A é ortogonal se, e somente se, a matriz de Gram
dos vetores linha da matriz A é a matriz identidade. Assim, A é ortogonal se,
e sé se, seus vetores linha s3o ortonormais.

Como, pela proposicio 3, AT A = I, temos que A é uma matriz ortogonal

se, e sb se, seus vetores coluna sdo ortogonais.

Encontre a terceira coluna da matriz
1/3 =-2/3 =
A=12/3 —1/3 y ]|,
2/3 2/3 =z

de modo que a matriz A seja ortogonal e det A > 0.

Solucdo. Sejam o7 = (1/3,2/3,2/3),77 = (=2/3,—1/3,2/3) o primeiro e
o segundo vetores coluna da matriz. Como |[o7']| = ||o2’]| = 1 e (07, 73") = 0,
a matriz A & ortogonal se, e s6 se, o terceiro vetor coluna 3 = (x,y,2) é

unitario e ortogonal aos vetores ey .

17
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Basta, ent30, tomar

1? = (x,y7z)=i(ﬁ><17
2/3  2/3 1/3 2/3| |1/3  2/3
= i(‘—l//?) 2?3’ 2//3 2?3‘ ‘ 2//3 —1//3D
— Uy = (x,y,2)=+(6/9,—6/9,3/9) = +(2/3,—2/3,1/3).

Sendo det A > 0, devemos tomar 03 = 07 X Uy, pois det(1f>,1§>,zf> X
0) = (0 X 0,00 X 03’) >0

A identidade AB = I significa que os vetores coluna (x1, y1, 21), (%2, Y2, 22)

e (x3,ys, z3) da matriz BB sdo as Gnicas solucdes dos sistemas:

azy + by +cz =1 a172 + b1ys + 122 =0
as®y + bayy +c321 =0 ATy + boys + 3290 =1
asxy + b3y1 + C321 — 0 asTo + b3y2 + C329 = O

a1T3 + b1y3 + Ci1z3 = 0
a3 + b2y3 + C323 = 0 .

asxs + bgyg + C323 — 1

Pela regra de Cramer, aplicada a cada um dos sistemas acima, segue que

det(er’, b, @) det(@, &1, @) det(@, b, 1)

1= det A » = det A » AT det A ’

det(&5, b, @) det(@, &, @) det(@, 0, &)

T2 = det A » V2= det A » 2= det A ’
— —

oo det(es’ b, det(aes’e) _ det(a, b e5)

3 det A Y3 det A r3 det A ’

%
onde @’ = (a1, a9,a3), b = (by,ba,b3) € o = (¢1, €9, c3) sd0 0s vetores coluna

da matriz A.
— —
Logo, como det(a), b ,?) = A, det(?,e_f, F)) = —Ap, det(?, b ,(Z))
— —
= Ay, det(es’, b, ¢) = —Ay, det(a’, &5, ¢) = Ap, det(a’, b ,e5’) =
— —
~Ass, det(e3’, b, ) = Ag, det(a’, 5, ) = —Ag, det(a’, b ,e&) =

Ass, obtemos:
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i (—1)1+1A11 B (_1)1+2A12 L (—1)1+3.A13
1= det A 1= det A = ' det A
o (_1)2+1A21 B (—1)2+2A22 o (_1)2+3A23
2 det A Y2 = det A 7 det A
- (—1)3+1A31 B (—1)3+2A32 o (—1)3+3.A33
5 det A Ys = det A ' 37 det A

onde A;;, 7,7 =1,2,3, & 0 ij—ésimo menor da matriz A.
Portanto, a matriz inversa da matriz A é

(_1)1+1A11 (_1)2+1A21 (_1)3+1A31

1
-1 _ m (—1)1+2A12 (—1)2+2A22 (—1)3+2A32
(—1)1+3A13 (_1)2+3A23 (—1)3+3A33
I
EXEMPLO 13
1 2 1
SeaA=12 3 1 |, entdo
1 4 -1
3 1 2 1 2 3
All: 4 -1 :_77 -’412: 1 —1 :_37 A13: 1 4 :57
2 1 1 1 1 2
A21: 4 —1 :_67 A22: 1 —1 :_27 -’423: 1 4 :27
21 1 1 1 2
A31:3 1:_17 A32:2 1:_17 A33:2 3:_17
logo, o determinante da matriz A é det A = (—1)'*1 - 1. Ay + (=1)112. 2.

Ap+ (=) 1. Aj3=—-7+6+5=4, e asuainversa é

) -7 6 -1
Al = 1 3 -2 1
5 —2 —1.

Pelos resultados obtidos ao longo deste capitulo, podemos verificar, com
facilidade, que as seguintes afirmacdes a respeito de uma matriz A, com vetores
linha (ay,b1,c1), (ag, ba, c2) e (as, bs, c3), sdo equivalentes:

1. Os vetores linha da matriz A sdo L.I..

2. O determinante da matriz A é diferente de zero.

3. Os vetores coluna da matriz A so L.I..

4. O sistema de trés equacdes lineares,

19 vy D
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nmr+by+cz=d
asx + boy + c32 = dy
asx + bsy + c3z = ds,
possui uma e apenas uma solucdo para cada (dy,ds, d3) € R3.
5. A matriz A é invertivel.
Todas as definicdes e resultados deste capitulo, envolvendo matrizes e deter-
minante, continuam véalidos para matrizes n X n, onde n € um namero natural
maior ou igual a 2.
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15.4 Exercicios

1. Determine para quais valores de m € R o paralelepipedo P de vértices
A=(1,1,1),B = (2,3,4),C = (5,2,—1) e D = (1,2, m) tem volume
igual a 14.

2. Considere as matrizes 3 x 3 abaixo:

1 3 -1 1 2 =2 2
A=14 2 3 |,B=|6 1 3 |,C=]-1 3
2 4 =2 4 -3 7 0

Calcule o determinante da:

(a) matriz A, desenvolvendo-o pela primeira linha e pela segunda coluna.
(b) matriz B, desenvolvendo-o pela segunda linha e pela terceira coluna.
(c) matriz C, desenvolvendo-o pela terceira linha e pela segunda coluna.

3. Verifique que os sistemas tém uma (nica solucdo e encontre a solucdo,

usando a regra de Cramer:

r+2y—z=1 20 +1y —3z= -5
(@) § —z+3y+22=3 (b) 8 —2y+2=0
2c —y+2=2 dr+3y+22=7

Resolva também os sistemas colocando uma varidvel em funcdo das outras
e substituindo essa variavel nas equacdes para obter um sistema de duas

equacdes lineares a duas incoégnitas. Qual é o método mais pratico 7

4. Obtenha a matriz £ = (A + 3B)(2C — 5D), onde

1 2 4 4 2 3
A=|-20 1]|.B=|1 3 -1],
4 1 2 -1 2 6
2 1 1 -2 2 3
c=11 23|, D=1 -1 2
4 0 2 3 1 4

5. Prove que se A, B e C sdo matrizes 3 x 3, entdo (AB)C = A(BC), A(B +
C)=AB+ ACe (A+B)C=AC+BC.
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6. Considere as matrizes:

0 =z vy r y+z 1
A=|—-2 0 =z e B=|y z+2z 1
-y —z 0 z v+y 1

Escreva uma linha das matrizes acima como combinacdo linear das outras
linhas e também uma coluna como combinacdo das demais colunas. Conclua

que det A = 0 e det B = 0 para quaisquer z,y, z € R.

7. Verifique quais matrizes do exercicio 2 sdo invertiveis. Neste caso, encontre

sua inversa.

8. Determine o vetor (z,y, z) de modo que a matriz A seja ortogonal e det A <
0, onde
1/v/3 1/v/3 —1/V3
A= T y z
1/v/6 —2/v/6 —1/v6

9. Seja P o paralelogramo no plano com vértices nos pontos A = (¢, o), B =
(x1,71) e C' = (x9,y2). Prove que

Tro Yo 1
Area P =det |z, y; 1
Ty Y2 1

10. Um sistema é homogéneo se é da forma:
ar+by+cz=0
asT + boy + coz =0
asr + b3y +c3z2 =0
Mostre que os vetores (aq, by, c1), (az, be, c2) € (as,bs,c3) sdo L.I. se, e so-

mente se, z = y = z = 0 & a Gnica solucdo do sistema.

11. Verifique que o determinante da matriz

1 1 1
xr Yy =z
22 2 22

é (z—y)(z—x)(y—x). Conclua que as linhas da matriz sdo LI, se e somente
se, T,y e z sdo trés nameros reais distintos. Uma matriz da forma acima é

chamada matriz de Vandermonde do tipo 3 x 3.
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12. Sejam A e B duas matrizes 3 x 3. Prove que (AB)T = BT AT e conclua

que se A é invertivel, entdo A7 & invertivel e (A7)~ = (A~1)T.

13. Sejam A e B duas matrizes 3 x 3, sendo B invertivel. Prove as afirmacdes

abaixo:
(a) det(AA) = A3det A, para todo A € R.
(b) det B! = —

~ detB’
(c) (B Ht=8.
(d) det(B'AB) = det A.
(e) det(BT AB) = det A, se B & ortogonal .
(f) (B'AB)" = B~*A"B, para todo n € N.
(g) Se B é ortogonal, entdo det B = £1.
(h) Se A% = O, entdo A n3o & invertivel.
ap by ¢
14. Seja A= | ay by cy | uma matriz do tipo 3 x 3. O traco da matriz A é

ag by c3
o namero: Tr(A) = a; + by + c3.

Mostre que:

(a) Tr(AB) = Tr(BA).

(b) Tr(C71AC) = Tr(A), se C é invertivel .

(c) Tr(DTAD) = Tr(A), se D é ortogonal .

(d) (Tr.AT)? < 3Tr(AAT) e a igualdade ocorre se, e s6 se, existe A € R
tal que A = \I.

15. Seja A uma matriz 3 x 3 cujos vetores linha u’, v e w . Prove que

[ det A| < [[@[|[[7"|lll@" ]

e a igualdade acontece se, e s6 se, u, v e W sdo vetores dois a dois

ortogonais. Interprete geometricamente este resultado.
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