A RETA NO ESPACO
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16.1 Introducao

Neste capitulo vamos caracterizar analiticamente os pontos de uma reta no
espaco por meio de suas equacdes paramétricas e de sua equacdo simétrica. No
espaco, uma equacdo na forma ax + by + cz = d, que generaliza a equacio de
uma reta ax + by = ¢ no plano, ndo representa uma reta e sim um plano, como

veremos no préximo capitulo.

16.2 Equacoes paramétricas da reta no es-
paco

Sejam A e B dois pontos distintos no espaco e seja r a reta que 0s contém.

Entdo,
: B
Per < existe t € R tal que AP =tAB .
O ponto P pode ser visto como Y/
sendo a translacdo do ponto A ¢ 74
H . B 7
pelo vetor AP | istoé, P = A+ 5

—
AP . Portanto, P € r, se e so-

mente se, existe ¢ € R tal que

/

Assim, a reta r é caracteri- - —~—__

/z? b

zada pela equacio X
T:P:A—%tﬁ; teR,
Figura 16.1: Reta r passando por A e B
chamada equacdo paramétrica da reta » com parametro ¢.
Sejam os pontos A = (a,b,c) e B = (a/,V/,c’) num sistema de eixos
ortogonais OXY Z.
Escrevendo o ponto P em coordenadas, temos que:
P=(z,y,2) €r
— (v,y,2) = (a,b,c) +t(d —a,/ —b,d —¢c), teR
= (z,y,2) =(a+t(d —a),b+t(t) =b),c+t(c —¢c)), teR
— z=a+td—a), y=b+tl'—=>b), z=c+t(d—c), teR.
Isto ¢, P = (z,y,2) € r se, e somente se, suas coordenadas x, y e z
satisfazem as equacBes paramétricas da reta r que passa por A = (a, b, c)



e B=(d,V,d):

z = ¢ + t(d—c

Determine as equacdes paramétricas da reta r que contém os pontos A = W
(1,0,0) e B=(0,1,1).
Solucdo. O vetor E tem coordenadas ﬁ =(-1,1,1).

Logo,

r=1+1t(-1) r=1-t
r:q y=0+¢t1) ; teR ,ouseja, 7r:q y=t ; teR
z=0+1(1) z=t

s30 as equacdes paramétricas da reta 7.

Seja P, = A+ tﬁ um ponto da reta r que passa pelos pontos A e B.
Temos

d(A,P,) = |t|d(A,B) e d(B,P)=|1-tld(A B).
Logo, P, pertence ao segmento AB se, e sé se,
d(A, B) = d(A, P) +d(P,, B) = (It| + |1 — t)d(A, B),
ou seja, |t| + |1 —t| = 1. E facil verificar que isto ocorre se, e s6 se, t € [0, 1].
Neste caso, P, é o ponto do segmento orientado AB que o divide na razdo
L Entdo, AB = {A+tAB ; t € [0,1]}. Além disso, {4+t 4B ;¢ > 0}
é o conjunto dos pontos da semirreta AE e {A+ tfﬁ); t< 0} & o conjunto
dos pontos da semirreta de origem A oposta a semirreta AB.
r b A b L
t<0 A telo,1] B t>1
Figura 16.2: Posicio do ponto P na reta r
I

Encontre o ponto do segmento orientado AB que o divide na razdo 1/2, RExpmpLO 2
onde A=(1,0,2) e B=(—1,2,1).
Solucdo.  Temos AB = (—2,2,—1). Entdo, o ponto P = A + t AB,
t € [0,1], divide o segmento AB na razdo 1/2 se, e s se, %t = % Ou seja,
U=1—1<=3t=1c=t=1/3. Assim,

3 A 1S



UNIDADE 16 EQUAGOES PARAMETRICAS DA RETA NO ESPAGO

1 1 25
P = (17072)+§(_2727_1) - (g:g 7)
é o ponto do segmento AB tal que d(P, B) = 2d(P, A).

- . = 4
DEFINICAO 1 Dizemos que um vetor v # 0 é paralelo a uma reta r quando, para
quaisquer dois pontos A e B de r, o vetor AB" & miltiplo de "

Assim, um ponto P pertence Z
a reta r que passa por A e é para-
lela a0 vetor v se, e somente se,
existe ¢ € R tal que 1@) =10,
ou seja,
r:P=A+tv; teR.
Em termos de coordenadas,
se A= (a,b,c)e v = (e, B,7),
as equacdes paramétricas de r
s30: Figura 16.3: Vetor v’ paralelo a reta
= a + ot
r:<y =0>b 4+ pt; tekR.
z = ¢ + ot

O :
EXEMPLO 3 Determine se os pontos P = (1,1,1) e @ = (0, —1,0) pertencem a reta r

que passa pelo ponto A = (1,1, —1) e & paralela ao vetor v = (1,2,-1).
Solucdo. As equacdes paramétricas da reta r sdo:

r=1+1
r:Q y=1+2t ;teR.
z=—-1-1

Logo, P = (1,1,1) € r se, e somente se, existe ¢ € R tal que
(1,1,1) =(1+¢,1+2t, -1 —1),
isto &, se, e somente se, existe t € R que satisfaz as trés identidades
1=14t1=142tel=-1-1t,
Das duas primeiras, obtemos ¢ = 0, e da terceira, t = —2, uma contradicdo.
Portanto, P & r.
Analogamente, @) = (0, —1,0) € r se, e somente se, existe ¢ € R tal que
(0,-1,0) = (1 +¢t,1+2t, -1 —1),

S
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isto &, se, e somente se, existe ¢ € R que satisfaz, simultaneamente, as identi-
dades
O0=1+¢t, —-1=1+42t e 0=-1-t,
Da primeira identidade, obtemos t = —1, valor que satisfaz as outras duas
identidades. Portanto, Q € r.

Sejam ry = {A+tv ;t € R} ery, = {B+sw ;s € R} duas retas no
espaco.

As retas r; e ro podem ser coplanares ou ndo. Se r; e ry ndo s3o coplanares,
dizemos que ela sdo reversas. Neste caso, r; N7y # 0. Se elas sdo coplanares,
r1 e ro podem ser:

(1) coincidentes: r; = ry;

(2) paralelas: r; Nry = @;

(3) concorrentes: r; N ry consiste de um Gnico ponto.

As retas r e ry s3o: PROPOSICAO 2

(a) coincidentes se, e s6 se,

e w’ sdo miltiplos e B € r; (ou A €ry);
v ew s3

v
e w’ sdo miltiplos e B ¢ r (ou A & ry);
vew

(b) paralelas se, e s6 se,

e
W n

(c) concorrentes se, e s6 se,
v

ndo sdo miltiplos e r1 Nry # & ;

(d) reversas se, e s6 se, e 50 sdo multiplos e ri N1y = &

Suponhamos que os vetores v’ e w ndo nulos sio maltiplos, isto &, que DEMONSTRACAO

existe A € R — {0} tal que w = \v".

i - W A RRl
Consideremos os pontos A’ € r1 e B’ € ry taisque AA" =v e BB =w'.
Entdo, BB" = ) \AA".
i —— T
Suponhamos também que B € 1. Seja ¢ty € R tal que AB =ty AA" . Se
—_— =
P é um ponto da reta ry, entdo BP = tBB’, para algum t € R. Portanto,

P € rq, pois

b ; - > > > : —
AP = AB + BP =ty AA" +tBB =ty AA" + MAA" = (ty+ At)AA" .

Assim, r; C ry. Logo, 1 = 1s.
Se B ¢ ry, entdo A, A’ e B sdo pontos ndo colineares. Seja 7 o (nico plano
: — = — o
que os contém e seja C' o ponto tal que AC' = BB’ . Como BB’ = MAA",
_> H .
segue que AC' = M AA" . Portanto, o ponto C pertence a reta r; e é diferente
. = .
de A, pois AC' = BB" # 0. Assim,

5 v L



UNIDADE 16 EQUAGOES PARAMETRICAS DA RETA NO ESPAGO

— —
rm={A4+tAC ;teR} e r={B+sAC ;scR}.
—
As retas r1ers nao se intersectam. De fato, se existesse P tal que AP =

tAC eBP —SAC teriamos
AB = AP 4+ PB = (t — $)AC — Ber,

uma contradic3o.

As retas r| e 1o sdo coplanares. Com efeito, um ponto P pertence ao plano

T se, e s se, existem s,t € R tais que

\
>

AP =sAB +tAC .
— — — —
Se P €ry, entdio AP =ty AC =0-AB + 1ty AC , para algum t; € R.

Logo, P € 7.

Se P € ry, existe t; € R tal que ﬁ) = t1A~C’_). Assim, A~15> = A—§> +
W =1- Z? + tlm, e, portanto, P € m. Como ry e ro sdo coplanares e
ndo se intersectam, obtemos que 1 e 75 sdo retas paralelas.

Provaremos agora que se 1 e 73 sdo coincidentes ou paralelas, entdo e
w’ s3o maltiplos.

Se rl =1y, entdo B, B’ € e, portanto eX|stem to,t1 € R tais que AB =
tov” eAB’ — ;0. Logo, BB = BA —|—AB’ = —t0 + 1,V = (tl—to)ﬁ,
isto &, W = ﬁ) e U’ sdo maultiplos.

Se r1 e 1y sdo paralelas, existe um anico plano m que as contém.

Seja C' o Gnico ponto do plano
A./
o —
7 tal que BC' = v = AA". /
Suponhamos que os vetores 7 = A
= —_— ) r
BC" e w’ = BB’ nio sdo malti- /
plos. Entdo, os pontos B, B’ e C
ndo sdo colineares e ™ é o (nico /
B
plano que os contém. Como A €
2
7, existem %y, s € R tais que /
BA" =1,BC" + 5,BB".
_ — e
Sejam o ponto P = A+1tyBC = A+1tyAA" pertencente a r1 e o ponto
Q = B+ sy BB’ pertencente a ro. Sendo PQ = AB' + s BB +t,BC =
—> i
O , obtemos que P = (). Logo, r1 Nry # &, uma contradicdo. Provamos,

assim, que se r, e 7o s3o paralelas, entdo v’ e W

Figura 16.4: Retas r1 e rp paralelas no plano 7

sdo miltiplos.

Se r, e ro 30 concorrentes ou reversas, entio U’ e W h3o $30 malitplos.



A RETA NO ESPACO

De fato, se v’ e w’ fossem maultiplos, teriamos, pelo provado acima, que r; e
ro seriam coincidentes ou paralelas.

E reciprocamente, se v e W ndo sdo maltiplos, entdo r; e ry sdo concor-
rentes ou reversas, pois, caso contrario, y e ry seriam coincidentes ou paralelas

e pelo, provado acima, v’ e W’ seriam maltiplos.

Considere as retas 1 = {A-l—tfﬁ); teR}ery= {O-I—SC’—D); s € R},
onde A= (2,3,1), B=(1,2,3), C=(4,2,1) e D = (6,4, —3) . Verifique se
as retas sdo coincidentes, paralelas, concorrentes ou reversas.

Solucao. Temos ﬁ =(-1,-1,2) e C'—D> = (2,2,—4). Como C'—D> =
—2@, o0s vetores E e C’—D) sdo maltiplos. Logo, pela proposico 2, r; e ry
sdo coincidentes ou paralelas. Vamos verificar agora se o ponto C' = (4,2, 1),
pertencente a 1o, pertence ou ndo a reta r;. Suponhamos que C € ry. Entdo,
existe t € R, tal que
(4,2,1) = (2,3,1) + t(—1, —1,2)

e 4=2-12=3—1=1+2

e t=-2t=1let=0,
uma contradicdo. Logo, C' ¢ 1, e, portanto, 71 e ry sdo paralelas.

Seja r a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B=(0,1,1) eseja S
a superficie definida pela equacdo S : z = 22 + y?. Determine os pontos de 7
pertencentes a S.

Solucao.
—>
Como AB = (—-1,1,1), a z
equacdo paramétrica da reta r
é: 2
—
r:P=A+4+tAB ; teR,
ou seja,
r=1—-t
r:q y=t ;teR. z 7
z=1

Figura 16.5: Interse¢do r NS = {P1, P>}

[N
ExXEMPLO 4

[N
ExXEMPLO 5

=N
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UNIDADE 16 EQUAGAO SIMETRICA DA RETA NO ESPAGO

Entdo, P € r N S se, e somente se, as coordenadas de P satisfazem as

equacdes paramétricas de r e a equacdo de S simultaneamente.

Como
Per< P=(1-tt1),
para algum t € R, temos que:
P=(1-ttt)eS <= t=(1—-1t)>+1¢
= t=1-2t+t*+1?
— 22 -3t+1=0

= 1=} (3+V5-79)

<— t=1ou t=

DO | =
N =

1
Temos, portanto, duas solucdes: Py = (0,1,1) e P, = 3

LOgO, rnsS = {Pl,PQ}.

)

— NI

).

16.3 Equacao simétrica da reta no espaco

Consideremos as equacdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto
A = (a,b,c) e é paralela ao vetor v = (e, B,7):

r=a+at
r:q y=b+pt; teR.
z=c+1

Quando as trés coordenadas do vetor direcdo v’ sdo diferentes de

zero, podemos colocar em evidéncia o pardmetro t em cada uma das equacdes:
T —a —b z—c
t= =12 e 4= .
o g v

Portanto, P = (z,y,2) € r se, e somente se, as coordenadas de P satisfa-

Zem:

Esta expressdo é chamada equacdo simétrica da reta r.

Quando a reta r é dada por dois de seus pontos A = (a,b,c) e
Ty
B = (d,V,d), o vetor v = AB = (@' — a,b — b, — ¢), paralelo a r,

S
/]
e
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tem suas trés coordenadas n3o nulas se, e somente se, os pontos A e B nio
pertencem a um plano paralelo a um dos planos coordenados (isto é, @’ # a,
bV #£bed #c).

Neste caso, podemos expressar a reta r por meio de sua equacdo simétrica:
r—a _y—b z-c

r = = )
5 a—a bV-b d—-c
Atenciol!

Se a reta r é paralela a algum dos planos coordenados, entdo ela ndo pode

ser representada por uma equacdo simétrica.

Determine, caso seja possivel, a forma simétrica da equacdo da reta r que
passa pelos pontos dados.
(@) A=(1,2,3) e B=(4,4,4).
(b) A=(1,0,1) e B=(1,2,3).
Solucao.

(a) Como o vetor AB = (3,2,1) tem todas suas coordenadas diferentes
de zero, a reta r pode ser expressa pela equacdo simétrica:

z—1 y—2 z—3

T = = ,
3 2 1

ou seja,

r—1 y—2
T T = 3 =z—3.

—) A
b) Como o vetor AB = (0,2,2) é paralelo ao plano 7y 2, pois tem a
) )
primeira coordenada igual a zero, a reta r ndo pode ser representada por uma
equacdo simétrica.

As equacdes paramétricas de r sdo:

r=1 r=1
r: =0+2t;teR, ou seja, rig y=2t teR.
z=14+2t z=14+2t

1-—
Neste exemplo, observe que o vetor o° = (0,1,1) = §AB é também

paralelo a reta r. Portanto,

rz=1
r:{ y=t ;o teR.
z=1+1

sdo também equacdes paramétricas para a mesma reta r.

[N
EXEMPLO 6

2N
in %



UNIDADE 16 EXERcIcIOS
e

EXEMPLO 7 Considere a reta r; que passa pelo ponto A = (1,0, 1) e é paralela ao vetor
W =(2,3,—1) e a reta
3r—6  2y+4  —z+3

T9 .
9 2 2
Verifique se as retas r; e 7, sdo coincidentes, paralelas, concorrentes ou

reversas.

Solucdo. A reta r, pode ser escrita na forma simétrica

x—2 +2_z—3
3 JTeT T

To ©

paralelo a 5.

w e v ndo sdo maltiplos, pois

Logo, B = (2,—2,3) é um ponto da reta r; e v = (3,1, —2) & um vetor

o (]3] 2 -1 |2 3

err= (‘1 —2|’ ‘3 —27[3 1

= <_57 ]-7 _7> 7£ (07 070) .
r1 € Iy S30 concorrentes ou reversas.
Seja P = (1,0,1)+1¢(2,3,—1) = (1+2¢t,3t,1 —t) um ponto de r;. Entdo,
P € 1y se, e 50 se, existe t € R tal que
14+2t—2 30— 1—_t2—3.

= 3t+2, obtemost = —1. Mas, como 3t+2 = —1 #

Como

)

Pela identidade 2t -1

1—t-3
-2
Logo, 7, e 1o sdo retas reversas.

% , segue que ndo existe t € R tal que P = (1+2¢,3t,1—1t) € rs.

16.4 Exercicios

1. Determine equacbes paramétricas e simétrica, caso exista, da reta r que:
(a) passa pelos pontos A = (1,2,3) e B = (4,5,6).
(b) passa pelo ponto C'= (2,2,4) e & paralela ao vetor W = (1,2,0).
(c) passa pelos pontos A = (2,4,6) e B = (3,4,5).
(d) passa pelo ponto C' = (3, —1,4) e é paralela a0 vetor u* = (—1,2,3).

2. Encontre o ponto de intersecdo da reta r com o plano 7, onde r é a reta
que passa pelos pontos A = (3,2,1) e B = (4,1,2) e 7 é o plano vertical

10
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que contém os pontos C' = (3,4,5) e D = (2,2,6).

3. Considere as retas rlz{A—l—tZ—é);teR}, 7“2:{C’+t6'—D>;t€R},
ry = {E+tEF :t € Ry ery = {G+1GH ;t € R}, onde A =
(1,1,1),B = (3,4,2),C = (3,4,5),D = (=7,—10,-7),E = (1,1,0) e
F = (—4,-6,—6).

Verifique se as retas r; e 75, @ # j, 1,5 = 1,2,3,4, sdo coincidentes, parale-
las, concorrentes ou reversas.

4. Seja P um ponto do segmento AB tal que d(P, A) = 3d(P, B). Obtenha o
—
pardmetro ¢ de modo que P = A+tAB . Se A= (1,3,1) e B=(6,8,2),
encontre o ponto P.

5. Sejam A, B e C' trés pontos n3o colineares e um ponto P pertencente ao
segmento AM tal que d(A, P) = 4d(P, M), onde M é o ponto médio do
segmento BC'. Encontre t, s € R tais que

P=A+ tﬁ + SX—CT> .

Determine o ponto P quando A = (1,0,1), B=(2,3,4) e C' = (1,4,2).

6. Considere as retas ( = {A—H&Zﬁ; teR}er= {C’+tC’—D>; t € R},
onde A = (5,1,2),B = (9,0,1),C = (4,1,3) e D = (—2,2,6). Mostre
que as retas se intersectam em apenas um ponto P. Esse ponto P pertence
ao segmento AB e\ou ao segmento C'D?

7. Verifique quais pares de retas r e s sdo coincidentes e quais sio paralelas,
onde:

@) r:{(t,t+1,2t);teR}yes: {(—t,—t+2,—2t+1);t € R}.
(b)7“:{(4t—|—4,2t+3,—2t);tGR}eszgzy—lz—z—FQ.

3z — 3

() r:{(6t—82+4,-2t+3);t€R} e s: =

=y—1=—=z.

8. Obtenha a equacdo paramétrica da reta s que passa pelo ponto P =
r+6 —y—2 4-3z2

8 9

(5,0,—3) e & paralela a reta r :

9. Encontre a equacdo simétrica da reta r que contém a mediana AM do
tridngulo ABC, onde A = (—2,3,1),B=(1,6,3) e C = (—1,5,1).

1 vy D
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

SeJa r a reta que passa pelo ponto A = (2,1, 3) e é paralela ao vetor
= (1,2,4). Quais dos pontos P = (1, —1)e @ = (4,5, 8) pertencem

aretar?

Considere os pontos A = (3,1,4), B = (6, —1,2)e C = (0, 3,2). Determine

o ponto de intersecdo da reta r que passa pelos pontos A e B com o plano
7 paralelo ao plano mx 7 que contém o ponto C.

Sejam A, B,C' e D quatro pontos distintos de uma reta r. Prove que
o e
r={A+tAB ;te R} ={C+sCD , s € R}.

Um conjunto C é convexo quando o segmento de reta que liga dois pontos
quaisquer de C estd contido em C. Mostre que a bola aberta B(A,7) e a

bola fechada B[A,r] de centro A e raio r sdo conjuntos convexos.

Sejam 71 e ry duas retas no espaco que se cortam no ponto P. Sejam
A, B,C e D quatro pontos distintos, diferentes de P, tais que A, B € r;
e C, D € ry. Suponha que A pertence ao segmento PB e (' pertence ao
—> —
segmento PD. Mostre que o vetor AC" é paralelo ao vetor BD se, e s6
IIPA | _ [IPC]
HPB I [I1PD]

Sejam 1y = {A+tv ;t € R} e s = {B+tw ;t € R} duas retas no
espaco. Prove que:

= o
(a) r =sse esése, AB e v sio matiplos de i’

: e
(b) 7 || s se, e s6 se, v e w’ sdo matiplos , mas AB" n3o é maltiplo de v”
: 7 .
(c) r e s sdo concorrentes se, e s6 se, v e w’ n3o s3o mitiplos e AB" &

combinacgo linear de v” e w'.

—
(d) 7 e s sdo reversas se, e s6 se, 7,17 e AB sdo L.l.

12
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