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17.1 Introducao

Um dos axiomas da Geometria Euclidiana Espacial & que "dados trés pon-
tos ndo colineares, existe um e apenas um plano que os contém". Neste capi-
tulo vamos caracterizar analiticamente um plano por meio de suas equacdes

paramétricas e de sua equacio cartesiana.

17.2 Equacoes paramétricas do plano no es-
paco

Sejam A, B e C trés pontos n3o colineares no espaco e seja m o plano que
os contém. Entdo, pelo Teorema 20 do Capitulo 13
P € m <= existem s,t € R tais que AP = sAB —i—tAC’

Isto é, P € 7 se, e somente se, satisfaz a seguinte equacdo paramétrica do

plano
_—
P=A+sAB +tAC ; s,teR.

A equacgdo paramétrica de uma reta é determinada a partir da variacdo
de um pardmetro (t € R), enquanto a equagdo paramétrica de um plano é
caracterizada pela variacdo de dois pardmetros (s,t € R). Por isso dizemos que

a reta &€ unidimensional e o plano é bidimensional.

Consideremos os pontos A = (a,b,c), B = (d/,V/,c) e C = (a",b", ")
num sistema de eixos ortogonais OXY 7.

Substituindo as coordenadas dos pontos P = (x,y,z2) e A = (a,b,c) e dos
— —

vetores AB = (a'—a,b/ —b,d —c) e AC" = (" —a,b’—b, " —c) na equagdo

paramétrica do plano 7, obtemos que:

(x,y,2) = (a,b,¢c) + s(a' —a,b/ — b, —c)+t(a" —a, b/ —b" —c); s, t €R.

Ou seja, as equacdes parameétricas do plano 7 sdo:
r = a + s(d—a) + t(d —a)
gy = b + s—=b + t("—-b); stelR.
z = ¢ + s(d—¢c) + t(" -0
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Determine as equacdes paramétricas do plano 7 que contém os pontos
A= (1,0,0), B=(1,1,0)e C =(0,0,1).
— —
Solucdo. Temos AB = (0,1,0) e AC" =(—1,0,1). Logo,

r=1+0s+ (—1)t r=1-—t
T y=0+1s+4 0t ;5,0 €R, ouseja, m:¢ y=s ;o s, teR.
z2=0+0s+1¢ z=1t

s3o0 as equacdes paramétricas do plano 7.

Obtenha, caso exista, o ponto onde o plano 7, que passa pelos pontos
A=(1,2,3), B=(2,3,1) e C' =(3,2,0), intersecta o eixo—0Z.
Solucao. Determinemos, primeiro, as equacbes paramétricas do plano .
— — . L.
Como AB = (1,1,-2) e AC' = (2,0,—3), as equa¢des paramétricas do

plano 7 sdo

r=1+s+2t
T y=2+s ; s, teR.
z2=3—2s— 3t

O ponto da intersecdo de m com o eixo—(OZ deve ser um ponto com a
primeira e a segunda coordenadas iguais a zero. Isto &,
r=14+s+2t=0
y=2+s=0.
Da segunda equacdo do sistema, vemos que s = —2. Substituindo este

. ) —1-(-2) 1
valor na primeira equacdo, obtemos t = —————% = —.

2
Portanto, Py = (0,0,3—2(—2) -3 <%)> = (0,0,%) é o ponto de
intersecdo de m com o eixo-OZ.

P=(z,y,z) emn eixo—OZ(z){

. g
Dizemos que o vetor U # 0 é paralelo ao plano 7 quando, para qualquer
ponto P € 7, a reta r que passa por P e é paralela ao vetor v esta contida

no plano .

_>
Se v’ # 0 é um vetor paralelo ao plano 7, entdo o vetor A\v” é paralelo a
7 para todo A € R — {0}.
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A proposicdo abaixo nos dd maneiras equivalentes de verificar se um vetor

é ou ndo paralelo a um plano.

PROPOSICAO 4 Seja 7 o plano que passa pelos pontos n3o colineares A, Be C e ¥’ um
vetor ndo nulo. Ent3o, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) v é paralelo ao plano 7.
(b) Se?:wePEm entdo ) € .

(c) v’ & combinacdo linear de AB e AC .

—
DEMONSTRACAO (a) = (b) Se v” é paraleloa 7 e v" = PQ’, com P € m, entdo Q € ,

! —_—

pois o ponto () pertence a reta que passa por P e é paralela ao vetor U) = PQ .

(b) = (c) Seja v = PQ’, onde P e Q sdo dois pontos distintos de .
Entdo, existem s1,t; € R e 55,15 € R tais que

ﬁzslﬁ—FtlZﬁ € AP\:SQAB>+t2AC>.

Logo,
v =PQ =PA +AQ = -5 AB" —t; AC" + s, AB" +t, AC"
— —
< U—> = (SQ_Sl)AB +(t2—t1)AO .
. : _—
Portanto, v’ é uma combinacdo linear de AB" e AC'.
. — —_— —
(c) = (a) Considere o vetor v" = AAB + p AC" e P um ponto de 7.
o s e
Sejam sq,to € R tais que AP = sg AB + 1ty AC er = {P+tv_>; t€R}a
reta que passa por P e é paralela ao vetor v,

Seja @ =P +¢ v’ um ponto da reta r. Entdo, Q € T, pois

AQ = AP + PQ = AP +17 = 50 AB + 1y AC +t(\AB + uAC")

— AQ = (so+ M) AB + (to + ut) AC .

Em particular, os vetores ndo colineares ﬁ e ﬁ sdo paralelos ao plano
7. Com isso, vemos que um plano 7 & determinado se conhecermos um ponto
pertencente a 7 e duas direces ndo colineares paralelas a 7.

Assim, a equacao parameétrica do plano 7 que passa por A e é paralelo
T

aos vetores n3o colineares e v_> é

T:P=A+su +tv; steckR.

Escrevendo em coordenadas, A = (a,b,¢), @’ = (o, 3,7), v = (., 5',7)
e P=(x,y,z), obtemos as seguintes equacdes paramétricas de m:
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r = a + as + o't
Ty = b + fBs + ['t; s teR.
2 = ¢ + vs + At

Encontre as equacdes paramétricas do plano 7 que passa pelos pontos A =
(1,1,1) e B = (1,0,1) e é paralelo ao vetor Zﬁ} onde D = (2,0,1) e
E =(0,0,2). Verifique se os pontos D e E pertencem ao plano .

Solucao. O vetor ﬁ = (—2,0,1) é paralelo ao plano 7, por hipétese, e o
vetor ﬁ = (0,—1,0) também é paralelo ao plano 7, pois A, B € .
Como AB x DE — (—1,0,—2) # (0,0,0), os vetores AB e DE nio

sdo colineares. Logo,

r=1-2t
TS y=1—s ; s,teR,
z=1+1

sdo equacdes paramétricas do plano 7.

Suponhamos que D = (2,0,1) € m. Entdo, existem s,t,€ R tais que
1-2t=21—s=0el+t¢=1. Da primeira equacgdo, obtemos ¢t = —1/2,
e da terceira, t = 0, uma contradi¢do. Logo, D ¢ 7, e portanto, E ¢ m, pois
H .

DE é paralelo ao plano 7.

Consideremos a reta r = {A + tu it e R} que passa pelo ponto A e é

w, e o plano T = {B—l—AF)—F,uE);)\,,uG]R} que passa

v ew.

paralela ao vetor
pelo ponto B e é paralelo aos vetores ndo colineares
Sabemos, da Geometria Euclidiana Espacial, que ha trés possibilidades para
a posicdo relativa entre a reta r e o plano 7: r C 7w, rN7m = & e r N7 consiste
de um dnico ponto.
Vamos caracterizar analiticamente estas trés possibilidades na proposicio
abaixo.

Sejam a reta r e o plano 7 dados acima. Ent3o:
W & combinacdo linear de 0" e ' e A € .

(b) N7 = @ se, e s6 se, u’ & combinacio linear de 7" e 0’ e A ¢ 7.
(c) rnm = {P} se, e s6 se, u nido é combinacdo linear de v e w
U>, v e w sdo Ll

(a) r C 7 se, e s6 se,

. isto &,

[N
EXEMPLO 3

PROPOSICAO 5

2N
in %



UNIDADE 17 EQUAGOES PARAMETRICAS DO PLANO NO ESPAGO

Sejam C, D e E pontos tais que v’ = BC ,17 = BD eu = BE . Como

v’ e W sdo paralelos ao plano 7 e B € 7, segue que C, D € .

DEMONSTRACAO
Suponhamos que ' é combinacio linear de ©° e w’. Entdo, existem
Ao, o € R tais que
— BE =\ BC +uBD (17.1)
Logo, pelo Teorema 20 do Capitulo 13, £ € 7.
Se, além disso, A € T, eX|stem A, f € R tais que
BA — )\1 BC’ + 1 BD (17.2)
Seja P=A+tu = A+tBE um ponto de . Entdo, como Z—P—> = tﬁ),
temos, por 17.1 e 17.2:
BP = BA + AP = M\ BC + uu BD + t(A\¢ BC' + o BD')
— BP =\ +tA)BC + (w1 + tuo)BD .
Assim, pelo Teorema 20 do Capitulo 13, P € 7 (Figura 17.1).

) y}‘ g 5 A

,jr ‘
7r- a B\{;’? i = a B\F‘;??

Figura 17.1: r C Figura 17.2: 7 || =
Suponhamos agora que A ¢ 7. Seja F' um ponto qualquer de r. Entdo, pela
Proposicdo 2 do Capitulo 16, r = {F' +tu it € R}. Logo, se I pertencesse
a 7, teriamos, pelo provado acima, que r C 7, uma contradicdo, pois A ¢ .
Provamos, assim, que se u’ é combinacio linear de v” e w’, entdo r C ,
caso Aem ernNm=g, caso A ¢ 7 (Figura 17.2).

T T ew

Finalmente, suponhamos que u e w” sdo LI. Ent&o, existem g, \, u € R

tais que

BA =t BE + \BC" +uBD". (17.3)
Seja P=A—1tyBE . Entdo, Pere

BP = BA + AP =t,BE +ABC + uBD —t,BE
— BP =ABC +uBD = Penr.

n
%
<

(@)}
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. . e
Ouseja, PemnNr. Seja@Q = A+tBE um pontoder. Se Q € ,
existem §,v € R tais que

BQ =6BC" +~BD'".
Logo, BA" = BQ ' +QA = —t BE 4§ BC" +~BD’. Por 17.3, obtemos
que —t =ty, d = X e v = pu, pois todo vetor se escreve de forma Gnica como
—
combinac3o linear de trés vetores LI. Ou seja, Q = A—ty BE = P.

Provamos, assim, que se w, 7

v’ e W sdo LI, entdo rNm con- a4

siste de um Gnico ponto (Figura y /_} pE

17.3). /A g z DM
Reciprocamente, se r C m, PL”:E il >

entdo A € me u’ é combinacdo ™ v

linear de v e W', pois, caso c

contrério, pelo provado acima,

rAT =0, se A¢ Teu é

combinacgo linear de v” e w’, Figura 17.3: r A7 = {P}

ou r N consiste de um (nico

ponto, se u’ n3o é combinac3o linear de v” e w’. De modo analogo, podemos
w & combinacdo linear de 07 e W',

e se r N7 consiste de um tnico ponto, entdo W, U ew

mostrar que se T Nm = &, entdo A ¢ 7 e
sdo LI.

Em particular, se uma reta r é paralela a um plano 7 ou estd contida num

plano 7, entdo todo vetor paralelo a r é também paralelo a .

Seja r a reta que passa pelos pontos A = (1,2,5) e B = (3,1,0) e 7 0
plano que contém o ponto C' = (3, —2,5) e & paralelo aos vetores v = (1,1,1)
ew = (0,—3,—7). Verifique se r C m, rN'7w = & ou r N7 consiste de um
{inico ponto.

Solucdao. O vetor A~§> = (2,—1,—5) é paralelo a reta r. Vamos verificar se
w & combinacdo linear de ©” e ', isto &, se existem s,t € R tais que
(2,—1,—5) = (1,1,1) + 5(0, =3, —7)
<— 2=t ,—-1=t—3se —5=t—17s.
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Como t = 2 e s = 1 satisfazem 3as trés equacdes, segue que =20 +w

e, portanto, ué combinacdo linear de Ve w.
Além disso, A € 7 se, e s0 se, existem t, s € R tais que
CA =17 +50 <= (~2,4,0) = (1, 1,1) + 5(0, —3, —7)
<— 2=t4=1—-35e0=t—7Ts.
Pelas duas primeiras equagdes, t = —2 e s = (t — 4)/3 = —2. Mas, como
t—T7s =—2+14 = 12 # 0, obtemos que A ¢ 7. Logo, pela proposicdo 5,

r N = &, ou seja, r € uma reta paralela ao plano .

Considere a reta r que passa pelo ponto A = (1,1, 1) e & paralela ao vetor
w =(2,1,3) e o plano 7 que passa pelo ponto Py = (0,2,1) e é paralelo aos
vetores 07 = (1,1,2) e w’ = (3,1,2). Decidaser Cm, rNm =@ ournNm

consiste de um dnico ponto.

Solucdo. Como v x w = (0,4,—2) e (W, 0" X W) =4—6=—2+0,
segue que os vetores w, v ew sdo Ll Logo, pela Proposicdo 5, N7 consiste

de um dnico ponto P.
Sejam t,s,k € R tais que P = (1,1,1) +¢(2,1,3) e P = (0,2,1) +
s(1,1,2) + k(3,1,2). Logo,
(1,1,1) +¢(2,1,3) = (0,2,1) + s (1,1,2) + % (3,1,2)
e —#(2,1,3)+5(1,1,2) + k(3,1,2) = (1,—1,0)

—2t+s+3k=1
= —t+s+k=-1
—3t+2s+2k=0.
Resolvendo o sistema, obtemos t = —2, s = —3 e k = 0. Portanto,

P=(1,1,1)-2(2,1,3) = (—3,—1,—5) é o ponto de intersecdo da reta  com

o plano 7.

Sabemos, da Geometria Euclidiana Espacial, que dois planos 7 e 7’ podem
ser:
e coincidentes: m = 7’;
e paralelos: TN7' = @;
e concorrentes: ™ N« € uma reta.

A proposicdo abaixo caracteriza analiticamente estas trés possibilidades.
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Sejamm = {A+tu +sv ;t,s €R}en = {A’—i—tu —I—Sv ;t,s € R} PROPOSIGAO 7
dois planos no espaco. Entdo,
%

= . .
(@) m =7 se, e sé se, u' e v sdo combinacdes lineares de wev eA €.
— - . " i
(b) N7’ = O se, e s6 se, ' e v sdo combinacdes lineares de Wev e
A ¢ .

— —
(c) 7N’ & uma reta se, e s se, v, v e W sdo Llou v, u' e, v sdo L.

N DEMONSTRAGAO

Suponhamos que 17 e v
sio combinaces lineares de u’
e . Entdo, existem A1, p,
A2, 2 € R tais que

—
T =N T
u 1u M1V (174)

! :)\2?'1‘,&21}—)

Se A’ € 7, existem tg,s50 € R Figura 17.4: (a) m = 7/
tais que AA” = touw + so U .
_ — -
Seja P=A' +tu’ + s um ponto em 7. Logo,
_>
AP AA’ —|—A’P =toU + o0 +tu + sv
— AP —toW + 500 + MU + p0) + s(AW + pp07)
T — —
<— AP = (t() + 1t + 8/\2)u + (80 +tu + SMQ)U

Ent3o, P € w. Provamos,
assim, que 7 C 7. Portanto,
m =" (Figura 17.4).

Suponhamos agora que A" ¢
7. Queremos provar que 7 N
7w’ = @. Suponhamos que ex-

ista um ponto B que pertenca

aos planos 7 e n’. Pelo provado

acima, teriamos Figura 175 (h)7rmr =g
r={B+tu +sv ;t,scR}en —{B-i—tu +SU i t,s € R}.
Como A’ € 7/, existem s1,t; € R tais que

— — —
A'B =tiu + 510
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Mas, por 17.4, teriamos

—
A'B" = (tih + s1ho) W + (tupn + sipi2)0 = A' €,

uma contradicdo. Logo, m N7/ = &, isto é, m e 7’ sdo planos paralelos.
. — N - .
Finalmente, suponhamos que u/, % e W sdo vetores LI. Entdo, existem
Ao, 1o, 0o € R tais que
— —

v o= )\ou/ -+ ILL()? + 6() ’U—> .
. — )
Consideremos o vetor W' = —X\u/ +v = uoﬁ + 6 v . Como w &

.. - ..
combinacgo linear de v/ e v/ e é combinaco linear de W’ e v, segue, pela

Proposicdo 4, que w é paralelo aos planos 7 e 7. Observe também que
— —
w #0 .

Sejam k,t,s € R tais que .

AA" = ku” +tu + sv”.
_>

Consideremos o ponto P = A’ — ku’ . Entdo, pela Proposicdo 4, P € 7',

Sendo

AP = AN + AP — ki +140 + 50" — k'
— AP =47 + 57
obtemos que P também pertence ao plano 7.

Seja o ponto () tal que W = ]@) Como P e mN e w é paralelo ao
planos 7 e 7', temos, pela Proposicdo 4, que @ € m N 7’. Além disso, @) # P,
pois w =+ 6> Entdo, a reta

r={P+1PQ ;t€R}
esta contida na intersecdo de m
e m'. Precisamos agora mostrar
que 7 N 7' =r (Figura 17.6).

Suponhamos que exista um
ponto R na intersecdo de 7 e
7’ tal que R ¢ r. Neste caso,
PQ e ]ﬁ) seriam vetores nao
colineares e paralelos aos planos

men. Logo, pela Proposicdo 4 Figura 17.6: (¢) 7 N#/ =7

e pelo provado acima, teriamos

e
7={P+tPQ +sPR ;t,sec R} =1,

. . i . -, ) .
uma contradicdo, pois, por hipétese, /" ndo é combinacdo linear de @’ e v”.

10



O PraNO NO EsPAGO

%

. . - o =
Da mesma maneira podemos verificar que se v’ , e v sdo LI, entdo 7N’

€ uma reta.
- Py S A a1 —
Reciprocamente, se m = 7/, entdo v/ e v’ sdo combinac¢des lineares de u

) . , — ~ .
ev e A em, p0|s caso contrario, teriamos que u/ e U’ sdo combinacdes

—> —
lineares de @’ e U eA’@éwouu,U>ev—>sa"loL|ouv’,U>

e v’ sdo LI. No
primeiro caso, pelo provado acima, teriamos m N7’ = &, e no segundo e no
terceiro casos, ™ N 7’ seria uma reta, uma contradicdo.

Lo ~ ~ %
De modo analogo, podemos verificar que se 7 e 7’ sdo paralelos, entdo v’

e v' sdo combinacdes lineares de wev eA ¢ 7, esenm N7 é&uma reta,
—
entdou’ , uw e v sdoLlouv , u e v sdoll

Sejam os planos m = {(1,2,—1) +¢(1,3,1) + s(4,2,2); s,t € R}, my =
{(2,6,1) + t(—2,4,0) + 5(9,7,5); s,t € Ry e my = {(3,1,1) + £(2,1,—5) +
s(5,5,3); s,t € R}. Verifique se os planos m; e my e os planos 7 e 73 sdo
coincidentes, paralelos ou se interseptam ao longo de uma reta. Neste caso,
determine a reta de intersecio.

Solucdo. Sejam os vetores u;’ = (1,3,1) e 0y’ = (4,2,2) paralelos ao plano
T, Uy = (—2,4,0) e vy = (9,7,5) paralelos ao plano 75 e Uy = (2,1,-5) e

o5 = (5,5,3) paralelos ao plano .

Como u;’ X 07 = (4,2,-10), temos que [ﬁ,ﬁ,ﬁ]z(ﬁ,ﬁxﬁ)

(—=2)-444-240-(=10)=0ce [0z, 01, 07] = <1E>,W><v1)—9 4+7
2+5-(—10) = 0. Entao, Uy e Uy $30 combinacdes lineares de 4, e v7’. De

fato, uy’ = 2u; — vy € vy = uy + 201 .

Logo, pela Proposicdo 7, m = m3 ou m Ny = &. Sejam A; = (1,2, —1)
um ponto do plano m, Ay = (2,6,1) um ponto do plano m e A3 = (3,1,1)
um ponto do plano m3. Vamos verificar se A; pertence ou ndo ao plano ms.
Suponhamos que A; pertenca ao plano 7,. Entdo, existiriam ¢, s € R tais que

A = Ay + Lty + 50y
— AA = t@_)—{—sz?
— (—1,—4,-2)=1t(-2,4,0) 4+ s(9,7,5)

—2t+9s = -1
= 4t +7s = —4
58 = —2.
Pela dltima equagdo, s = —2/5. Substituindo na primeira e na segunda
11
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o . . 1+9s 13 —4—17s
equacdes obteriamos, respecitvamente, t = 5 = 1o et = 1 =
3 . - p
—1p uma contradicdo. Logo, A; ¢ 7 e, pela Proposi¢do 7, m; é paralelo ao
plano 7.

Vamos agora analisar a posicdo relativa dos planos m; e ms.
Temos [ug’, uy, 01 ] = (U, a1’ X 017) = 2-441-24(—5)-(—10) = 60 # 0.
Logo, pela Proposicdo 7, m N3 € uma reta r. Sejam A, 1,6 € R tais que
U = Nug +pur + 8o
5=2\+pu+46
— d=A+3pu+2
3=—-bA+pu+29.
Resolvendo o sistema, obtemos A =0 e =0 = 1. Entéo, U3 =y + 0
é um vetor paralelo ao plano 5 e ao plano 7. Portanto, 3’ é um vetor paralelo
aretar.
Sejam agora X, i/, 0" € R tais que
erg) = Nug +puy +08 00
2=2N+p/ +4¢

= —1=XN+3u +2
2=—-bN+u +20.
Resolvendo o sistema, obtemos )\ = —é—;l ey = —% ed = % Logo,

Ag )\ uz = Al + ,U —|— 5/
& um ponto pertencente a m; € a Ty, OU S€ja, B = Ay — Nig = (3,1,1) +

14 208 74 10 .
@(2, 1,-5) = (6—08, 0’ —@> é um ponto da reta r. Assim,

104 37

Sejam @’ e v’ dois vetores ndo maltiplos e A um ponto do espaco. Dizemos,
entdo, que

Ta={A+t7 +sv ;t s R}

?e?

é o plano gerado por que passa pelo ponto A.

Pela Proposicdo 7, my = mas, se ,esése, A enm(Aen), enaNma =2
se,esose, A/ ¢m(Adn).

12
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Seja 7 o plano gerado pelos vetores w e U’ ndo colineares que passa pelo OBSERVACAO 8
ponto A. Se v/ e v s&do vetores ndo colineares paralelos ao plano 7, entdo,
- =5 e —
pela Proposicdo 4, u/ e v' sdo combinacdes lineares de u” e v”. Logo, pela
L ; ] —
Proposicdo 7, m & também o plano gerado pelos vetores u’ e v' que passa por

um ponto B qualquer de 7, ou seja, . .
ﬂ:{A+sU>—|—tv_>; s,t e R}y ={B+su +tv ;steR}

Em particular, um vetor W’ é paralela ao plano 7 se, e somente se, W é
combinacdo linear de @ e ¥’, quaisquer que sejam os vetores u’ e v’ n3o

colineares paralelos a 7.

w’ & perpendicular ou normal a um plano , e escrevemos @’ L w, OBSERVAGAO 9

|

Um vetor
quando @ L ¥’ para qualquer vetor v” paralelo ao plano 7.

Sejam U1’ e Uy’ vetores ndo colineares paralelos ao plano 7. Entdo, w L 7

se, es6se, u Loy ew L iy, pois, pela Observacdo 8, todo vetor paralelo

a 7 € uma combinacio linear de e vy

Logo, como QT X tE) é per-
pendicular a 7 e by, todo
maltiplo do vetor 0 XUy € um
vetor normal ao plano 7.

Vamos mostrar que a recip- £
roca também vale. De fato,

comoﬁm?ezﬁxﬁséove—

tores LI, existem niimeros reais

a, 0 e ~y tais que

v
Sendo (w',07) = (W', 03’) =

Logo, a = B =0, pois o determinante da matriz do sistema
— =
(01", 01") (o1, 02")

(@, or') (v, %)
& igual a |[o1"|?|52']1? — (017, 2)" = [|or" x ©7'|| e &, portanto, diferente de

zero. Assim, U’ = 5(1?> X 17) ou seja, u & maltiplo de o7 x vy’ .

13 vy b



UNIDADE 17 EQUAGOES PARAMETRICAS DO PLANO NO ESPAGO

Provamos, entdo, que w L mse esése u é miultiplo de o X Uy, Em
particular, Wy X Wy e by X Uy sdo maltiplos quaisquer que sejam os vetores

Wy, e W, ndo colineares paralelos a .

OBSERVAGAO 10 Sejam P, um ponto e w’, v’ vetores nio colineares. Entio,

T ={Po+t(@ X V) + A0 +puv ; \,u€R},teR,
é a familia de todos os planos gerados pelos vetores wWev (Verifique !).
Observe que m; = 7y se, e s6 se, t = t' e m; & paralelo a 7y se, e s6 se,
t # t'. Paracadat € R, m; é o plano desta familia que passa pelo ponto
P=PFP+ t(U> X 7) pertencente ad reta r perpendicular a ™ que passa pelo
ponto Fj.

O
EXEMPLO 7 Seja 7 um plano gerado pelos vetores w = (1,2,3) e v o= (4,1,2).

Determine a reta r perpendicular a m que passa pela origem e o ponto P da
reta r tal que {P + tw +sv it s € R} é o plano gerado por o
passa pelo ponto A = (1,1,1).

e U que

~ r
Solucdo. Como ' x v’ =

(1,10, —7), temos, pela Obser- - T

vacdo 9, que r é a reta para- 'Nx _ .
lela ao vetor W’ = W’ X v’ que T i

passa pela origem, ou seja,
r={A\1,10,-7); A € R}.
Pela Observacdo 10,

m = {A(1,10,=7) + £(1,2,3) + 5(4,1,2) ; A, s,t € R}

é a familia dos planos gerados pelos vetores u’ e v”.

of

Figura 17.8: Representacio grafica da situacdo do Exemplo 7

Entdo, A € m) se, e s6 se, existem \,t,s € R tais que
(1,1,1) = (1,10, —=7) + #(1,2,3) + s(4,1,2),
ou seja, se, e so se, existe A € R tal que o vetor A—P; onde Py = (A, 10\, =7X),
é perpendicular ao vetor W’ = (1,10, —7), normal ao plano 7.
Logo, A = 4/150 e portanto, P = Py/150 = (4/150,40/150, —28/150),
pois:

A
" L 14
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(AP, @) =0 = ((1—A\1—10A1+7A),(1,10,-7)) =0
= (1-A) +10(1—10) — 7(1+7A) =0
s 4—150A=0
e A=4/150.

17.3 Equacao cartesiana do plano

Agora vamos aplicar a nog¢do

de produto interno para deter- =

. ~ . <P
minar a equacdo cartesiana de Ae—"
um plano no espaco. i I

Seja m o plano que passa
pelo ponto A e é normal ao ve-

s Figura 17.9: AP LW < Pen
tor u”. Ent3o:

Pene AP LW « (AP, @) =0
Escrevendo a dltima condicdo em termos das coordenadas dos elementos
envolvidos,
A = (x0, Y0, 20) , v = (a,b,c) e P=(x,y,2),
em relacdo a um sistema de eixos ortogonais OXY Z fixado, obtemos:
P=(r,yz)en — (AP, @) =0
— ((r —z0,y — Yo,2 — 20), (a,b,¢)) =0
— a(x—x9)+b(y—yo)+c(z—2)=0
<~ ar+by+cz=axy+ by + cz.
Portanto, P = (z,y,2) € 7 se, e somente se, suas coordenadas satisfazem
a equacao cartesiana de 7:
Tiaxr+by+cz=d
onde u = (a,b,c) L 7 e d é calculado sabendo que 7 passa por A =

(%0, Yo, 20):

’d:axo—I—byg—l—czO‘

: - : I
Determine a equacdo cartesiana do plano 7 que passa pelo ponto A = pExpvpLo 8

(1,1,2) e & normal ao vetor u” = (1,2, —3).
Solucdo. Como w = (1,2,—3) L m, temos 7 : 12+ 2y + (—3) z = d, onde

15 vy D
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e
EXEMPLO 9

e
ExXEMPLO 10

%
>

E

R

>

d=1(1)+2(1)+(-3)(2) = -3.
Portanto,
Tir4+2y—3z2=-3
é a equacdo cartesiana do plano 7.

Obtenha as equacdes paramétricas do plano 7w : x + 3y — 2z = 2.
Solucdo. Para determinar as equacdes paramétricas do plano w, devemos
encontrar trés pontos de m que ndo sejam colineares.

Fazendo y = z = 0 na equacdo cartesiana de 7, obtemos x = 2. Portanto,
o ponto A = (2,0,0) pertence ao plano 7.

Fazendo agora x = y = 0 na equacdo de 7, obtemos z = —2. Portanto, o
ponto B = (0,0, —2) pertence ao plano .

Finalmente, tomando © = 0 e y = 1, obtemos z = 1. Portanto, C' =
(0,1,1) € .

Devemos verificar agora que A, B e C' n3o s&o colineares.

Para isso, consideremos os vetores AB = (—2,0,—2) e AC = (—2,1,1).

-2 0
Como det < 5 1) = —2 # 0, concluimos que A, B e C ndo so coline-

ares.
—_— _
Logo, AB e AC" s&o vetores n&o colineares paralelos a .
Assim, como o plano 7 passa por A = (2,0,0) e & paralelo aos vetores

AB = (-2,0,-2) e AC =(-2,1,1),

rT=2—2s—2t
T y=t i os,teR,
z=—25+1

sdo equacdes paramétricas do plano 7.

Considere os pontos A = (1,—1,3) e B = (5,3,1) eplano 7 : y + 2z = 1.
Encontre o conjunto r dos pontos equidistantes de A e B que pertencem ao
plano .

Solucdo. No Capitulo 11, vimos que o conjunto dos pontos equidistantes de

A e B s&o os pontos do plano 7’ normal ao vetor AB = (4,4, —2) que passa
A+ B

pelo ponto médio M = = (3,1,2) do segmento AB. Logo, a equagdo

16
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cartesiana de 7’ é

midr4+4y—22=4-3+4-1-2-2=12

= T2 +2y—2=6. (17.5)
Se, além disso, y = —z + 1, obtemos, substituindo em 17.5, que = =
z—2y+6 _ z—2(—z+1)+6 _ %z—i—Q.

Assim, r = {(;z +2,—z+ 1,z> ;2 € R}, que é a reta paralela ao vetor
(g, -1, 1) que passa pelo ponto P = (2,1,0).

Seja ax + by + cz = d a equacio cartesiana do plano 7 que passa por trés
pontos A, B e C nio colineares.

Como o vetor W = (a, b, c) deve ser penpendicular ao plano 7, e, pontanto,
aos vetores u’ = ﬁ e W = AC’, basta tomar, pela Observacdo 9, W =
(a,b,c) =u X V.

O ndmero real d é calculado sabendo que os pontos A = (z1,y1,21),
B = (z2,Y2, 22) € C = (x3,ys, 23) pertencem ao plano 7. Isto &:

d = axry + by, + cz1 = axy + byy + czo = axs + bys + czs.

Encontre a equac3o cartesiana e as equacdes paramétricas do plano 7 que
contém os pontos A = (1,—1,3), B=(4,0,1) e C = (2,1,3).
~ — —3
Solucdo. Como AB = (3,1,-2) e AC" = (1,2,0) sdo vetores paralelos ao

plano 7 e ndo sdo maltiplos um do outro, pois det L o) = 5 # 0, segue

que:
— -
m:P=A+sAB +tAC ; s,teR,

isto &,
r=14+3s+1
T y=—14+s+2t; s,teR,
z=3—2s

sdo equacdes paramétricas do plano 7.
Para determinar a equacdo cartesiana de 7, devemos achar um vetor per-

pendicular a 7.

17
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UNIDADE 17 EQUAGAO CARTESIANA DO PLANO

Sendo, pela Observacio 11,

_—  — 1 -2 3 -2 3 1
AB" x AC" = e — &y es
2 0 1 0 1 2
= (47 _27 5) )

um vetor normal ao plano 7, a equacdo cartesiana de 7 tem a forma:
dor —2y+5z=d,
onde d é calculado sabendo que A = (1,—1,3) €
d=4(1) —2(=1) +5(3) = 21.
Portanto, a equac3o cartesiana do plano 7 é
Az — 2y + 5z =21.

EXEMPLO 12 Determine a equacdo cartesiana do plano
r=—-14+s+2t
T y=1—s+1t ;o s, teR.
z=34+2t
Solucido. Das equacdes paramétricas de m, obtemos o ponto A = (—1,1,3)

pertencente a 7 e os vetores v° = (1,—1,0) e w = (2,1,2) ndo colineares e

paralelos ao plano .
Para determinar a equacdo cartesiana de 7, como ja sabemos que A € T,
basta achar um vetor u’ perpendicular a .

Pela Observacdo 11, basta tomar

-1 0 10 1 -1
T Il I - e
1 2 2 2 2 1
= (=2,-2,3).

Assim, a equacdo cartesiana de 7 tem a forma:
T —2rx—2y+3z=d,
onde d = —2(—1) — 2(1) + 3(3) = 9, pois A € w. Portanto, a equagdo
cartesiana do plano é
m:—2r—-2y+32=9.

PROPOSICAO 12 Sejam r = {A + tu st € R} uma reta que passa pelo ponto A =
(0, Yo, 20) € € paralela ao vetor w = (v, B,7) e : ax+by+cz = d um plano

normal ao vetor v° = (a, b, ¢). Entdo,

18
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() rCmse esése, w’ L eAem.

(b) rNT =2 se esése, w’ Lv eAdn.

(c) r N consiste de um Gnico ponto se, e s6 se, U’ n3o é ortogonal ao vetor
v
I
— — . o _ ~
Suponhamos que o vetor u” & ortogonal ao vetor v’. Seja P = (z,y,2) = DEMONSTRACAO

o
A+tw um ponto de r. Entdo, AP" =t u e, portanto,
s
((x =20,y = Y0, 2 = 20), (a,b,¢)) = (AP, T) = (tu",0") =0,

ou seja, axr + by + cz = axy +

[y
byO + czp. T -

Se' além diSSO, A € m, temos : ‘//7?79
axo +by0 +CZO - d I—OgO, por /’?j’-/’r'(/ﬁ/’ ]

ar + by + cz = d para todo
ponto P = (z,y,2) € r, isto,
ér C r (Figura 17.10).

Mas, se A ¢ m, axg+ byo + czo # d. Portanto, ax + by + cz # d para todo
ponto P = (x,y,z) € r. Neste caso, rN7 = &, ou seja, r é uma reta paralela

Figura 17.10: r C 7

ao plano 7 (Figura 17.11).

Figura 17.11: r || 7

J

Suponhamos agora que @’ n3o & ortogonal a v” (<= (u’, ") # 0).
SejaP=A+tw = (xo+ta,yo+ 18, 20+ ty) um ponto da reta r. Entdo,
P € 7 se, e s6 se,
a(xg + ta) + b(yo + tB) + c(z0 + ty) = d
< tlaa+ b8+ cy) =d — (azxo + byo + c2p)
d — (azo + byo + czo)
(ac+ b3 + ¢v)
é 0 Gnico parametro ¢ € R para o qual o ponto P = A+t u pertence ao plano
7. Assim, 7 N = {Py}, onde Py = A + tou’ (Figura 17.12).

Como (U}, ?) = aa+bB+cy # 0, obtemos que tg =

19 A %
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A/r

v
i
-
7
Figura 17.12: rNm = {Po}
Reciprocamente, suponhamos que r C 7. Entdo, W lv eAem, pois,

caso contrario, teriamos W LlveA ¢ 7 ou u ndo é ortogonal a . No

primeiro caso, teriamos, pelo provado acima, que r N7 = & e, no segundo
caso, ™ N r consistiria de um Gnico ponto, uma contradic3o.
Analogamente, podemos verificar que se rN7w = @, entdo u’ L 0" e Ad

e que se r N7 consiste de um anico ponto, entdo W e v’ ndo sdo ortogonais.

C——
EXEMPLO 13 Sejam a reta r = {A—i—t?; te€R}eoplanom:z+y— 22 =2, onde

A=(1,1,1) e w o= (3,5,4). Mostre que a reta r é paralela ao plano 7 e
determine a equacdo cartesiana do plano 7’ que contém a reta r e o ponto
B =(2,4,1).

Solucdo. Seja v’ = (1,1,—2) o vetor normal ao plano w. Como (
3-145-1—-4-2=0eA¢m poisl+1—-2-1=0 # 2, temos, pela

Proposicdo 12, que a reta r é paralela ao plano 7.

W, )

Seja 7’ o plano que contém
a reta r e o ponto B e seja
C = A+7u = (4,6,5) outro i
ponto de r (Figura 17.13). En-
tdo, A, B e C s3o trés pontos AL ——

de 7’ néoc_o|>ineares, pois
AB x AC" = (12,—4,—4)

Figura 17.13: Representacdo grafica de =’
# (0,0,0). ) P g

e A
Pela Observacdo 11, AB x AC' = (12,—4,—4) é um vetor normal ao
plano 7’. Logo, a equacdo cartesiana de 7’ é da forma

20

S
/]
e



O PraNO NO EsPAGO

7120 — 4y —4z=d,
onded=12-1—4-2—4-1=4, pois A= (1,1,1) € n’. Assim, a equacio
cartesianade 7' é3xr —y — 2z =1.

O estudo da posicdo relativa entre dois planos m; e 5 dados por suas
equacdes cartesianas sera feito no proximo capitulo. Veremos que a verificacdo
de qual posicdo 7; ocupa em relacdo ao plano 7, assim como encontrar a reta
de intersecdo, no caso em que m; e Ty sd0 concorrentes, & bem mais simples,

quando 71 e 7y sdo representados por suas equacdes cartesianas.

17.4 Exercicios

1. Sejam os pontos A = (1,2,4), B = (4,6,3),C = (-2,0,5), P = (1,1,0),
Q=(4,3,—1)e R=(10,1,1), e ™ o plano que passa pelos pontos A, B e
C'. Encontre as equacdes paramétricas de 7. Verifique se os pontos P, () e

—
R pertencem a 7 e se o vetor P() & paralelo a .

2. Obtenha as equacdes paramétricas dos planos 7y, 7o, 73 € 74, onde:

(@) m é o plano que passa pelos pontos A = (1,1,4),B = (6,5,4) e
C = (-2,0,2).

(b) 75 é o plano que passa pelo ponto D = (1,1, 1) e é paralelos aos vetores
W =(2,3,-2)ev =(85,2).

(c) 73 & o plano que passa pelos pontos £ = (1,2,0) e F' = (4,6,1) e é
paralelos ao vetor W’ = (4,3, —2).

(_d}) 74 € o plano qu_e> passa pelo ponto G = (0, 3,0) e é paralelo aos vetores
u =1(2,3,-2)ev =(8,5,2).

3. Seja a reta r que passa pelos pontos P = (—2,0,—1) e Q = (—3,2,5).
Mostre que se r C m;, r || m; ou r N m; € um ponto, onde ;, i = 1,2, 3,4,
sdo os planos do exercicio 2. Caso r N 7; seja um ponto, determine esse

ponto.

4. Verifique se os planos m e m;, i = 2,3,4, do exercicio 2, sdo coincidentes,
paralelos ou se intersectam ao longo de uma reta. Caso m; N 7; seja uma

reta, determine-a.
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10.

11.

12.

13.

14.

Obtenha as equacdes cartesianas dos planos 7;, i = 1,2, 3,4, do exercicio
2.

Encontre as equacbes paramétricas e cartesiana do plano 7 normal ao vetor

W= (1,2,4) que contém o ponto P = (2,1, 1).

Considere os planos m : © —y +22 = 0,m : 20 + 32 = —1 e 73 :
—2x + 2y — 4z = —20 e a reta r que passa pelos pontos A = (3,1,4) e
B = (4,0,3). Decida se r C m;, 7 || m; ou r corta o plano m; num ponto,

para i = 1,2,3 Caso r N m; seja um ponto, obtenha esse ponto.

Seja a reta r que passa pelo ponto P = (4,4,3) e é paralela ao vetor
u o= (1,—1,—2). Determine as equacBes paramétricas e cartesiana do

plano 7 que contém a reta r e o ponto @ = (0,3, 1).

Sejam r a reta que passa pelo ponto A = (1,4, 2) e é paralela ao vetor W=

(1,1,2) e s a reta que passa pelos pontos B = (6,1,0) e C' = (4, —1, —4).
Mostre que r e s sdo retas paralelas e obtenha as equacBes paramétricas e
cartesiana do plano que as contém.

Para que valores de A e D, aretar = {(3+4t,1 —4t,—3+1t);t € R}
esta contida no plano 7w : Ax +2y —4z+ D =0.

Ache o ponto simétrico () do ponto P = (1,3,—4) em relagdo ao plano
m:3r+y—2z=0.

Do ponto P = (5,4, —7) é tracada uma perpendicular ao plano 7. Se o pé
desta perpendicular é o ponto ) = (2, 2, —1), encontre a equacdo cartesiana
de 7.

Considere o ponto A = (1,1,2) e os vetores &’ = (2,1,2) e 0" = (3,2,1).
W’ unitario de modo que 7 = {A+ A@W ; A € R} seja
a reta que passa por A e é perpendicular a familia de planos gerados pelos

vetores ? e v_> ?

Encontre um vetor

. Determine as equacgdes cartesianas dos planos gerados
eV, T = {A—l—)wﬁ%—s? +t0 st € R} dos plano gerados por e

v’, de modo que d(Qx, A) = /26, onde Q) = A + A0

: — —
Indentifique, geometricamente, o conjunto {A+tAB +sAC ;t, s € R},
onde A =(1,2,3),B=(4,—1,6) e C = (2,1,4).
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15. Mostre que o conjunto 7 = {(—x +3y+ 7z, +2y + 82+ 3,2 —y — 2 +
1;z,y,z € R)} € um plano. Obtenha uma equacdo paramétrica para 7 e,

também, sua equacdo cartesiana.

16. Sejam o ponto A = (a,2a,a), a € R—{0}, e as retas r, = {(2s,35+1, s+

1);seR}erg={(2t+1,t+2,—t+2);t € R}. Encontre a € R — {0}
— : —>

e C € r; de modo que AC” seja perpendicular a reta 7 e ||AC"|| = V2.

Mostre também que os pontos A e C' e a reta ry ndo sdo coplanares.

17. Considere o plano 7 gerado pelos vetores " = (—1,2,1) e o = (1,4,1) que
contém o ponto A = (—1,0,2) e a reta r paralela ao vetor w = (3,0,—1)
que passa pelo ponto B = (—1,6,4). Encontre a equacdo cartesiana de T,
mostre que r esta contida em 7 e obtenha a reta ¢, contida em 7, que passa
pelo ponto B e é perpendicular a r.

18. Ache as extremidades do diametro da esfera S : 22 + 4% + 22 + 22 — 6y +
z — 11 = 0 que é perpendicular ao plano 7 : 5z — y + 22 = 17.

19. Determine as equacdes das esferas de raio /17, com centro pertencente ao
plano 7 : 2x+y+2 = 3, que contém os pontos A = (2,3,1) e B = (4,1, 3).

20. (Teorema das trés perpendiculares) Seja Q o pé da perpendicular bai-
xada do ponto P sobre o plano 7w e R o pé da perpendicular baixada de ()
sobre uma reta r contida em 7. Mostre que o vetor PR é perpendicular a
reta r.

wev

e v’ ndo colineares que passa pelo

w

21. Seja 7 o plano gerado pelos vetores

ponto A. Prove que se 7’ & um plano paralelo a 7, entdo um vetor é
paralelo a 7’ se, e s6 se, w’ é paralelo a 7. Conclua que 7 é o plano gerado
por & e U’ que passa por um ponto B qualquer de 7/, ou seja,

m={B+tw +sv ;l,seR}.

E, reciprocamente, se B ¢ 7, entdo o plano 7’ = {B—l—tﬁ)—i—s?; t,s € R}

é paralelo ao plano 7.
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