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18.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar os sistemas de equacdes lineares com trés

variaveis tanto do ponto de vista algébrico quanto geométrico.

Uma equacao linear nas variaveis z, y e z é uma equacdo da forma
axr + by + cz = d, (18.1)

onde a, b, ¢, d € R sio constantes, sendo pelo menos um dos nameros a, b ou
c diferentes de zero. As constantes a, b e ¢ s3o os coeficientes e a constante
d & o termo independente da equagdo (18.1).

Um sistema de n equacdes lineares a trés variaveis é um conjunto de
n equacdes do tipo (18.1):

amr + by + cz = dy
asr + by 4+ coz = dy (18.2)

a,x + by + cz = d,.

Um terno ordenado de nimeros reais (9, 4o, 20) € uma solucdo do sistema
(18.2) se apxo + bryo + crz0 = dy, para todo k =1,2,... n.

Como os pontos do espaco sdo representados por ternos ordenados de
nameros reais, em relacdo a um sistema de eixos ortogonais OXY Z, dize-
mos também que um ponto P = (g, %o, 20) € uma solucdo do sistema
(18.2) quando o terno ordenado de suas coordenadas (o, yo, z0) € uma soluc3o.
O conjunto de todas as solucdes de (18.2) é o conjunto solucdo do sistema.
Dizemos que o sistema (18.2) &

e determinado quando possui uma dnica solucdo;

e indeterminado quando possui mais de uma solucdo;

e impossivel quando ndo possui solucdes.

18.2 Sistemas de duas equacoes lineares com
trés variaveis

No Capitulo 17 vimos que cada uma das equacdes do sistema (18.2) é a

equacdo de um plano.
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Para n = 1, o conjunto solucdo do sistema (18.2) é o plano representado
pela equacdo a1z + b1y + 1z = dy.
Para n = 2, o conjunto solucdo S do sistema:
mr + by + az = d
1 1Y 1 1 (18.3)
asx + by + ez = dy
é o conjunto dos pontos que pertencem, simultaneamente, aos planos 7 :

a1+ by +crz=dy e m: asx + bay + coz = dy. Ou sgja, S = m Ny,

O estudo do sistema (18.3) sera feito analisando as equivaléncias entre as
possiveis posicdes relativas dos planos m; e 7y e as possiveis relacdes algébricas
dos coeficientes e dos termos independentes das equacdes do sistema.

Do ponto de vista algébrico, as possibilidades para os vetores normais 7, =
(a1,b1,c1) € Ny = (a9, by, c2) aos planos my e my, respectivamente, e os termos
independentes d; e dy sdo:

(A1) Existe A € R tal que 3’ = Any’ e dy = \dy;

(A2) Existe A € R tal que Ny = \ny, mas dy # Ndy;

(A3) Os vetores 71;” e ;" n3o sio colineares.

Por outro lado, pela Proposicdo 7 do Capitulo 17, ha exatamente trés
posicdes relativas possiveis entre os planos m e 7y:

(G1) 7 e my s&o coincidentes: m = mo;

(G2) 7, e my sdo paralelos: m Ny = &;

(G3) 7 e 7o se intersectam ao longo de uma reta £: m Ny = /.

As posicdes relativas (G1), (G2) e (G3) entre os planos 7 e 7 sdo
equivalentes, respectivamente, as alternativas algébricas (A1), (A2) e (A3)
para os vetores 71;” = (a1,b1,¢1) e Ty = (a9, by, co) € os termos independentes
d; e dy das equagdes do sistema (18.3).

(A1)=(G1) Se Ny = My e dy = My, a equacdo do plano m, & obtida
multiplicando por A ambos os membros da equacdo do plano 7. Consequén-
temente, um ponto que satisfaz a primeira deve, necessariamente, satisfazer a
segunda e, reciprocamente. Portanto, um ponto pertence ao plano 7; se, e sé
se, pertence ao plano m. Ou seja, os planos 7 e w5 coincidem e o conjunto
solugdo do sistema é: S = m; = my (Figura 18.1).

PROPOSICAO 1

]
DEMONSTRACAO
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Figura 18.1: S =m = m2
(A2)—(G2) Suponhamos que 7, = Ainy’ e dy # Ady. Entdo, um ponto
P = (x,y, z) pertence ao plano 7; se, e sé se,
T +biy+ciz=dy <= Aayx+ ANy + Aciz = Ady
<= T + by + coz = Ad;. (18.4)

Como dy # Ady, temos, por (18.4), que P ¢ . Logo, m Ny = &, ou
seja, m e Ty sdo planos paralelos e S = @ (Figura 18.2).

Figura 18.2: S = @, pois 71 || m2

(A3)=—(G3) Neste caso, a hipétese implica que ;" X ny’ = (bycy —
bacy, agcy — aico, a1be — aghy) # (0,0,0). Sem perda de generalidade, supon-
hamos que a dltima coordenada D = a;by — asb; do produto vetorial X o
é diferente de zero. O sistema (18.3) pode ser escrito na forma:

o+ by =dy —c1z

asx + boy = dy — 2.
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Sendo o determinante D = aiby — asb; # 0 da matriz do sistema acima

diferente de zero, ele pode ser resolvido de forma Gnica para cada valor de z:

r = % [(dl — 612)62 — (dg — CQZ)bl]
y = 3(ds—c22)ar — (dy — c12)ay] .

Portanto, os planos 71 e 7y se intersectam ao longo da reta

(dlbg — dgbl) + %(bICQ — bgCl)t

1
D

U9 y=F(dear — dyas) + 5(azci —arc)t; t €R,
t

que é paralela ao vetor ' = (5 (bica — bacy), F5(azer — arca), 1). Multipli-

)
cando o vetor u’ por D, obtemos que £ é uma reta paralela ao produto vetorial

ny x ny’ (Figura 18.3).

Figura 18.3: S=m1 Nme =4

Reciprocamente, (G1)=—(A1l), (G2)=—(A2) e (G3)—(A3), porque
as condigdes (G1), (G2) e (G3) se excluem mutuamente e as alternativas
(A1), (A2) e (A3) esgotam todas as possibilidades.

Suponhamos, por exemplo, que vale (G1), isto &, que os planos m; e o
coincidem. Entdo, existe A € R tal que Ny = My e dy = \dj, pois, Caso
contréario, valeria (A2) ou (A3). Mas se valesse (A2), teriamos que 7 e 7o
seriam paralelos, uma contradicdo, e se valesse (A3), m; e my se intersectariam

ao longo de uma reta, novamente uma contradico.
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OBSERVACAO 2 Além de ser descrita por suas equacdes paramétricas ou simétricas, como
vimos no Capitulo 16, a equivaléncia (A3)<=(A3) nos da outra maneira de
representar analiticamente uma reta no espaco. Ou seja, uma reta r pode ser
caracterizada como o conjunto dos pontos P = (z,y, z) cujas coordenadas sdo
as solucdes do sistema

ar + by + ez =dy
2T + bay + oz = dj,
se 0s vetores 1] = (a1,b1,¢1) e g = (a9, by, c3), normais aos planos 7 :
ax + by + 1z = dy e g 1 asw + boy + coz = do, ndo sdo miltiplos um do
outro.
Neste caso, 71;’ X Ny & um vetor paralelo a reta r. Para determinar as
equacdes paramétricas de r, basta obter um ponto A qualquer que satisfaz ao

sistema. Feito isso,
r={A+t( xng);teR}.

O
EXEMPLO 1 Determine o conjunto solucdo S dos sistemas.
r 4+ y + 2z = 2
a) lx + 1 + 2z =1
2 2Y -

Solucdo. As equacbes correspondem aos planos m @ x +y + 22 = 2 per-
pendicular ao vetor n;’ = (1,1,2) e mg : %x + %y + z = 1 perpendicular ao
vetor iy’ = (%,%,

coincidentes e, portanto, S = m; = my. Logo, o sistema é indeterminado, com

1 1 1
1). Como @ = iﬁ el=d, = §d1 =3 2, os planos sdo
um namero infinito de solucdes.

r + 3y + 3z =1
(b) 1
Solucdo. Nesse sistema, as equacdes correspondem aos planos 7 : = + 3y +

1 .
3z =1emy: gat:—i—y—i—z — 0, normais aos vetores 7, = (1,3,3) e g =
. 1 1 1 1
(%,1,1), respectivamente. Sendo W = §W e =dy # gdl = §1 =3
os planos 7 e 7y sdo paralelos. Logo, o sistema ndo possui solucdo, isto &, o

sistema é impossivel.
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r + y + 2z = 0
(c) { B
r + y + z = -2

Solucdo. As equaces do sistema representam os planos 7 : x—f-y—l— 2z=0¢e

» i x+y—+z = —2 perpendiculares aos vetores 7’ = (1,1,2) e g’ = (1,1,1),
respectivamente. Como os vetores W e W nao sao multlplos, temos que ;N
To = { & uma reta paralela ao vetor v’ = iy’ X7y’ = (—1,1,0). Fazendoxz =0
nas equacdes, obtemos y = —4 e z = 2. Logo, A = (0,—4,2) € {. Assim,
0=8={(—t,—4+1t,2);t € R} e, portanto, o sistema €& indeterminado, com

um namero infinito de solucdes.

Mostre que, para todo m € R, a solucdo do sistema abaixo é uma reta r,, :

mr+uy+2z=1
4 (18.5)

T+my+z=2.

Obtenha, caso exista, m € R de modo que a reta r,, seja perpendicular ao
plano w : x — z = 0. Caso afirmativo, determine o ponto P de intersecdo da
reta r com o plano 7.
Solucdo. Sejam 7y’ = (m,1,2) e ny’ = (1,m,1) os vetores normais aos
planos m :mz +y+2z=1lem:x+my+z=2.

Como

1 2 m 2 m 1
W= X er e é5

— ey + e
m 1 1112 1 oml?

= (1-2m,—m+2,m?>—1)#(0,0,0),

temos, pela Proposicdo 1, que a solucdo do sistema é uma reta r,, paralela ao

vetor u’, para todo m € R.
Para que a reta rm seja perpendicular ao plano 7, o vetor u deve ser um
multiplo do vetor v7 = (1,0,—1), normal a 7. Logo, WXV = 0 ou seja,
-m+2 m?-1 1-2m m?—1 1-2m -m+2
ux v = e — & e’

0 -1 1 -1
= (m—2,m(2—-m),m—2)=(0,0,0).
Segue quem =2ew = (1—4,—-2+2,4—1) = (—3,0,3). Fazendo z = 0
e m =2 em (18.5), obtemos o sistema

1 0

[N
EXEMPLO 2

2N
in %
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y+2z=1
2+ 2z — 2,
cuja solucdo é y = 1 e 2 = 0. Logo, A = (0,1,0) € ry e as equagdes

paramétricas de 7 sdo

rprqy=1 ; telR

Seja ro Nm = {P}. En-
tdo, P = (—3t,1,3t) e as
coordenadas x = —3t, y =
1 e z = 3t de P satisfazem
a equacdo de 7 :

r—z=-3t—3t=0

<~ t=0.

Assim, P = A = (0,1,0)
é o ponto de intersecdo de r

com 7 (Figura 18.4). Figura 18.4: r L, com r N7 = {A}

18.3 Sistemas de trés equacoes lineares com
trés variaveis

Consideremos agora um sistema de trés equacdes lineares com trés variaveis
x, vy, 2
amr + by + cz = di
asx + by + ez = do (18.6)
asr + b3y + c3z2 = ds.
As equac¢des do sistema (18.6) representam os planos 7y, : apx+bry+crz =
d,., normais aos vetores 71, = (ak, bk, cr), k=1,2,3.
Do ponto de vista geométrico, existem oito possibilidades para a posicio

relativa entre os planos 7, 7 e ms:

(G1) Os trés planos coincidem: m = my = 3;
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(G2) Dois dos planos coincidem e o terceiro é paralelo a eles: 7 = 75 e
3 N ™ = I,

(G3) Os planos sdo paralelos dois a dois: 7, N7y = @, M N7y = T e
T M7y = I,

(G4) Dois dos planos coincidem e o terceiro os intersecta ao longo de uma
reta ¢: T = Ty € T3 (7 :f;

(G5) Dois dos planos sdo paralelos e o terceiro os intersecta segundo retas
paralelas 51 e EQ: mNm =, m N7y = 61 e Ty N7y = 62;

(G6) Os trés planos sio distintos e se intersectam ao longo de uma reta ¢:
T # Mo, M # T3, Ty # Mg € T N 1wy N7y = {;

(G7) Os trés planos se intersectam, dois a dois, segundo retas paralelas
entre si: T N Ty = 61, o M Ty = 62, T N7y = 63, 61 || 62 H 63;

(G8) Os trés planos tém um (nico ponto em comum: 7, N7y Ny = {P};

Por outro lado, sob o ponto de vista algébrico, ha apenas oito alternativas
possiveis a respeito dos vetores linha 77, = (a, b, ;) e os termos independentes
d;, 1 =1,2,3, das equacdes do sistema (18.6):

(A1) Existem A\, € R tais que g = Ay, N3 = ,mﬁ, dy = M\dy e
d3 = pdy;

(A2) Existem X,z € R tais que Ny = My, ng = ,uﬁf e dy = \d;, mas
ds 7é ,udl;

(A3) Existem A,z € R tais que 3’ = Ainy’ e g’ = ping’, mas dy # Ady,
dy # udy e ds # %dg;

(A4) Existe A € R tal que Ny = My e dy = \dy, mas 7, e n3 ndo sdo
maultiplos;

(A5) Existe A € R tal que 7y’ = Any’, mas dy # Ady e iy’ e g’ n3o s3o
maltiplos;

(A6) Nenhum dos vetores e, g e g é maultiplo do outro, mas existem
A, pu € R tais que iy’ = Aty + ping’ e ds = Ady + pdy;

(ﬁ) Os vetores 771_> 77? e ﬁ;? sdo dois a dois n3o colineares, mas existem
A, 1 € R tais que iy’ = Ay’ 4 pig’ e dy # Ady + pdy;

(A8) Os vetores ny, o e i3 sdo Ll

0 A 1S
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PROPOSICAO 3

O
DEMONSTRACAO

L/

A

As posicdes relativas G1 — G8 entre os trés planos 7, my e 3 represen-
tados pelas equagdes correspondentes do sistema (18.6) equivalem, respectiva-
mente, as alternativas algébricas A1 — A8 para os vetores linha = (@i, b, c;)

e os termos independentes d;, i = 1,2, 3, das equacdes do sistema (18.6).

As equivaléncias Ai < Gi, i =
1,...,5, seguem diretamente das e-
quivaléncias (Aj)<=(Bj), j = 1,
2, 3, da Proposicdo 1, aplicadas aos
pares de planos 7y e 7y, T € T3, Mo €
73, do sistema (18.6). (Figuras 18.5
a 18.9).

Figura 18.9: G5: m; || w2, m1N7ws =41 || b2 = m2N73

Figura 18.8: G4 mi=meemNnaz =4~

Resta, ainda, mostrar as equivaléncias Ai <= Gi, i = 6, 7, 8.

10
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A6 — G6 Suponhamos que

os vetores ﬁ? 772_) e 773_> sao

dois a dois ndo colineares. Pela

implicagio G3 = A3 da Proposicio

1, os planos 7| e 5 se intersec-

tam ao longo de uma reta /. f
Sejam P = (x,y, z) um pon-

todaretal=m Nmy e\, u €

R. Ent3o:

ar+biy+cez=d e arrghalsocs® T domy s =0
= Az + Ny +Aciz=Ady e pasx + pboy + pcez = pds
= (Aay + pag)x + (Aby + pbe)y + (Acy + pce)z = Ady + pds.

Se, além disso, existem A, € R tais que s = Ay + ,wﬁ e d; =
Ady + pdy, entdo asx + byy + c3z = d3 e, portanto, P € w3. Logo, ¢ C 3.
Como os planos 71 e 73, pela Proposicdo 1, também se intersectam ao longo
de uma reta e £ C 7 N3, obtemos que my N3 = £. Entdo, my Nmy N3 =4
(Figura 18.10).

A7 =— G7 Pelo provado
acima, m; e my se intersec-
tam ao longo de uma reta /;
e essa reta ndo intersecta o
plano 73, pois, por hipétese,
existem A\, € R tais que
Ny = My +png , mas ds #
Ady + pds. Logo, m N N

Ty = .

Sejam /5y e (3 as retas
tais que mo N3 = fo € T N Figura 18.11: G7: m Ny = €1, m Ny = by, m N = s,
T3 = 63. Como T N o N billla, bo [ fs e o] €3
T3 = O, segue que {1 Nly =01 Nl =0, N I3 =, ou seja, as retas (1, {5 e

/3 s3o duas a duas paralelas.

A8 —> G8 Como os vetores W,We@séo LI, temos que
— — — — = —
[n1",me",ms’| = (ny” X ny",n3") # 0.

11 s 1gn
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OBSERVAGAO 4

Em particular, nenhum desses
vetores é miltiplo do outro. Logo,
pela Observacdo 2, m Nmy =
r & uma reta paralela ao ve- £
tor 71, X715 . E, sendo <771_> X ﬁ;,@} #+

0, temos, pela Proposicio 13

do Capitulo 17, que r N3 con-

\
>~<

siste de um anico ponto P. Logo
m Nm Nmg = {P} (Figura

18-12)- Figura 18.12: Posi¢cio G8

Uma vez que as posicdo relativas G1 — G8 dos planos 7y, m e 75 se excluem
mutuamente e as alternativas algébricas A1 — A8 esgotam todas as possibilida-
des, as implicacdes Gi = Ai, paratodoi =1, ...,8, sdo também verdadeiras.

Suponhamos, por exemplo que vale G8, isto &, que m; N mo N 73 consiste
de um dnico ponto. Entdo, nenhum dos vetores 77? ﬁ? e 773_) é maltiplo do
outro, pois, caso contrario, satisfariam a uma das condicées dadas por Al —
Ab e o sistema seria, portanto, impossivel ou indeterminado. N3o pode ocorrer
também que um dos vetores Ny e g seja combinacdo linear dos outros
dois, pois, neste caso, teriamos, pelas implicacdes A6 => G6 e A7 = G7, que
o sistema seria indeterminado ou impossivel. Assim, como nenhum dos vetores

W, W e TE) é combinacio linear dos outros dois, obtemos que eles sio LI.

Um sistema de trés equagdes lineares com trés incégnitas é homogéneo

quando todos os termos independentes sdo iguais a zero:

a1+ by +c12=0
Ao + by + c3z = 0 (18.7)
aszx + b3y + c3z = 0.

Note que um sistema linear homogéneo sempre possui a solucdo trivial
(z,y,2) = (0,0,0).

Entdo, decorre da Proposicdo 3, que o sistema (18.7) possui apenas a
solucdo trivial se, e s6 se, o determinante da matriz A do sistema é diferente

de zero, isto &, se, e s6 se, os seus vetores linha s3o LlI.

12
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Equivalentemente, o sistema homogéneo possui uma solucdo ndo trivial se, e
s6 se, det A = 0. Neste caso, o conjunto solucdo sdo os pontos do plano 7 que
passa pela origem, quando m; = 7y = 3, € sd0 0s pontos da reta r = T NwyN73
que passa pela origem, nos outros casos, onde 7; : a;z+b;y+c;z =0,i = 1,2,3,

sdo os planos representados pela equacdes do sistema.

Antes de darmos alguns exemplos, provaremos a seguinte aplicacdo ge-
omeétrica da equivaléncia A8 <= G8.

Por quatro pontos ndo coplanares no espaco passa uma Gnica esfera.

Se existir uma esfera S de centro I e raio R > 0 que passa pelos pontos
ndo coplanares A, B, C' e D, devemos ter d(A, Py) = d(B, ) = d(C, Py) =
d(D, Fy) = R, ou seja, o centro Fy da esfera S € um ponto equidistante dos
pontos A, B, C e D.

Sejam 7 o conjunto dos pontos equidistantes de A e B, m, 0 conjunto dos
pontos equidistantes de A e C' e 73 0 conjunto dos pontos equidistantes de A

_ —
e D. Pelo Exemplo 3, do Capitulo 13, 71 € o plano perpendicular ao vetor AB
que passa pelo ponto médio do segmento AB, 7 é o plano normal ao vetor
AC" que contém o ponto médio do segmento AC e 73 é o plano perpendicular
—> . . i
ao vetor AD que contém o ponto médio do segmento AD.
L — —
Como os pontos A, B, C' e D n3o sio coplanares, os vetores AB , AC
oy . - —
e AD s3o LI. Logo, pela equivaléncia A8 <= G8, os planos m;, m e 73 se
intersectam num dnico ponto F,.
Assim, a esfera S de centro P e raio R = d(A, %) é a Gnica esfera que

passa pelos pontos ndo coplanares A, B, C e D.

Analise o sistema, exibindo o seu conjunto soluc3o.
20 — 2y — 3z =1
r—2y+32=0
rT—y+z=2.
Solucdo. Sejam iy’ = (2,-2,-3), ny’ = (1,—-2,3) e ng = (1,—1,1) os
vetores normais dos planos 7 : 20 — 2y — 3z =1, m: oz —2y+ 3z =0¢e

13
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73 . & — 1y + 2z = 2 representados pelas equacBes do sistema. Estes vetores sdo

LI, pois
2 =2 =3
A =det(ny g iy ) =det |1 —2 3 | =—5.
1 -1 1

Logo, o sistema tem uma dnica solucdo P = (z,y, z), cujas coordenadas

podem ser obtidas, por exemplo, usando a regra de Cramer:

) 1 -2 -3 ) 2 1 -3 . 2 =21
:U:Zdet 0 -2 3 ,y:Zdet 10 3 ez:Edet 1 =2 0
2 -1 1 1 2 1 1 -1 2
Calculando os determinantes, obtemos:
LB, 06
5 YT 5
Vamos obter agora uma solucdo geométrica mais simples do sistema.

Pela Observacdo 2, N7y = r € uma reta paralela ao vetor W =y XNy =

(—=12,-9,—2). Fazendo z = 0 nas equa¢des dos planos 7 e my, obtemos
1 1 3 . ~
3 Logo, A = (1,§,O> é um ponto da reta r, cujas equacdes
paramétricas sdo, portanto, .

r=—12t +1, y:—9t+§ e z=-2t; teR.

r=1ey=

Substituindo as coordenadas de um ponto P = (—12t +1,-9t + %, —2t>

da reta r na equacdo do plano 73, obtemos que P € r N 73 se, e s6 se,

(—12t+1) — (—9t + %) +(=2t) = 2.

3 36 27 1 3
Logo, t = —— e, port t,P——<—+1—+ )—-(
0go e, portanto 10 ' 10

13 23 16 3)
10 2’5 '

5’5’5

r | . . =
EXEMPLO 4 Determine a intersecdo entre os planos

m:r+y+z2=2 mir—y—z=0 e m:3x—y—z=2.
Solucdo. Sejam ny’ = (1,1,1), iy’ = (1, —1,—1) e iy’ = (3, —1, —1) vetores
normais aos planos m, 7y e 73, respectivamente.

Como 1y’ X Ty’ = (0,2,—-2) # (0,0,0), obtemos, pela Observacdo 2, que
T € my se intersectam ao longo de uma reta r paralela ao vetor X iy
Fazendo y = 0 nas equacdes dos planos 7 e my, obtemos x = 1 e z = 1.
Entdo, o ponto A = (1,0,1) pertence a reta r, cujas equacles paramétricas
s30
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r=1, y=2t e z=-2t+1;, teR.

Substituindo as coordenadas de um ponto P = (1,2¢,—2t + 1) da reta r

na equacio do plano 73, obtemos
3.1-2t—(=2t+1) =2,

para todo t € R. Logo, r C 73 e, portanto, 7y, Ty € T3 se intersectam ao longo
da reta r.

Observe que Ny =ny + 20y e que d3 = d; + 2dy, onde d; =2, dy =0 e
d3 = 2 s30 os termos independentes das equacdes dos planos 7, T e 73.

Logo, o, 3, dy, dy e ds satisfazem a alternativa A6. Portanto, pela
Proposicdo 3, os planos 71, 7, e 73 se encontram na posicdo relativa G6, ou

seja, m Mo M 3 € uma reta.

Obtenha os possiveis valores para . e 5 de modo que os planos
1:20+ay+z=1, m:x—y+3z2=0 e my:x—y+z=7,.
(a) se intersectem, dois a dois, ao longo de trés retas paralelas;
(b) se intersectem ao longo de uma reta.
Solucdo. Sejam iy’ = (2,a,1), iy’ = (1,—1,3) e g’ = (1, —1, 1) os vetores
normais aos planos my, 75 e 3. E facil verificar que, qualquer que seja o valor
de a € R, nenhum desses vetores &€ miltiplo do outro. Para eles serem LD,

devemos ter:

2 a 1
det |1 -1 3| =442a=0, ousea, «o=-—2.
1 -1 1
Entdo, para a = —2, W é combinacio linear de W e @ isto &, existem

a,b € R tais que
'’ = ang + bng
= (2,-2,1) =a(1,-1,3) + b(1,—1,1)
e a+b=2, —-a—-b=-2, 3a+b=1.
Resolvendo o sistema

a+b=2
3a+b=1,
obtemosa:—iebzi. Logo,W: %rﬁ—l—%ﬁ.

Finalmente, analisando os termos independentes d; = 1, dy =0 e d3s = (3

das equacdes que representam os planos 7, m, e 73, respectivamente, obtemos,

15
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e
EXEMPLO 6

R

%

>
»

pela equivaléncia A6 <= G6, que 7, T e T3 se intersectam ao longo de uma
1

e
2 . e — . )
se, f = = Entdo, pela equivaléncia A7 <= G7, os planos se intersectam, dois

1 5 5 5 .
retase, esése, 1 =d; = —§d2 + §d3 = 0+ 56 = §ﬁ, ou seja, se, e s

. . 2
a dois, segundo retas paralelas umas as outras se, e somente se, 5 # =

Encontre a equacdo da esfera S que passa pelos pontos A = (—1,2,3),
B=(1,4,-1),C=(3,-2,—1) e D = (0,4, 1).
Solucdo. Sejam 7, my e w3 0s conjuntos dos pontos equidistantes dos pontos
AeB, Ae(C, e Ae D, respectivamente. Entdo, 7; € o plano normal ao vetor
ﬁ = (2,2, —4) que passa pelo ponto médio Mg = (0,3,1) do segmento
AB, my € o plano normal ao vetor AC' = (4, —4,—4) que contém o ponto
médio Mac = (1,0, 1) do segmento AC, e 73 é o plano perpendicular ao vetor
ﬁ = (1,2, —2) que passa pelo ponto médio M,p = <—%, 3, 2) do segmento

AD. Assim, 7y : 2042y—4z — 2, 7y : A —Ady—4z — 0 e my : w42y —22 — g

—_— — . . . ,
Como os vetores AB e AC' ndo sdo colineares, m N7y € uma reta paralela

ey
ao vetor AB x AC' = (—24,—-8,—16). Fazendo z = 0 nas equacdes dos
11

planos 7 e 7y, obtemos x =y = 3 Logo, E = (5, 5,0) é um ponto da reta
T €, portanto
:1::—24t+é, y:—8t+% e z=-16t; tekR,
sdo equacdes paramétricas da reta 7.
O centro P, da esfera S é o ponto onde a reta r intersecta o plano 73. Para

.o 1
obtermos P, devemos substituir as coordenadas x = —24t + V= —8t + €

2z = —16t, de um ponto da reta r, na equacdo do plano 73 : x + 2y — 22 = % :
(—24t + %) +2 (—81& + %) —2(—16t) = g
3 1 1
Entdo, Py = (5, > O) é o centro,

ned =)+ (-2 v 0o == \fF

éoraioe
(=) fmg) +2=
2 L 7

é a equacdo da (nica esfera S que passa pelos pontos no coplanares A, B, C
e D.

16
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18.4 Exercicios

1. Determine todos os pontos de intersecdo dos planos
(@) m:3x+y=2 e m:x+y—32=0;
(b)ym:z4+y+z=1 e m:z+y—z=1;
(c)m:2r—y+22=0 e m:dx—2y—z=1

2. Sejam os planos 71 : 3z — 2y +az =be my : axr + 2y + 3z = 1. Descreva

a posicdo relativa entre os planos 7; e ™ em termos de a e b.

3. Ache o conjunto solucdo do sistema e determine em qual dos casos, G1 a

G8, ele se enquadra:

(24 2y+32=1 (2r+y+2=2
(@) z+2y+2=2 (b) § 4z +2y+22=-2
(| 20 —4y+22=-6.  t+y+2=0.
'3m—|—y—|—5z=1 (m—l—y—kz:l
() 2z +y+22=-2 (d)d z+2y+2=1
[ 22 —3y+2=0. [ 3z +y+32=2.
4. Considere os planos 7 @ ax +by+2 =0, m : v —y+2z = —2 e

mg:x+y—z=1.

Obtenha todos os valores de a e b, caso existam, de modo que a intersecdo

dos planos 71, 7y e 73 seja:
(a) um anico ponto;
(b) uma reta;

(c) o conjunto vazio.

5. Que relacdo deve haver entre \, o e 7y para que o sistema
dr —y+2z= X
r+ytz=a«
—r+4dy+z=r

possua solucio?

6. Mostre que o sistema abaixo possui uma Gnica solucdo quaisquer que sejam
a,b,c,d € R:
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%
>

E

R

>

r+3y+z=>
2r+9y+3z2=c
ar +y+ 2z =d.

. Encontre os nimeros reais A\, @ e v a fim de que o conjunto solucdo do

sistema
Ax 4 ay + 2z = 2y

T+y—z=2y
3r+2y+z=7

seja uma reta que passa pelo ponto A = (0,1, —1).

. Determine os valores de A € R para os quais o sistema abaixo tem uma

anica solucdo e obtenha essa solucdo em funcdo do pardmetro A:

A —2y—z=1
rT—2y+z=2
T —2y=3.

. Ache a equacdo da esfera S que passa pelos pontos A = (3,5,1), B =
(5,1,—1), C = (1,—1,3) e D = (7,3,1).

. Considere os planos w1 : mz —ny + 2z =2 e my : nx — my + nz = 4, onde
m,n € R. Determine m,n € R, de modo que

(a) m e my sejam paralelos;

(b) m Ny seja uma reta que passa pelo ponto A = (0,0, 2) e é perpendi-

cular ao vetor v° = (2,1, —1).

. Ache as equacdes das esferas de raio igual a v20 que contém os pontos
A=(3,0,5), B=(1,2,1) e C =(-1,0,1).

. Considere os pontos A = (1,2,1), B=(3,4,3) eoplanom: 2 —y+2 = 1.
Determine:

(a) o conjunto dos pontos equidistantes de A e B;

s s
(b) o ponto C' = (z,y, z) pertencente a 7 tal que |[CA || = ||CB || = V11
ex+y—22<0;

(c) a area do tridngulo de vértices A, B e C, e o plano que contém esse
triangulo.

18
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13. Prove as implicacdes G6 = A6 e G7 = A7, usando apenas a Proposicio

1 e a Observacido 2.

14. Encontre todas as solucdes do sistema de trés equaces lineares com quatro
incognitas =, y, z e t, em funcdo da variavel ¢:
r4+y+2243t="7
20 +3y—2+2t=0
3+ 2y + 32+ 5t = 4.

15. D& uma condicdo algébrica necessaria e suficiente para que quatro planos

no espaco se intersectem
(a) ao longo de uma reta;
(b) dois a dois ao longo de quatro retas paralelas.

16. Sejam TT = (al,bl,cl), 'Iﬁ = (CL2,Z)2,CQ> e Tg) = (CL3,b3,C3) vetores LI.

Prove que o sistema
a1 x4+ by + iz =d;
s + boy + coz = dy
asx + b3y + c3z = d3
4T + byy + cyz = dy
admite solucdo se, e somente se, existem constantes «, 3,7 € R tais que o
vetor 1, = (ay,by,cq) € o escalar dy satisfazem:
ny =an +Bny s e di=ad + Bdy + yds.
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