17. MULTIPLICACAO VETORIAL OU EXTERNA
SIMBOLO: U x v

TRIEDRO POSITIVO

Os vetores u, v, w, nesta ordem,
formam um triedro positivo se um ob-
servador postado em w e de frente para
ue v tem a sua direita o vetor U e a sua
esquerda o vetor v.

'
W
Ao repto de convencionar o triedro positivo,
— , 3 Fisica utiliz_a aregra da mao EEquerda_: diipfbe—ae
; O dedo médio na direcao e sentido de u; o indica-
dor na direcau e sentide de v, v pulegar indicard
a direco e o sentido de w.
u
DEFINICAO

O produto vetorial ou externo de dois vetores U e v nao paralelos entre si
& um terceiro vetor com as seguintes caracteristicas quanto:

aos vetores u e v.

3 2) ao sentido: os vetores u, v e u x v, nesta
o ! ordem, formam um triedro positivo.
o i 3) ao modulo:

luxv|=|u||v]|sen®

Ig x 7 1)  adiregao: o vetor U x v & perpendicular

onde 6 é a medida do angulo entre u e v.



OBSERVACAQO

1) Como operacao autdnoma, a multiplicacao vetorial foi criada
por J. Gibbs.

2) Merecem cuidados:

u-v=|ul|v|cos8 (verdadeiro)

uxv=|ul||v|sen @ (falso)

NULIDADE DO PRODUTO EXTERNO

uxv=_0,se
1) um dos vetores for nulo;

) os dois vetores forem paralelos, pois o sen @ = 0 quando 6 = 07 ou
B = 180"

OBSERVACAO

Enfatizemos que parau=0ev =0
a) o produto interno é nulo para u e v ortogonais;
b) o produto externo & nulo para U e v paralelos.

Face o exposto, nao é factivel o cancelamento do fa-
torcomumau-w=U-veauxws Uxv.

PROPRIEDADES

1) Anti-comutativa: Uy

UxXv=—vxu

A justificativa & apresentada pela
tigura:

onde |Uxv|=|vxu|

A
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i) Associativa:

=l
x
=l

kiuxv)=(ku)xv=ux(kv) v




i) Distributiva em relacdo a adicao de vetores:

-

Ux (V+Wl=UxXvVv+Uxw

OBSERVACAO

A demonstracao fica postergada. Esta condicionada a apresentacao
das propriedades do produto misto.

MULTIPLICACAO EXTERNA DOS VERSORES i,j Ek

k
Em particular os versores 1, | e k, nesta ordem,
[ x representam um triedro positivo.
A i

Ma pratica, utilize a "arcunferéncia® para efetuar
o produto externo de dois desses versores, cujo resulta-
do & o versor faltante, de sinal positivo se no sentido
anti-horario. Negativo, se no sentido horario.

Exemplos:
ixj=k
Txk=-]
kxj=-i
Kxi=]

Casos particulares: TxT=]x]=kxk=0



EXPRESSAO CARTESIANA DO PRODUTO VETORIAL

Todo o capitulo de vetores apresenta uma importancia assaz grande para
a sua vida académica e quica profissional. Em especial, o assunto em pauta.

Dados

-|-

i+ y1]+zkev—12|+y2]+zzk

=1

calcular u x v na base ortogonal (1, |, k).

Uxv = {x]i'+:.,r1j'+z1|5]|x{x;i'+1_.f;j'+2ﬂ=;]

= x1}cz|:-: |+x1y3|xj+x]zz|:-:k+
'—..T—l
0 k -]

+ “23’11:1': i.+‘_||']1_||":._j.}l:j.+1_||'112j:{|£+
_k 0 i

+ x221kx|+y221kxj+zzzk:-:
[

1—._..—-

i T i
Fatorando em relacao aos versores 1, | e k-

uxvs= (¥122 — Y22, )+ (%32y — -"hzzﬂ + (%Y, — %y, )k

Tal expressao pode ser escrita numa forma mais mnemdnica, através do
"determinante”:

=4
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1
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=
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Exemplo:
7

59ndaﬂ=27|'—_j'+Eeﬁ='+ '—EE,caIcuIar:

1) uxv
Resolucao:
i i k
uxv=|2 -1 T | -iss5]4+3k
11 A

2) o vetor unitario ortogonal ao vetoru e a v.

'y

-
Y Resolucao:
A = vers (i x V) = 4=
g i x il
I
Onde:
— — |
; |G x ¥ | = (0? + (58 +(3)
0t
Entao:
. i +5]+3k - . -
n= J_ - | + ° ’ k

S



01.

01.

01.

02.

03.

04.

Efetuar:
a) ETIE}IEIIE}=
b) {T:ij[ixﬂxﬁxﬂ=

Resp.: a)—j; e b)0

Conhecidos u =27 +3j +kev=1 - | + 2k, pede-se:
a) ux v

Resp.. 71 -3]-5K

Resp.. —7i + 3] +5k

c) |uxv]

Resp.. +/83

d) |vxul

Resp.: J83

Determinar o vetor unitirio n, ortogonal aos vetores u=1(2 3 -1) e
v=(1,1,2).
7 -1 -1

Resp.: n= T
543 3 543

Achar o vetor w = (x,v,z),talque w.(1,0,2) =3 ewx (1,0, -1) = (-2, 3, -2).
Resp.. w =(3,2,0)

— — — — _A'_
Calcular o | u |, conhecendo-se |[ux v |= 442 ,|v|=2euv =45°

Resp.: 4

O vetor w tem modulo 7, forma um angulo agudo com o eixo das abscissas e é
urtugunalausveturesﬁ= i+2j ev=1+4) +3k

Pede-se w.

Resp.: W=6i — 3] + 2k



05.

06.

07.

08.

01.

Determinar um vetor concomitantemente perpendicular aos vetores u + v e
2v-u,sendou=1i+jev=2i-k

Resp.: —3i +3] -6k

Representar no triedro positivo i, j e k:
a) a=(2j)x(31) Resp.:
b) b=1x(3k)

) c=(2))1xk

EAF

-

i ¥
a = —bk
E|=—3j
= 2i

Calcular o vetor de médulo 18 e simultaneamente ortogonal a u=(2 -1,0)
eav=1(2 -4,3).

Resp.: (-6, -12,-12) ou (b, 12,12)

Sendo v = (1, -1, 1), calcular o(s) vetor{es) u = (x, v, Z) que satisfaca(m) as trés
condigoes seguintes:

1) useja ortogonal ao eixo x;
2) u.v=_0:

Resp.: u =(0,3,3)ouu =(0,-3,-3)

B SUGESTAO
l Se u é ortogonal ao eixo x = u = (0, v, 2).

Sendo|u|=5, |v|=2e u.v=8, calcular |uxv|.
Resp.. &



02. Na figura abaixo, obter:

v U.v+Uu. wH+v.w+|vxw]
W -
i i Resp.: |V [[w]

03. Num hexigono regular, a medida de cada lado vale 2.
E D Calcular [(A - B) x (C - B)|.

=i

W
e c Resp.. 2.3
A B

04. Seja @ um plano determinado pelos vetores n= (2,=1,0) e v = (0, 1, =1). De-

terminar o conjunto de vetores ortogonais a o.

Resp.: k(1,2 2)

18. AREA DE UM PARALELOGRAMO E DE UM TRIANGULO

Tratar-se-a da interpretacao geométrica do produto externo de dois vetores.

AREA DE UM PARALELOGRAMO

C Seja um paralelogramo construl-
dosobreu=(B-Alev=(D-Aleh
a sua altura.
Da Geometria Plana:

g ° Mas AB = | 0|

h=|v]|sen#

Substituindo: S,g.n=|U|| v |sen@ ou

Spgep =UXV] |




Ou seja: geometricamente o madulo do produto externo de U e v coincide
com a area do paralelogramo construido sobre u e v.

Por diferenca de pontos:

Sasco = B —A)x (D - A

AREA DE UM TRIANGULO

C Face 0 exposto, depreende-se facilmente
gue a drea do tridngulo ABC & obtida por:

=T |

|- . =
Sapc = E|U X 'u'|
A T B Por diferenca de pontos:

Sapc = %I(E - A)x(C - A]l|

AREA DE POLIGONO

o

P

Conhecidos os vértices de um poligono, podemos decompd-lo em tridn-
qulos.

Exemplificando: seja um pentagono de vértices

P, = (x, ¥, 2) com

1=1,2,3,4,5

S = Semey + Snepy + Sneges



01.

01.

0.

03.

04.

05.

Sendo |u|=4,|v|=3euv=150° calcular:
a) adrea do tridngulo construido sobre uev;

b) adrea do paralelogramo construido sobre u + ve 2u - 3v .

Resp.: a) 3u.a,; b)30ua.

Pede-se a area o paralelogramo construido sobre u+2vel-v,
sendo|u|=4,|v|=3euv=120°
Resp.. 18,3 u.a.

Provar que a drea do paralelogramo construido sobre a+bea-béodobro

da drea do paralelogramo construido sobre a e b.

m SUGESTAQ
l Area do paralelogramo sobrea +b ea-b
S=|{a+byx(a-b)|
Aplicando a propriedade distributiva:
S=2|bxa |(cdg)

Calcular a drea do triangulo construido sobre u=2i- :]F +kev=-i+ _T -k
2
Resp. 2~ y.a.
. 2

Adrea de um paralelogramo construido sobre u= (1, 1,a)e V= (-1,1,0)é
igual a 422 . Pede-se o valor de a.

Resp.: a==+3

Determinar a drea do paralelogramo construido sobre u e v cujas diagonais sio
u+v={(0,35 eu-v=(21,1)

Resp.: /35 w.a.



N SUGESTAO
l Resolva o sistema:
u+v=1(0 3, 5)
u—vs=

=(2, 1, 1) obtendo u e v

06. No triangulo de vértices

o1.

0z.

A=(0,02),B=(3, -2, 8)eC=(-3,-5,10), calcular:
a) amedida dos lados a, b, c;

Resp. 7; 7+/2;7

b) a medida dos angulos A, B, C;
Resp.: 45° 907, 45°

c) airea do triingulo.

Resp.: ? L.4.

Os pontos (3, 1, 1), (1, -2, 3), (2, -1, 0) sio os pontos medios dos lados do tri-
angulo ABC. Qual a drea do tridngulo ABC?

Resp.: L;ﬁ u.a.
Calcular a altura relativa ao vértice B do tridngulo de vértices A = (2, 4, 0),

B=(0,24)eC=(602)
102

3
l.#

Resp.: hy =

SUGESTAO

(AC)hg
2

SMC =




19. MULTIPLICACAO MISTA

DEFINICAO

Dados os vetores U, v e w, o produto misto desses trés vetores é o escalar
representado por u x v . w.

Quanto a ordem das operacdes, realiza-se inicialmente o produto externo
e em seguida o produto interno.

NULIDADE DO PRODUTO MISTO
uxv.w=0,se

1) pelo menos um dos vetores for nulo;
) u for paralelo a v (pois u x v = Q);

) os trés vetores forem coplanares.

INTERPRETA{FED GEOMETRICA DO PRODUTO MISTO

Os trés vetores nao copla-
nares u, v e w representam ares-
TII7%0 tas de um paralelepipedo.
| Sabe-se da Geometria Espa-
cial que o volume do paralelepi-
pedo {\..rp} é o produto da area da
base pela altura:

Vi = Saacolh

Mas

S.a.n-:'nzll-]x"": I

h=| W | cos 0 (do triangulo retangulo AE'E)



Substituindo:
Vo=|uxv||w|cos®

Como 0 é o dngulo formado entre o vetor U X v e o vetor w, tem-se acima
a formula do produto interno entre os vetores U X vV e W.

V,=UxV-W

Geomelricamente, o produto mislo u x v - w representa o volume de um
paralelepipedo de arestas u, v e w.

CONVENCAOQ DE SINAL

O volume do paralelepipedo pode estar afetado pelo sinal positivo ou
negativo, conforme o angulo 0 seja agudo ou obtuso respectivamente.

Justificativa:

) Se0°<0<90° = cosB=(F = V, = ®

W Se90°<0<180° = cosb= 0 = V,= O

OBSERVACAO

Em particular se: ae=0=>V,=@
b) 0 =180° =V, = (D
C}E:EID“::VF,:U




VOLUME DO TETRAEDRO

O volume do tetraedro (V,)

equivale a 1 do volume de um
6

paralelepipedo (V) construido

-

sobre os mesmos vetores u, v

e W,

Entao:

| =
-y
ol
=l
=

Por diferenca de pontos:

Vy = %{B—A}x{ﬁ - A)-(D-A)



PROPRIEDADES DO PRODUTO MISTO:

) Ciclica: a permuta drcular ou ciclica dos fatores nao altera o produto
misto. Por outro lado, o produto misto troca de sinal quando se per-
muta nao dclicamente seus fatores.

Exemplos:

=l
ol B |

1) Permuta dos simbolos: nao se altera o produto misto quando se
permuta os simbolos da multiplicacao interna e externa.

Exemplo:

UXV -W=U-VXW

EXPRESSAO CARTESIANA DO PRODUTO MISTO

Consideremos os vetores por suas expressoes cartesianas:
0= X1 + Y] + 2k

V= X0+ Y,y 42,k

W= X0 + Y] + 23K

Procuramos a expressao cartesianade ux v . w
1% passo:
UXV=(X1+y]+2ZK)x (xs0 +y;) +2,k)
= (%12, — ¥12, )i+ (%,2, — %2, )+ (Y5 — %Y, k

2% passo;
Multiplicarnos escalarmente esta Gltima expressao pelo vetor w.
UxV-W=2X3(yiZy = ¥2Z1) + y3 (02 — %23 ) + 23 (Y3 — Xa¥)

A memorizacao de tal expressao apresenta uma certa dificuldade. Por
1ss0, faz-se mister, sob o aspecto mnemdnico, que se empregue um determi-
nante, dada a coincidénca de resultados:



=l
-
= |
=
Il
e
Pk
s
M

(expressdo cartesiana do produto mista)

01.

01.

02.

Dados os vetores i =31 —2j +6k, v=-31-5j+8kew=1+k,cal-
cular:

a) adrea do paralelogramo construido sobre u e v.

b) o volume do paralelepipedo construido sobre u, v e w.

c) aaltura (em valor absoluto) do paralelepipedo.

d) o volume do tetraedro construido sobre u, v e w.
1 7

Resp.: 49; b) -7, = d)— =

psp.:  a) ) c) 3 ) e

Calcular o volume do tetraedro de arestas ﬁ=3_ir—2_j'—l5i, v=2li-je
w=i+3j+4k,

Determinar x para que o ponto A pertenca ao plano BCD.
Dados: A = {4, 5, I}, B= 1:—4, 4, 4}, C= {ﬂ, -1, —1], D= {3, 'g, 4}

Resp.: x=1

r't ' SUGESTAO
Faga V, = %{B—A}R{E—A}r{[}—n} -0




03. Osvetores i+2]j +3k, 21 - i+ kedi+ i+ 1k sdo coplanares?
Resp.: Sim.

04. Calcular o volume do paralelepipedo construido sobre 1, j, k.

Resp.: 1 uw

05. Na figura abaixo estao representados os vetores V), V, e V,. Achar o produto
misto (v, + V,) - (V) = 2V,) x (V5 + 2v,).
Zak

06. Calcular o dngulo da diagonal do cubo com a diagonal de uma face de mesma

urigem-

Resp.: cos = _§ ou B = 35°

l. ~  SUGESTAO
7k

Selam (A -Q)=1+] e

(P-—0)=1+ ] + Kk os vetores

, Que ddo as direcdes das diago-
y  nais. Faca o produto interno.

n
N “e8
T T




07. Determinar o dngulo agudo formado por duas diagonais de um cubo.

Resp.: osB = %nuﬂ;?ﬂ"

20. DUPLA MULTIPLICACAO VETORIAL

DEFINICAO

Dados os vetores U, v e w, chama-se duplo produto vetorial ou duplo pro-
duto externo ao vetor (U x v) x w ou ao vetor u x (v x w). Esses dois vetores na
maioria esmagadora das vezes sao distintos, nao se verificando a propriedade
associativa. E imprescindivel, portanto, o uso dos parénteses.

OBSERVACAO

Relembrando:
U . v resulta um escalar U X
U x v resulta um vetor (U x v) x w resulta um vetor

-

. W resulta um escalar

REPRESEHTAQE.I} DO DUPLO PRODUTO EXTERNO

& (i x V) Sermn muila diﬁLuId_deE_I.l-udE-
\ T mos visualizar o vetor (U ¥ v) ¥ w.
Ma figura representa-se U e v co-
planarmente a a; w nao pertence
ao plano a; (U x v) & um vetor orto-
gonal a a; efetuando-se o produto
externo entre (U x v) e W tem-se
um vetor ortogonal a eles e em de-
" conéncid coplanar g a. fpso facto,
Z (i x V) x W os vetores U, v e (U x V) X w 530
coplanares. Donde se infere que o

vetor (U x v) x w pode ser expresso como combinacao linear de ue v.

Assim: (ux v)xw = ku+ kv




01. Sejam os vetores ﬁ=3_i'—2._j'—ﬁ£,3=1_i'—_j'ri-=_i'+3_j'+4i,adur:
a) u.v
Resp.: 8
b) |i.l:|:;|

Resp.: \-"m

- —

C) Uxv,w

Resp.: -38
d) (uxv)xw

Resp.. —51i +25] — 6k
) ux(vxw)

Resp. —62i +3] — 32k

01. Dados os vetoresu = (2,0,0), v=(1,1,1) e W = (3, 2, =1) calcular:

a) [(uxv) 1'11

Resp.: 2./19
b) (u.w)v—(v.wa

Resp.. -2 + 6] + 6k

c) nvetnr{ﬁx:'}x‘;'cmuncmnhina:;iu linear de U e V.

Resp.: (U xV)xW =—4u + 6V

- SUGESTAO
l Quanto ao item “c" faca (0 x v) x w = k,u+ kv




01.

Considerando osvetoresu =(1,2,3),v=(-1,1,2),a=(2,-4,3)eb=(2,-1,0),
calcular:
a) (uxv).(axhb)

Resp.: -9

b) (uxvix(axh)
Resp.: (-48, 3, 21)



1. PROJECAO DE UM VETOR SOBRE UM OUTRO VETOR

i Um assunto Gtil & Fisica: f representa uma
£ f 5 forca aplicada a um bloco. Nosso escopo é de-
! ' compor T sobre outro vetor ou sobre os eixos
cartesianos x e y.

Determinar o vetor v,, projecao do vetor v sobre o vetor u = 0.
Deducao:

Sendo v, paralelo a u:

v, = ku @
Mas v = v, + V3 @
Substituindo (1) em @)
v=Kku+ v,

Multiplicando escalarmente por u:

u-v=ku-u+u.yv, ou

@

#U

|

0 -
| u

G-V =K GP +0 = k =

%]

Substituindo 3) em (1)

Ou simbolicamente:

(0-v)

| U

u

vetor projgv =

T

Formula que fornece o vetor projecdo de v na direcdo de u (ou sobre w).



OBSERVACAO

1) Obtido v,, na necessidade de calcular-se v
51 +EE=G:}E‘2=E—G]
onde v, representa a projecdo do vetor v na direcao
ortogonal a u.

2) Reiteramos o exposto na interpretacao geométrica do produto
interno que a medida algébrica do vetor projecao de v sobre
u é obtida por:

|
=1

=l

EXEMPLO

Dadososvetoresu= i — jev=2i - | + 2k, calcular:

1) O vetor projecio de v sobre w.

T

-

u-v=(102)+{-1¥-1)+0(2)=3

U= (1P + (-1)2 +(0)2 = 2
Substituindo na férmula: v, =(§]{1, -1, 0)

Resp. v, = |




2) v, o vetor projecao de v sobre a direao ortogonal a u.
V,=V -V,
= vetor proj;v = (2,-1, 2}—(2, _—3. 0)

2
- 11
Resp.: v, =(E' 3" 2]

3) a medida algébrica da proj;v
S_U.v_3 _3)2

01. Sendou=(5,2,5)eV=(2 ~1,2),calcular o vetor proj,Vv.

5 2 5
Resp.: | =, =, <
o (3 3 3]

02. Dadosu=(5,2,5)ev=(2,-1,2), determinar o vetor proj;u.
Resp.: (4,-2,4)

03. O valor da medida algébrica da projegio de v = (5, 4, -3) sobre u = (0, 3, 0) &
Resp.: 4



04.

05.

06.

o1.

Achar o vetor projecio de v = 4i + 5] + 3k sobre um vetor perpendicular a
u=2i+j-2k

227 38B- M.
Resp.. — i + — j + —k (ou o seu oposto
P 5 113 t posto)

O vetor projecio de u = (0, 1, 5) sobre o vetor v = (3, =5, 1) &

Resp.: (0,0,0)

OBSERVACAO

U e v 530 ortogonais. ‘

Seja o tridngulo retingulo em A, de vértices A = (3, -2, 8), B= (0, 0, 2) e
C=(=3,=5,10).

Calcular:
a) BH
b) m

c) n

Calcular os vetores projecio de v = 31 - 2j - 3k sobre os eixos cartesianos

X, Yez

Resp.: 3i,-2], -3k



Ifli. HH. EIELLFEI. al.m.'u.u:, LEprn=5c 0 Uié.llﬁl.l.lu IE[EI.[IEI.I]U l]l: 'l'l'."l'li.LIf& ﬁBC- C'L'lllﬁi.l.ltl't H (8
pé da altura do triangulo relativa ao vértice A e calcule o vetor (H - A). Dados
A=(1,2,=1),B=(=1,0,=1)eC=(2,1,2).

Resp: (H—A)=——i -]+ =k

2,

PROJECAO DE UM PONTO SOBRE UM PLANO

PROJECAO OBLIQUA

=l

P 'JF"

Iy

Deducao:

Seja o um plano indi-
vidualizado pelo ponto A e
por um vetor unitario n , a
ele ortogonal. Queremos
as coordenadas de P' que
€& a projecao do ponto P
sobre o plano a, segundo
a direcao do vetor v, dado.

O vetor (P' — A) & ortogonal a n. O vetor (P' — F) é paralelo a v .

Donde: (PP=A).n=0
P-P=kv=P=P+kv @

Substituindo @) em (1)

P+kv-A).n=0
(P-A). n+kv.n=0

o

@

e



lsolando k:

(A-P).n
k ="
— O
Substituindo (3 em @)
propy APl NG
n.wv
PROJECAO ORTOGONAL

*p Para este caso, basta substituir na
E formula acima o vetor v pelo vetor n.
: Lembrando que n . n = 1, obtém-se:

g N=P+[(A-P).A]n

onde N é denominado pé da nor-
mal do ponto P sobre o plano a.

- : =i
[ R
=

CALCULO DE N

Se 0 plano « for determinado

n C -
por trés pontos A, B e C, o vetor n,
unitario e normal ao plano é obtido

o’
N P
B
e (B—A)x (C-A)

(B - A) x (C- A)



01. Achar as coordenadas da projecio do ponto P sobre o plano determinado por
A, B e C, segundo a direcio do vetor v. Dados: A =(2,1,0), B = (0, 2, 1),
C=(0,0,2),P=(0,-1,0)ev=1i+k

po10 4 10
Resp.: P |7 1, - j
02. Calcular as coordenadas da projecio ortogonal de P = (0, -1, 0) sobre o plano
determinado pelos pontos A =(2,1,0),B=(0,2,1)e C= (0,0, 2).
(30 -9 40)
Resp.: N=| —, —, =—
“P- N=129" 29" 79,

03. Sejacum planodeterminado pelos pontos A=(0,0,3),B=(1,1,3)eC=(2,1,3).
A distincia entreos pontos P=(1,0,1}) e Q =(x,0,2),comx >0 é -.,E-Eun-
sidere ()’ a projecio ortogonal do ponto () sobre o plano «, e P' a projecio do
ponto P sobre a segundo a dire¢io do vetor v =21 + j + k.

V PQ Calcular a distincia d entre os pon-
: . tos P'e Q.
/ :' Resp.. /13
el il
P Q




04. Considere os pontos A=(1,0,1),B=1(1,1,2),C=1(0,2,1),D=(1,2,0) e
E = (3, 0,0). Calcular a interseccio da reta DE, orientada no sentido de D para
E, com o plano ABC.

Resp.: P'=(-2,5,0)

3. DISTANCIA DE PONTO A PLANO

AP Considere @ um plano que

. contém o ponto A e ortogonal ao

- Sd{ﬁuﬁ vetor unitario n. Queremos a dis-
-tancia do ponto P ao plano .

Deducao:

i:' __________ &l Do triangulo retangulo PNA:

diP, a) = |[(A - P} cos @ I

O sequndo membro da igualdade acima nao se altera, se o multiplicarmos
por|n|:
dif, a)=|(&—P)||n|cos @

que exprime o produto escalar entre os vetores (A — P) e n. Donde se infere
a formula:

diP, a)=(A-P).n ]

OBSERVACAO

A dP, a) é convencionada positiva se 0 segmento orientado FN
tiver o sentido de n ; negativa se PN tiver o sentido contrario a i

PE DA NORMAL (N)

Trata-se da férmula da projecao ortogonal de um ponto sobre um plano
(deduzida no item anterior).

Entao:

N=P+[(A-P).n]n | =~ N=P+dP, a)n |




Se o plano « for individualizado por trés pontos A, B e C, & mais como-
do calcular a distanca do ponto P ao

plano a como a altura do paralelepipe-
do cujas arestas sao (B — A), (C-A) e
(P—A).

d (P, a) = h (altura do paralelepipedo)
vnlume fn paralelepipedn

area da base

_(B-A})x (C-A)-(P-A)
diP,a) = [(B-A) X (C—A)]

01. Conhecidos os pontos A=1(0,1,2),B=1(1,1,3),C=(1,3,3)eD=1(2,1,5),
achar:

a) aaltura do tetraedro ABCD relativa ao vértice A;

J5

H.E'Slp..' h= ?

b) o pé da normal baixada de A sobre o plano BCD.

N[22 4,9
Resp.: N—{E, 1 5]



01.

01.

Dados os pontos A = (2,4, 0), B=(0, 2,4), C= (6,0, 2), calcular:
a) aaltura do tetraedro OABC relativa a O (origem);
1342
5
b) o pé da normal baixada de O sobre o plano ABC.

39 13 52 |
|25 25’

Resp.: h =

Resp.: N =

Achar a distincia do ponto P ao plano determinado pelos pontos A, Be C.
Dados: P=(-5,-4,8), A=(2,3,1),B=(4,1,-2)eC=(6, 3, 7).

Resp.: 11



Lista 02 de exercicios para entrega

1) Dados os pontos A(2, 1, -1), B(3, 0, 1) e C(2, -1, -3), determinar o ponto D tal que

—» —»

AD = BCx AC.

2) Determunar o vetor x talque x (1,4,-3)=-Te xx(4,-2 1)=(3, 5, -2).

3) Resolver os sistemas:

- =~ A —+ . —*

ayl , XXI=K py ¥ X2~ j+36)=0
x(4i-2+k)=10 x (i+2j-2k)=12
4) Dados os vetores u =(1, -1, 1) e v =(2, -3, 4), calcular:

-+

a) a drea do paralelogramo determnado por uev ;

—

b) a altura do paralelogramo relativa a base definida pelo vetor v .

5) Dados os vetores ;={2, l,-1)e ;:={I, -1, a), calcular o valor de a para que a drea do
paralelogramo determinado por ;e: seja igual a w.l'rﬁ_E i

6) Dados os pontos A(2, 1, 1), B(3, -1, 0) e C(4, 2, -2), determunar:
a) a area do tridngulo ABC; b) a altura do tnangulo relativa ao vértice C.

—* -

7) Dados os vetores 1 =(3,-1, 1), v=(1,2,2)e w=(2, 0, -3), calcular:

-+ — —* — — —F

a)u,v,wj b)[w,u,v]
8) Venficar se sido coplanares os vetores:

aju=(1,-1,2), v=(2,2, 1)e w=(-2,0, -4)

b) u=(2,-1.3), v=03,1,2) e w=(7,-1,4)

9) Determunar o valor de k para que sejam coplanares os vetores:
aju=(2,-1,k),v=(1,0,2)e w=(k 3, k).

byu=(2,k 1), v=(1,2 k)e w =(3,0,-3)

10) Dados os vetores u = (1, 2, 3) ev=(2, -1, 4) obtenha o vetor w, de forma de w seja a
projecao de u sobre v somada a projecao de v sobre u. Represente graficamente.



