4. DISTANCIA DE PONTO A RETA

:ﬁ Consideremos um ponto A e

y uma reta r, esta individualizada por

um ponto P e por um vetor unitario

ST Z-gian n, que tem a sua direcao. Buscamos

a distancia do ponto A aretar.
~\0

A b

*
P N

: E Do tridngulo retangulo ANP:

d(A, r) = |(A-P)| sen 6
que nao se altera se multiplicarmos o 2° membro por | n |:
dA, ) =|(A-P)||n|sen®

que expressa 0 médulo do produto externo entre os vetores (A - P) e n.
Com efeito:

d(A, 0= |(A-P]xA| |




CALCULO DO PE DA NORMAL (N)
M é o pé da normal do ponto A sobre a reta r. Com as devidas precaugbes

quanto ao posicionamento dos pontos e do vetor n, pode-se empregar a far-
mula do paragrafo anterior:

N=PHA-P|.AJi |

Se a reta r for determinada por
dois pontos B e C, a distanda do
ponto A a reta BC pode ser obtida:

d (A, r) = h, (altura do tridangulo)
2 (area do triangulo)

comprimento da base

(A -B) x (C-B)|
c-e)

d(A, r) =

01. 01. Dados os pontos A =1(0,1,2),B= (1, 1,3),C=(1, 3, 4), determinar:
a) aaltura do tridngulo ABC relativa a A;

Resp.: h= %

b) o pé da normal baixada de A sobre a reta BC.

(.3 14
Resp.. N=|1, =, —
[ 5 5



01. OspontosA=(2,4,0),B=(0,2,4)eC=(6,0,2) sio vértices de um triangulo.
Pede-se:

a) adrea do tridngulo;
Resp.: 10 \,-'E

b) a altura relativa ao vértice B;

5
Resp.: 1042

¢) o péda normal baixada de B sobre a reta AC.

26 28 4|

Resp.: N—| 9" 9 gi

01. Calcular a distincia do ponto P = (1, 2, 0) & reta determinada pelos pontos
A=(0,1,2)eB=(3,0,1).

5./22

Resp.:
1"

5. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS

A reta r, é passante por P, e paralela ao vetor r,. A reta r, contém o ponto
P, e tem a direcao do vetor r,. Nosso escopo é obter a formula da distancia
entre as retas reversasr, e r,.

< din )

¥
=l



Seja a um plano auxiliar que contém a reta r, e é paralelo a reta r,. Des-
tarte, a distancia dir,, r,) entre as retas r, e r, é a distancia de um ponto de r,
ao plano a. Na figura:

d{rp rl} = {Pp )
Empregando para o 2° membro a formula da distancia de ponto a plano:
dr,, r))=(P,=P,) . n

Onde n = vers (1, x 1,). Por isso:
dir,, r.) = (P, =P,) . vers (r, x r.)
ou

(P, =B).pxn

dir,, r;) =
|r1 X r2|

cujo resultado deve ser adotado em modulo. Faz-se mister registrar que
no guociente acima tem-se para numerador o volume de um paralelepipedo de

arestas (P, - P,), r, e r,; para denominador a 4rea de sua base.

CALCULO DOS PES DA NORMAL COMUM (N, N))

O vetor (N, - P,) é paralelo ao vetor r,, e (N, - P,) é paralelo ao vetor r, .
Impondo a condicao de paralelismo:

(N=P) =k;i =N, =P, + ki D

Subtraindo membro a membro (1) de @) tem-se:

(N, =N,) = (B, =P) + ko, —kji [




ROTEIRO PARA 0 CALCULO DEk Ek

1) Multiplica-se escalarmente (3) por T,

2) Multiplica-se escalarmente @ por T,

3) Resolve-se o sistema de duas equacdes do 17 grau em k, e k,;

4) Substitui-se k, em (1) obtendo-se N,. O k, é substituido em (2) para
se obter N,.

OBSERVACAO
T |

endo-se N, e N, é dtil enfatizar que N, N, =d (r,, r3).

01. Asretasr, er, sao determinadas por:

P]. =(|], ]., 1] Pg ={]-:- 2! ]-]
i =T+k . 2l =T+ 42k
achar:

a) adistincia entre as retasr, e ry;

Resp.: g

b) os pés da normal comum.

HESP': |"'11 = “]F 1.' ”r NI :(

LA | Pt
g |
F1 ] [
| —



01.

Dadas as retas r, e r,, sendo:

P, =(0, 1, 2) P, =(2,0, 1)
rl ?lz_ir‘FEE e rl ?IZ_j.—EE_
calcular:

a) adistincia entre as retas r, e r;
/
Resp.. —
P 3

b) as coordenadas dos pés da normal comum;
26 ) (

—|; My =] 2 -
9 )r |.

(4 5 19
Resp.: N, =| =, 1, , —
’ 3 ' 9,

¢) as coordenadas do pé N da normal baixada de P, sobre o plano por r, pa-
ralelo a r, (Barsotti).

Resp.: N. =|;%, - ,%|

WO |



1. EQUACAO GERAL DO PLANO

0 PLANO £ DETERMINADO POR UM PONTO
E POR DOIS VETORES

Dados:

|:|.|:| ={':':'|}r Yo« zu}}
"|;'-|=|!’:-|i+m1j+n-|k
"ui'_3=l‘f_3.|+mzj+nzk

O plano « contém o ponto P, e é paralelo aos vetores v, e v, (v, ndo
paralelo a v,). O ponto P = (x, v, z) pertencera ao plano o se, e somente se, 0s
vetores (P - P_), v, e v, forem coplanares:



O PLANO E INDIVIDUALIZADO POR DOIS PONTOS
EPOR UM VETOR

Dados:

P = (%, V1. %)
Py ={H::_-, Y2, 2 ]'_
v =fi+mj+nk

O plano « & passante por P, e P, e é paralelo ao vetor v. Um ponto ge-
nérico P = (x, y, ) pertence ao plano « se, e somente se, os vetores (P - P,),
(P, — P,) e v forem coplanares:

X— X Al £L— I
Xp — &y ¥z =¥ Z; —z; | =01
f m ]

() PLANO E DEFINIDO POR TRES PONTOS NAO COLINEARES

Dados:

Ppo= (%, V1. %)
Py = (%3, ¥z, Z3)
Py = (X3, ¥3. Z3)




O plano a é determinado pelos pontos Py, P, e P,. Um ponto genérico
P = (x y 2) pertence ao plano a se, e somente se, os vetores (P — P,),
(P, — P,) e (P, - P,) forem coplanares:

X— ¥ L - Z
Xy =Xy V2 =¥i Z, =2; | =0 ()
X3 — ¥ ¥: — ¥ Z3 — 44

A resolucao de cada determinante representado por (1), (I} ou (I} conduz
a uma equacao linear a trés variaveis:

ax+by+cz+d=0 I

cognominada equacao geral do plano.

g
"Nav basta destuir v gue sobra; € necessariv

construir o que falta.”
Andnima.

01. Equacio geral do plano que contém o ponto A = (3, 0, 1) e € paralelo aos vetores
u=(1,2,0)ev=1(0,31).

Resp.: 2x-y+3z-9=0

02. Achar a equacio do plano que passa pelos pontos P =(1,2,3)eQ=(1,2,0)e
tem a direcio do vetor v = 2i + 3k
Resp.: y-2=10

03. Obter a equacio do plano que contém os pontos A =(3,0,1), B=(2,1,1) e
C=1(3,2,2).

Resp.: x+y-22-1=10



2. PERTINENCIA DE PONTO A PLANO

Dado um plano a de equacaoax+by+ z+d=0eumponto P, =(x_, vy, 2z},
a condicao para P, pertencer a a é:

alx,)+bly)+cz))+d=0
ou seja, a tripla (x,, v, Z,) deve satisfazer a equacao de a.

Exemplo:
O ponto A=(3,1, 2) pertence ao planow: 2x+y—-32-1=0.

3. INTERSECAO DE UM PLANO
COM 05 EIXOS COORDENADOS

Sejauax+by+cz+d=0

INTERSECAO COM O EIXO X

O plano « intercepta o eixo das
abscissas no ponto A = (x, 0, 0). Para
se determinar o ponto A basta fazer
y = 2z = 0 na equacao do plano.

INTERSECAO COM O EIXO Y

O plano a intercepta o eixo das or-
denadas no ponto B = (0, y, 0). Na equa-
¢ao do plano fazemos x =z = 0.

INTERSECAO COM O EIXO Z

O plano « intercepta o eixo das cotas no ponto C = (0, 0, z); para obter-
mos suas coordenadas basta fazer x = y = 0 na equacao do plano.



Exemplo:

Determinar os pontos de intersecao do plano a: 4x + 3y -z - 12 = 0 com
05 elxos coordenados.

a) Intersecao com o eixo X.
Fazendo nulos vy e z na equacao de a:

dx-12=0=x=3=A=(3,0,0)

b) Intersecao com o eixo vy.
Fazendox =z =0:

y-12=0=y=4=B=(0,4,0)

c) Intersecao com o eixo Z.
Fazendox =y =0:

-z-12=0=z=-12=C=(0,0 12)
d) Plotagem do plano no sistema cartesiano:

7 &




4. EQUACAO SEGMENTARIA DO PLANO

O plano

w ax + by + 2+ d = 0 com
a.b.c.d=0 corta o5 eixos carte-
sianos em trés pontos distintos P, Q e
R. gque determinam os trés segmentos
OF, OQ e OR. Indicaremos por p, ger,
respectivamente, as medidas desses
scgmentos.

P=ip, 0O, ﬂ']EEL:.‘-EF!+d=D=?FI-=?

Q =10, q, r‘.ZI'}I4;1:|L::-t:u:|+|:i=r‘.ZI'==a1:|=_F':j (1)

R=(0, 0, rea=ca+d-=- D:-»-r—_—':I
C

Voltemos a equacao de a:

ax + by 1 2= d

dividindo por (—d)

b
£+_F+E=‘|

-d -d -d

ou

X ¥ r-
—d£a+—d£b+—d;’c_1 @

substituindo (1) em (2
denominada equacao segmentaria do
L3 ¥ + 221 plano, por interceptar os eixos x, y e Z em seg-
g T mentos p, ger.



Exemplo:

Obter a equacao segmentaria do plano 4x -3y + 2z-12 = 0.
Solugao:

Plano dado

dx-3y+22=12
7

3
E——F+E=1ﬂu

g
“Quem aos 20 anos ndo é de esquerda, nao
tem coracao, guem continua sendo aos 40, nao tem
cabeca.”
Autoria incerta,

01. Obter a equagao segmentiria do plano o: 2x + 3y - 4z - 24 = 0.

X

Resp.: 13

¥ z
Y.z _4
"8 6

02. Obter os pontos de intersegio do plano x + 2y - 4z + 5 = 0 com os eixos coor-
denados.

i

Resp. A=(-5,0,0) B =[D'__‘ “]" [=[D' v i]

Ped | LT



03.

04.

5.

3.

nulo:

Determinar a equacio do plano que passa pelo ponto A = (1, 2, -1) e que corta

05 eixos coordenados em segmentos iguais.

Resp.: x+y+2-2=10

Equacdo geral do plano que intercepta os eixos y e 2 em segmentos de compri-

mento 2 e 2 e passa pelo ponto A = (1, 3, -3).

Resp.: 2x+y+2-2=0

Determinar o volume do tetraedro limitado pelo plano 3x + 2y + 2z -6 =0¢

pelos planos coordenados.

Resp.: 3u.w.

EQUACAO DO PLANO QUE PASSA POR UM PONTO
E ORTOGONAL A UM VETOR

Queremos a equacgao do
plano a que passa pelo ponto
P, = (%, Yo Zo) € 5eja ortogonal
ao vetor n = ai + bj +ck.

Observe que, agui, N & o
vetor normal a um plano e ndo
necessariamente unitario.

Deducao:

Seja P = (x, y, z) um ponto genérico de «. Entao:
P-Pl=(x-x)1+ly—-y)]+(z-z ) ke

n= EIT + b-]r + CE

Os vetores (P — P_) e n s3o ortogonais, logo, seu produto interno deve ser



[F‘—Fﬂj_ﬁ=ﬂ
alx—x)+bly-y)+clz-2z)=0

ou

ax+by+c+(—ax,-by,—cz,)=0
d

ou ainda

aax+by+cz+d=0 ]

Comparando com n, verificamos que os coeficientes a, b e ¢ da equacao
geral de um plano sio, nesta ordem, as coordenadas de um vetor normal a
esse plano.

Exemplo:
Eqguacao do plano que passa pelo ponto & = (1, 3, 5) e seja ortogonal ao
vetor n = (2, 4, 6).

Solugao:
a) Equacdo do plano
wx+dy+bz+d=0
B} A=(1,3,53)ea
2001 43)16(5) 1d=m0=>d= 44
t) Resposta:c:2x+dy+6bz—-44=10

'.-J
"0 poder & como violino: pega-se com a esquerda
mas toca-se com a direita.”
Andnimo,

01. Equagio geral do plano que contém o ponto P_ = (0, 1, 3) e seja ortogonal ao
vetor n = (3, 2, 5).

Resp.: 3x+2y+52-17=10



0.

Determine um vetor unitirio perpendicular ao plano -.,E:L +y—-z+5=0

Resp.: | ﬁ —,—l' Ou 0 SeU oposto.
| 2 2 2]

CASOS PARTICULARES DA EQUACAO GERAL DO PLANO

A nulidade de um ou mais coeficientes na equacao geral do plano, fara

com gque este ocupe um posicionamento particular em relagao aos eixos coor-
denados.

Ma eqguacao ax + by + cz+d = 0, se:

17 caso:
d=0—=ax+by+cz=0(coma-b.c=0)
O plano contém a origem.

Justificativa:
O ponto O = (0, 0, 0) verifica a equacdo ax + by + cz = 0.
5e o termo independente for nulo, o plano contera a origem.

27 caso:
a) a=0=by+z+d=0(comb-.c-d=0)
O plano é paralelo ao eixo x.
Justificativa:
Owetornormal ao planoby+cz+d=0

én=(0, b, ¢) que & perpendicular ao eixo x.
Logo, o plano é paralelo ao eixo x.

Analogamente, se:

b) b=0=—ax+z+d=0(coma-c-d=0)
O plano é paralelo ao eixo y.

€ c=0=ax+by+d=0(coma-b-d=0)
O plano é paralelo ao eixo z.



EM RESUMO: O plano & sempre paralelo ao eixo da coordenada
ausente.

37 caso:

a) a=sd=0=by+cz=0{(comb.c=0)
O plano contera o eixo x.

Zh Justificativa:

O plano by + cz = 0 aléem de
conter a origem (pois d = U) & para-
lelu au exo x, puls lem como velor

» nomal on=(0, b, ).

by+cz=10

Analogamente, se:

b) b=d=0—=ax+cz=0{(coma-.-c=0)
O plano contera o eixo y.

¢ c=d=0=ax+by=0(coma-b=0)
O plano contera o eixo z.

47 caso:

a) a=zb=0=cz+d=0{comc-d=0)
O plano é paralelo ao plano xy.

z Justificativa:

O plano cz + d = 0 tem como
vetor normal o n = (0, 0, ¢) que é
paralelo ao eixo z. Isto posto, o pla-
no intercepta o eixo z e é paralelo
. ao plano xy.

cz+d=10




OBSERVACAO

Secz+d=0=z= ::—d = Z = k (que representa um plano pa-

ralelo ao plano xy e intercepta o eixo z no ponto k). Em particular, z= 0
& a equacao do plano coordenado xy. Assim:

z

3

z=13

i

b) b=c=0=ax+d=0(coma-d=0)
O plano é paralelo ao plano yz.

OBSERVACAO

S:—:-a:f.+|:I=ﬂ::-:-'.=_?d:}x=k.EmparticuIaer=DEaequa-

¢ao do plano coordenado yz.

) a=c=0=by+d=0(comb-d=0)
O plano é paralelo ao plano xz.

OBSERVACAO

Seby+d=0=y = —d = y = k. Em particular, y = 0 representa
0 plano coordenado xz.



EM RESUMO:

Se dois dos coeficientes das variaveis forem nulos, a equacao re-
presenta um plano paralelo ao plano das variaveis que nao figuram na
equacao.

Exemplo:
Indicar o posicionamento de cada plano em relacao ao sistema cartesiano:

a) 3x+y-—4z =0 = plano que passa pela origem.
b) Z2x+ 37 -3 =0 = plano paralelo ao exo y.

c) 4x + 3y = 0 = plano gue contém o eixo z.

d) x -4z =0 = plano gue contém o exo y.

e) x—3 =0 = plano paralelo ao plano yz.

N.B.: No E€ a equacdo 2x + 3y — 6 = 0 representa uma reta. Entretanto, no
E* tal equacao representa um plano paralelo ao eixo z.

No E*

o2+ 3y—6=10

=




01.

02.

03.

04.

05.

Dé.

07.

Dado o plano a: 2x + 3y + z - 3 = 0, pergunta-se se os pontos A = (1,1, -2) e
B =(2,0, 1) pertencem a c.

Resp.: AcsaeB ea.

Obter a equacio do plano que passa por P = (1,2, 1) e Q = (3, 1, =1) e seja
paralelo ao eixo y.

Resp.: x+2-2=10

Calcular a equacio do plano passante por P = (1, 3, 3) e paralelo ao plano xy.

Resp.: z-3=10

Plano que contém o eixo x e o ponto A = (1, 3, 3).
Resp.: y-z=10

Equacio cartesiana do plano que passa pelos pontos A =(0,1,2) e B=(1, 3,0)
e seja paralelo ao eixo x.

Resp.: y+2z-3=10

Achar m para que o ponto A = (m, 1, 2) pertenca ao plano x + 2y -z + 5= 0.
Resp.: m=-5

Nas figuras abaixo, determine as equacoes dos planos, sabendo-se que:
a) w, é paralelo ao plano yz;



b) w, passa por P e contém o eixo z;

c) «, é paralelo ao eixo y.

Resp.: a)ay x-2=0; bjay2x-y=0;, Juyx+2z2-4=0

01. Achar a equacio do plano que passa pela origem e é perpendicular ao vetor
u=(2,-1,3).

Resp.: - Y + Az=0
Série B

"Certas escolas tém cheiro de morte por matarem a
criatividade dos alunos.”
Anorma

02. (VIS50TO LEITE) A hgura abaixo representa um galpao. Os nimeros repre-

sentam as dimensoes do galpio. Determine:

z a) equagoes dos planos que contém os
telhados e as paredes;
el—" . _______ D b) o volume do galpao.
Resp.. a) (EIFH)y-3z+24=10
Ho ! (IHDG) y +3z-36=0
Py =V A [ (ABFG) x—20=10
F G Y (BCDG) y-12=10
g 20 (OEAF) y =0
e (DEDC)x =0
_.:”" " : b) 2.160 w.v.



PARALELISMO E ORTOGONALIDADE DE DOIS PLANOS

Dados os planos:
a; ax+by+cz+d, =0
aax+by+cz+d,=0

Entdo n, e n, s3o respectivamente os vetores normais aos planocs o, e w;

e podem ser representados por:

ﬁzL/ /
o somente se, os coeficientes das
iy
oy

ﬁ] =EI1T +b1T+E1E
n, =a,l +b,] +¢k

CONDICAO DE PARALELISMO

Os plancs o, e o, sao pa-
ralelos se, e somente se, os ve-
tores n, e n, o forem, isto é, se e

variaveis homonimas forem pro-
porcionais:

¥b3 C;

Em particular, os planos a, e a, serao coincidentes se:

Meste caso, a equacao do plano a, é o produto da equacao de a, por

uma constante k.

CONDICAO DE ORTOGONALIDADE

A condicdo de ortogona-
idade de «, e w, & a mesma
condicao de ortogonalidade dos
8 vetores n, e n,:

E1EIE + b]bl -+ C1C;,_| -— D




8. EQUACAO DO FEIXE DE DOIS PLANOS

Considere a, e a, dois pla-
nos que se interceptam segun-
do uma reta real r. Assim, no
espaco tridimensional a reta r
pode ser representada por:

o {u1:a1x+b1y+c1z+d1=ﬂ
a, a.x+by+cz+d,=0

Denominamos FEIXE DE PLANOS de eixo r, ao conjunto de todos os
planos que passam pela reta r.

EQUACAO DO FEIXE DE PLANOS:

Multipliguemos a equacao de a, por um ndmero real i e somemos com
a equacao de o,:

g+ by +Cz+d; +hax+by+Gz+d)=0(%)

Para cada valor de A, a equacao (*) representa um plano que passa pela
reta intersecao de w, e u,, pois qualquer ponto P = (x, vy, ) dessa intersecao
satisfaz as equagtes de a,, de a, e de (*).

Consoante o exposto, a equacao de um plano gue passa pela intersecao
de dois planos pode ser determinada mediante o conhecimento de uma condi-
¢ao que permita calcular a constante i.

A equacdo (*) — que em notacdo simplificada serd representada por
a, + ko, = 0 — & denominada equacao do feixe de dois planos.



Exemplo:
Achar a equacao do plano que contenha a reta

2x+y-z+1=0
r: eoponto P=(1, 3, 0)

x+y—-1=0

Solucao:

a) Equacao do feixe de planos
Ay -F+1+00+y-1)=0(*)

b) P=(1,3,0)e(*)
20+3)-M0+1+(1+3-1)=0=A=-2

€) Substituindo & = -2 em (*)
2x+y—-z+1 -2x+y-1)=00u
y + z— 3 = 0 (resposta)

01. Obter a equagio do plano que contém a reta:

. o X+y—-2z+3=0
Cagx-y+2z+5=0

e seja paralelo ao eixo das abscissas.

Resp.: 2y-3z2-2=0



0.

03.

04.

05.

06.

SUGESTAO

o
l 1) Equacao do feixe de planos que =

X+yY—Z+3+Ax-y+22+5)=0
ou
T+ x+00-My+(-1+20)z+3+5L=0

et
I
0

2) Se o plano deve ser paralelo ao eixo x, 0 seu
coeficiente deve ser nulo:

T1h=0=4= 1

Pede-se a equacio do plano que passa pela origem e que contém a reta

- Xx+y-z-8=0
| 2x+z+4=0

Resp.: Sx+y+z=0

Calcular a equacdo do plano que contém a reta

. X+y+z=0
|y+z-2=0

e € perpendicular ao plano m:x + 2z - 3 = 0.

Resp.: 2x—y—-2+6=10

Determinar a equacgio do plano que passa pela reta de intersecio dos planos
x-3y-z+3=0e3x+vy-2z+2=0eé perpendicular ao plano yz.

Resp.: 10y+2=7=0

Equacio do plano determinado pelo ponto A = (0, 1, 1) e pela reta

x+y—-3=0
y+2z2-1=0

Resp.: 3x+y+42-5=10

Dado o feixe de planos: x + y = 3z + 5+ A(2x + 3y = 5z + 1) = 0 pede-se a equagio
do plano pertencente ao feixe € que passa pela origem do sistema cartesiano,

Resp.: 9x+ 14y -22z=10



9. DISTANCIA DO PONTO P, A UM PLANO

Dados:
Py = {xn- ¥ar zn]
7 d(P, a) wax+by+z+d=0
- Com o escopo de utilizar a formula
I" da pagina 135, consideremos um ponto
! genérico P, = (x,, y,, z;) de a e o vetor
n=ai+bj +ck, ortogonal a a.

» F

Entao:

ou {(em modulo)
diP,, a) = |(P,—P,) -versn| (D

Porem:

(Po— P =Xy —X;, Yo —¥1. Zg—Zy) €

vers w0 __lab ¢ @
| ».'III-EIE +b? + 2
Substituindo () ern (1)
a b, c
dl:FIDrﬂ}={.:':.I}—x-lr}rl}—y'lrzn_z]}_\III; hz 'Jz
+b* + ¢

B |E|I:}l:,:, - %) +bly, —yy) +clzy — 7 ]'|

1,'[33 +bf +c?

|ax,_._ + by, +cz, +(—ax; — by, - cz]|

Ja? +b? +¢?

Mas se P, = (x,, y,, Z,) € a:

ax, + by, +z, +d=00u |axn+hyu+czﬂ+d
dif,, a) =
d = -ax, - by, -z, \,'[ai+h2+c3

Consequentemente:




10. EQUACOES DOS PLANOS BISSETORES

L plana bisselor

4/3 trago de o,

» plana bissetor

|

—
<= trago de (,

Para uma melhor visualizacao da figura, os planos a, e a, estao represen-
tados por seus tracos (planos de topo).

DEFINICAO: Um plano é bissetor quando passa pela intersecdo de
outros dois, formando com estes angulos diedros congruentes. Os pla-
nos a, e a, possuem dois planos bissetores.

Considere:

aax+by+cz+d, =0
ayaXx+by+cz+d,=0

Seja P = (x, y, 7) um ponto arhitrario de um plano hissetor As distancias
do ponto P as faces do diedro devem ser iguais:

diP, a,) = d(P, ;)

ax + by + ¢z + d; ia;_x + by + ;2 + d
2 . .2 2 h? o4 2
,llfa$+h1+c1 .Jai+b2+c3

gue representam as eguagdes dos dois planos bissetores do diedro formado
pelos planos o, e a,.



11. ANGULO DE DOIS PLANOS

Dados:
g ax+by+cz+d, =0
iy X+ by +cz+d, =0

Sejam:

—

n,=ai+bj+ck e n,=ai+byj+ck

os vetores normais dos planos a, e a,, respectivamente. Considere B o
menor angulo entre os vetores n, e n,. Por construcdo, © também é o
menor angulo entre 0s planos a, e a,. Do produto escalar:

N, - n
ms.ﬁ=|,‘ :’-l (0° <8 <90°)
| ny || ng
ou
|a1az + byb, +c]r:;._|
cos B =

7 b v o2 [al 7
Jai +bl+c Jal +bl+c

Em particular, se 8 = 90°, entao cos 8 = 0; donde a,a, + b,b, + ¢,c, = 0,
que obviamente indica a ja conhecida condicao de ortogonalidade de dois planos.



1. EQUACOES DA RETA

Qualguer representacao cartesiana de uma reta no espaco tridimensional
se faz com pelo menos duas equacgdes.

EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

z 4

_— r

X

Seja r uma reta passante por P, = (x5, ¥o. Z5) € paralela ao nao nulo vetor
F=fi+mj+nk.

O vetor r & denominado vetor diretor da reta r.

Um ponto P = (x, y, Z) pertence a reta r se, e somente se, os vetores (P - Pp)
e r forem paralelos:

(P-Py=triteR)
ou
P=Py+tr | (1)

Esta é a equacao vetorial paramétrica da reta r no E¥ (t & chamado
parametro).



Introduzindo as coordenadas de P, P, e r em (1), obtém-se:

X=Xq + Fft
¥ = Yo +mt
Z=2Z, +nt

cognominadas equagoes parametricas da reta.

EQUACOES SIMETRICAS DA RETA

lsolando-se o parametro t em cada uma das equagdes parameétricas e
igualando as expressoes, obtém-se:

XK—Xng Y¥—Y¥o Z-4Zp (=1)

f m n

que sao denominadas equacgdes simétricas da retar.

Casos particulares das equacoes simétricas:

CONVENCAQ: A nulidade de um denominador implica na nulidade do
correspondente numerador.

) Um dos denominadores & nulo.

Se, por exemplo,
n=0=z-2,=0=2=2,

Meste caso a reta é paralela ao
plano cartesiano xy, pois o seu vetor
diretor r = (£, m, 0) é paralelo a tal

-
0 y  plano. Por conseguinte:
X

X — X - -

- o _Y¥Y~-¥o _Z-% .,
f m 0

Z =12y

r4x—Xs ¥Y—V¥o (onde ¢ . m = 0)




i) Dois denominadores sao concomitantemente nulos.

z4 Se, por exemplo,
f=m=0 e n= 0 seinfere que
r a reta & paralela ao eixo das cotas,
uma vez que o seu vetor diretor é
r= {DJ 0, n}_
Yo Assim:

i

X" % _¥Y-V¥o _Z-3

0 0 n
H_:".D
ou T ¥ =Yo
y z-1z2
o i
n

X

Considere a reta r individualizada por dois pontos P, = (%, Vi, Z¢) €
P, = (x,, ¥, Z,) e seja P = (x, y, Z) um ponto genérico de tal reta.

Por consequinte, a reta r passa pelo ponto P, e tem como vetor diretor o
vetor (P, — P.):

X—% ¥V =4

Ky — X4 ¥ — ¥y L3 — &

gue representam as eguacoes simétricas da reta individualizada pelos pontos
P.eP,.
1 2



EQUACOES DA RETA DETERMINADA
PELA INTERSECAO DE DOIS PLANOS

Cumpre lembrar 0 ja exposto no capitulo de plano que uma reta no espa-
co E* pode ser determinada pela intersecao de dois planos.

- _{u1:a1x+b1y+c1z+d1=ﬂ
el r- .
o, ‘a,x+by+cz+d, =0

EQUACOES REDUZIDAS DA RETA

Das equacdes simétricas de uma reta r

X—Xg ¥Y—Yo Z-Zp

f m n

temos duas igualdades independentes entre si:

— X — X
Y — Yo _ 0 (1)

m i

M f

lsolando-se 3 variavel y em (1)

y=mMx+0q

lsolando-se a variavel z em (2) :

I=pzx+4;

Destarte, as equacdes reduzidas de uma reta, com variavel independente
x, 530 representadas por:

. Y=mx+q
Z= DX+ 0z



, Y Ehx+q
Geometricamente, areta r : {z = PyX + G, intercepta o plano yz no pon-
to Py = (0, g, gs) e v = (1, p;, p,) € 0 seu vetor diretor. Ademais, cada uma
das equagdes reduzidas da reta representa um plano e a reta é portanto deter-
minada pela intersecao de dois planos, cada um dos guais paralelo a um eixo
coordenado.

Dependendo da posicao da reta r, poder-se-a usar como variavel indepen-
dente nao 56 o x, como também o y ou entao o z.

Exemplo:
Achar as equacdes reduzidas da reta r : % = ]r_—; = E__;
(com variavel independente x).
RESOLUCAD:
[y-3

V) R N ()

x _¥Y-3 z-2 -2 2
al = =T

27 3 2

| _X
\H/ | =2 "2 2)
b} lsolando-se y em (1) e z em (2):

|‘.r=ﬁ_3_

(resposta)

A reta r representada por suas equacoes reduzidas e fruto da intersecao dos

gy = 3K .
pIann5u,.y=T+3 B wyiZ=-X+2

Observe que os planos a, e o, sao paralelos
aos eixos z e y respectivamente.

Aretar "fura™ o planoyz no ponto P, =(0, 3,2)

_f i
B tem como vetor diretoro v =; 1.—%.—1J




01.

02.

03.

04.

05.

Achar as equacbes simétricas da reta que passa pelo ponto A = (1, 3, 0) e é
paralela ao vetor v = (3, 4, -1).

x—1 y-3
3 4

z
Resp.: —
P 3
Obter as equagdes simétricas da reta individualizada pelos pontos A = (1, 3, 2)
eB=(5212).

_ -3 _
Resp.: :{41=‘f _z-1

A reta r passa pelo ponto P = (1, 2, 0) e tem a direcio do vetor v=31 + j - k.
Determinar as equagbes reduzidas de r (com varidvel independente x).

X+5, —-x+1

Resp.: = s I=
Py 3 3

Estabelecer as equacies reduzidas da reta que passa pelos pontos P = (0, -4, -5)
eQ=(1,-2,-2).

Resp.: y=2x-4; 2=3x-5

Sdo dadas as equacoes paramétricas de

x=1+2t
r:qy=-2+73t
z = -5t

Obter as equagioes simétricas de r.
Resp. X—1_Y¥+2 2

P 3 -3




06. Verificar se os pontos P = (4, 2, 0) e Q = (1, 0, =1) pertencem & reta
x—-1 ¥ z+1

Resp. Per e Qer

x=34+1
07. Determinaropontodareta r:{y =1+t quetenha ordenada5.
z=4-t

Pede-se também o vetor diretor de r.

Resp. P=(7,50 e r=(1,1,-1)

08. O ponto A = (0, x, y) pertence a reta determinada pelos pontos P = (1, 2,0) e
0Q=1(2,3,1). Achar A.

Resp.. A=(0,1,-1)

09. Complete:

a) Areta I{Tl = Y;?' =2+l ¢ paralela ao plano:
-1

b) A reta x+1=}’+1=z—2

¢ paralela ao eixo:

3 0
c) Areta 1;1 =T1_], z = 2 ¢ paralela ao plano:
x=2
d) Areta r:{y =2+ 3t ¢ paralelaao eixo:
z=-3

Resp.: a)yz b)x; ) xy; d)y



01. Dada a reta r como intersecio de dois planos, obter a sua equagio simétrica.

Dada x+y+z—-2=10
y {}L+3].r—z—1=ﬂ

. -0 .
Resp.: r:x 2=1"f =1z ’

-2 1 1

Bl SUGESTAO
[
\.: R P .
r - Obtenha dois pontos P, e P, de r:

1) fazendo por exemplo y = 0 em r, resulta o sistema:
X+2-2=0
x—-z-2=0

=x=2=z=0=PR =(2,0,0)

2) tazendo por exemploy = 1 em r, resulta o sistermna:

x—2Z+1=10

X — X - Z-12
3y 1 _ Y% _ 1

£2—% Yo —¥1r &4
MN.B.: Cumpre destacar que para o subtraendo de cada membro do

- -0
numerador da resposta (r: :':_22 -7 = z

ponto P, = (2, 0, 0). No entanto, poder-se-ia adotar o ponto
_ -1 _
F2=[ﬂ,111](r:xzﬂ=? z -1

;ﬂ] adotou-se o

— = ] ou qualquer outro ponto da

retar.

o x—2y+z+3=0
02. Pede-se a equacio simétrica de s : {4]{ +y—5z+3=0
;.;—I:I_!"—E_E—1
11

Resp.: s:




03. Eguacio do plano que contém a retar e o ponto A. Dados:
A=(1,0,2) erx-l=y+3=2

Resp.: x+2y-3z+5=10
B SUGESTAO
1) Equacao de r como intersecao de 2 planos
_{ch x—-2z-1=0
r

oy y—-z+3=10

2) Equacao do feixe de planos que =
a, +ia,=0 ED

3) A

04. Obter a equacio do plano determinado pelo ponto

x+y=3=0
A= Lepelaretar:q . 5. 1_g

Resp.: 3x+y+4z2-5=10

05. Achar a equacgio do plano a e que concomitantemente:
a) passe pelo ponto A = (0, 1, 2);
-1
b) seja paraleloa r: % = Fﬂ = z;—l
c) seja perpendicular ao plano fl: 2x+y-z+2=10.

Resp.: x—-dy-22+8=0

SUGESTAO

A figura mostra que o plano
« contém o ponto A={0, 1, 2}c é
paralelo aos vetores r = (2, 0, 1} &
n=1(2,1, 1). Entdo:

=l




01. Encontrar a projeao ortogonal daretar: x =y - 1 = z - 2 sobre o plano coor-

denado xy.
Lo X _y-1 2
Ftesp..r.1— i
SUGESTAO

...-
4

Sejam
P,=1{0,1,2)eP,=(1, 2, 3)pon-
tosdaretar,e P, =(0,1,0)e
Py = {1, 2, 0) as respectivas

0 >
¥y  projecdes ortogonais sobre o
plano xy.
¥y
Série B

.I
“Qualguer professor, que possa ser substituido por
um computador deve ser substituido.”

Arthur Clarke (191 7-2008), escrtar inglés e autor de “20017 - Uma
odiEseia no espaco”

— -1
02. Calcule as medidas dos dngulos que a reta r : 12 2 = Fj =§ forma com
05 eixos coordenados.
Resp.: cos o = % (ot = T73%);
cos P =% (p=65") e
€os =g (y = 31°)
m SUGESTAO
Calcule os cossenos diretores do vetor r = 21 + 3] + 6k.
X 2 2

Por exemplo: CO5 @ = = =
F ,“l[j,.|;2+1_..'1+32 V4 +9+ 36 7




2. PUEIQﬁES RELATIVAS DE DUAS RETAS

Mo espaco E°, duas reta r, e r, podem ser:

COPLANARES E PARALELAS

As retas r, e r, jazem no mes-

r'I
"2 mo plano o e tém a mesma dire-
cao. Como caso particular as retas
r, e r, podem ser coincidentes.
[}

COPLANARES E CONCORRENTES

As retas r, e r, estdo contidas
f no mesmo plano « e se interceptam
P num ponto P. As coordenadas de
P =(x, y, ) satisfazem o sistemna for-

‘ mado porr, e rs.

REVERSAS

As retas ry e r, pertencem a planos distintos e
nao tém ponto (proprio ou iMproprio) em comum.

3. CONDICOES DE PARALELISMO E ORTOGONALIDADE
DE DUAS RETAS

Conhecendo-se as retas r, e r, por suas equacoes simétricas:



3. CONDICOES DE PARALELISMO E ORTOGONALIDADE
DE DUAS RETAS

Conhecendo-se as retas r, e r, por suas equagbes simétricas:

CONDICAO DE PARALELISMO

A reta r, tem a direcao do vetor § = ¢41 +m, | + nk . Por sua vez, a reta
r,tem a direciodovetor = /50 +m; | +nzk . A qulgéﬂ para que as retas
r, e r, sejam paralelas é que seus vetores diretores o sejam:

CONDICAO DE ORTOGONALIDADE

A condicdo de ortogonalidade entre as retas r, e ry, coincide com a dos
velores F-I = rz_'



£, +mm, +nyn, =0

M.B.. Autores ha que estabelecerm uma acepcao diferente no que tange a
retas perpendiculares e retas ortogonais:

» duas retas r, e r, sao ortogonais se formarem entre si um angulo reto;

» duas retas r e s sao perpendiculares se além de formarem um angulo
reto forem concorrentes.

[ [

(r, e r, sao ortogonais) (r, e r, sao perpendiculares)




01. Equacio da reta que passa por P = (1, 2, 0) e é paralela a reta
x+2 Y z-1

30 2
i-1_y-2 1z
3 0 2
p ) x+y+1=0 ) Ix+2y+1=0
0. que as r'{x—y+!z=ﬂ s'{3.1:[—3-]."+l.%z+1=lfl

- SUGESTAQO
' Obter as equagbes simétricas de r e s e verificar que

03. Determinar as equagdes simétricas da reta r sabendo-se que passa pelo ponto
P = (3, 5 2) e é concomitantemente urtugnnal ao eixo X e a reta
s‘x—]=}'—3_z+]

0 -2 1
y-5_z 2
g X =3, -
Resp.: X | 3
rJrsucﬁrrin
1) Aretartemaforma; X=3 _¥Y~-3 _z-2

m n

2) Imponha a condicao de ortogenalidade entrere s,




04. Calcular k para que as retas r e s sejam ortogonais.

Dadas:
y=kx+2 x=1+3t
r: - 3y e s:1y=2-t
z 7 =Tt
Resp.: k=-3

4. CO H[}I{:Aﬂ DE COPLANARIDADE DE DUAS RETAS
Dadas as retas:

A reta r, contém o ponto P, = (x,, y,, 2,) e tem a direcdo do vetor
[, = £,i +m, ] +nk.Aretar, contém o ponto P, = (x,, y,, Z,) e tem a diregio
dovetor i, = E;T + m;_--i + HEE -Asretasr, er, 5erao coplanares se, e somente
se, 05 vetores (P, — P,), r, e r; o forem:




01. Provar que as retas r e s sio coplanares. Dadas:

— -1 +1
p.x-1_Y z+2 e g X_YF o _z+l

20 1 1 2 -1

02. Calcular m para que as retas r e s sejam coplanares. Dadas:

x=2-3t 1].r=1'|:|:l:+l
r: ',.r=]+t e 5§ s = —3x
E=2t+3
-8
Resp.: m=—
P 13

03. Asretasr, er,sdo coplanares. Achar a equacio do plano que as contém. Dadas:
-1 — +2
1,1::!:+l=]-’ _z 2 . l_1:.1».'.+1-'r=‘,'|" _z
3 1 3 4 3 2

Resp.: /x-by-52+23=0

1 SUGESTAO
O plano a contém o ponto
P, e é paralelo aos vetores r e r.
Sejam: Py = (2, 2 5) um pc:ntc:
qualquer der, r,=(3,1,3)e
f,=1(4,3, 2).
Entao:
x—2 y-2 z-5
v 3 1 3 =0
4 3 3




MAZ23: Lista sobre Retas para Apresentacao

1) Apresente as equacgdes simetricas e parametricas da reta que satisfaz as condicdes:
a) Passa pelos pontos (1, 2, 1) e (5, -1, 1);

b) Passa pelo ponto (5, 3, 2) com nameros direcionais [4, 1, -1];

c) Passa pela origem e é perpendicular a reta (1/4)( x- 10) = (1/3)(y) = 0,5 z, por interseccéo.

2) Obtenha uma equacao vetorial de reta que passa pelo ponto (0, 2, 1) e forma angulos
congruentes comas retas r: (0, 0,0) +t (1, 2,2),s:(1,2,3)+1t(0,3,0)eu: (1,2, 0)+t (0,
0, 3).

3. Obtenha equagdes na forma paramétrica de uma reta que passa pelo ponto (1, -2, 3) e
forma angulos de 45° e 60°, respectivamente, com 0s eixos Ox e Oy.

4. A diagonal BC de um quadrado em R3 esta contida naretar: (1,0,0) +t (0, 1, 1).
Sabendo que o vertice A € (1, 1, 0), obtenha os outros trés vértices.



