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INTRODUCAO

Sabe-se que o conjunto R*={(x,y)/x,yeR} é
interpretado geometricamente como o plano cartesiano.

O par ordenado (x,y) pode ser um ponto ou um vetor.
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Esta ideia se estende ao espaco tridimenssional que € a
interpretacio geométrica do conjunto R™ . Embora se
perca a visao geométrica, € possivel estender essa ideia a .

espacos R4 . RS...Rn.




R = (X,,X,,%,X,)

R®> = (X1’X2’X31X4’X5)

R" ={(X, %,,.... X,)/ X, € R}

A maneira de trabalhar nesses espacos € idéntica aquela
vistano R” e R>.

Por exemplo se:

u= (X, X,,...,X,) € V= (Y1, -1, ) sdo vetoresno R"
e o um escalar, define-se:

a)igualdade de vetores U=V = X, = Yy, X550 X, =Y,
b)adicao de vetores UHV=(X, + Yy, Xy Y e Xy Y,
¢)multiplicaciio de escalar QuU=(ax,, @X,,...ax,)

d)produto escalar uv=x,y,+ x,y,+..+X_y,




, | = 2 2 2
e)modulo M—\/Xl + Xt X

u= =) notacdo matricial

9.1 ESPACO VETORIAL

Seja um conjunto V, ndo-vazio, sobre o qual estao definidas
as operacoes adicao e multiplicacao por escalar; isto é:
vu,veV ,u+veV

VaeR, YueV, aueV

O conjunto V com essas duas operacoes é chamado de

espaco vetorial real (ou espaco vetorial sobre R) se forem .
verificados os seguintes axiomas:




A) Em relacao a adigao:
Al) u+(v+w)=(u+v)+w, vu,v,weV

A2) u+v=v+u, Yu,veV
A3) d0eV,YueV,u+0=u

A4) Vu eV,EI(—u) eV,u +(—u) =0
B)Em relacdao a multiplicacao por escalar:
M1) a(Bu)=(ap)u
M2) (a+pB)u=au+pu
M3) a(u+v)=au+av
M4) 1(u)=u
para vVu,veVeVa,feR




OBSERVACOES:

1)Os elementos do espaco vetorial V sdao chamados de
vetores, independente de sua natureza. Pode parecer
estranho, o fato de se chamar de vetores os polinomios,
(quando V for constituido de polindmios), as matrizes
(quando V for constituido de matrizes), os numeros
(quando V for constituido for um conjunto numerico), e
assim por diante. Podemos fazer isso, pois esses
elementos de natureza tao distinta se comportam de
forma idéntica nas operacoes de adicao e multiplicacao
de escalar, como se estivéssemos trabalhando com os
proprios vetores do R? e R3,

P = {a0+a1x+ a,x°+..a x"a e R}
M (m,n)

2) Se tivéssemos tomado para escalares o conjunto C do
numeros complexos, V seria um espaco vetorial complexo.




9.2 SUBESPACO VETORIAL

Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto nao-vazio
de V. O subconjunto S é um subespaco vetorial deV se S €
um espaco vetorial em relacao a adicao e a multiplicacao
por um escalar definidas em V.

Para mostrar que um subconjunto S é um subespaco
vetorial de V, deveriamos testar os 8 axiomas de espaco
vetorial relativos a adicao e multiplicacao, mas como S é
parte de V, ndo ha necessidade.

Um subconjunto S entao € um subespaco vetorial se
estiverem satisfeitas as condicoes:

)Vu,ve S,u+veS

II)VueS eVaeR,aueS




Observacao:

Todo espaco vetorial V admite pelo menos dois
subespaco: o conjunto {0}, chamado subespaco zero ou
subespaco nulo, e o proprio espaco vetorial V, que sao
chamados de subespacos triviais de V. Os demais sao
chamados de subespacos proprios de V.

Por exemplo, os subespacos triviais do V=IR3 sido {0,0,0}
e o proprio R3. Os subespacos proprios do R3sdo retas e
planos que passam pela origem.

Para o V=R?% os subespacos triviais sdo {0,0} e R Os
subespacos proprios do R? sdo retas que passam pela
origem.




Exemplos:
1) V=IR?
S={(xy)ER?/y=2x]}

2) V=RR2
S={(xy)ER?/y=4-2x}




9.3 COMBINACAO LINEAR

Sejam os vetores v, V,, .., vV, do espa¢o vetorial V e os
escalares a,, a,, .., a,. Qualquer vetor v € V da forma:

v=a,v,+a,V, +..+a.Vv,

€ uma combinacao linear dos vetores vy, v,,..., v_.
Exemplo:
No espaco vetorial R3, o vetor v=(-7,-15,22) é uma
combinacao linear dos vetores v,=(2,-3,4 ) e v,=(5,1,-2 )
porque:
v=4v,—3v, POols:
(=7,-15,22) = 4(2,-3,4) — 3(5,1,—2)
= (8,—12,16) + (—15,—3,6)
= (=7,-15,22)




9.4 SUBESPACO VETORIAL GERADO

Sejam V um espaco vetorial e A={v,, v,, .., v} CV, A+#¢.
geradores

O conjunto S de todos os vetores de V que sao
combinacoes lineares dos vetores de A é um subespaco
vetorial de V.

(Vi VooV, [={a v +a,y, +..+a, v, }

! !

subespaco gerado

O subespaco S se diz gerado pelos vetores v, v,, .., v,.

S=[v,,V,,..,V, ] .
ou gerado pelo conjunto A: S=G(A)




Exemplos:

1) Os vetores e;=(1,0) e e,=(0,1) geram o espacgo vetorial
V=R? pois qualquer par ordenado (xy) € R? ¢é
combinacado linear de e, e e,:

(X,Y) = ae +ae, =210)+2,(0,1) = (a,0)+(0,a,)

=(a,a,)
(X, y) = xe, + ye,
[e,.e,]= R’

2) Os vetores e,=(1,0,0), e,=(0,1,0) e e;=(0,0,1) geram o
espaco vetorial V=IR3, pois qualquer vetor (x,y,z) € R3 é
combinacao linear de e, e, e e,

(X,Y,z)=Xe, + ye, +ze, =
=x(1,0,0)+ y(0,1,0)+ z(0,0,1) =
=(X,Y,2)

[91’92193] =R’ .




De fato:
u=a,v,+a,v,+..+a v e

v=b,v,+b,v,+..+b Vv,

sdo dois vetores quaisquer de S, pode-se escrever:
Du+v=(a,+b)v,+(a,+b,)v, +..+(a,+b,)v,

INau =(aa,)v, +(aa,)v, +..+(aa,)v,
isto é, u+v € S e au € S por serem combinacgoes lineares

de v, v,, .., v, conclui-se que S é um subespaco vetorial
de V.

Os vetores vy, v,, .., v, sdo chamados de geradoresde S e A
de conjunto gerador de S.

Se o conjunto A é finito, podemos chamar S de subespaco
finitamente gerado.

Todo conjunto A € V gera um subespaco vetorial de V,
podendo ocorrer que G(A)=V, caso em que A é o conjunt
gerador de V.




9.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA
LINEAR

Sejam V um espago vetorial e A={v,, v,, .., v,} C V,
consideremos a equacao:

a,vi+a,v,+..+a,v, =0 (1)

Sabemos que essa equacao admite pelo menos uma
solucao:

a,=0,a,=0,..,a,=0

chamada solucao trivial.

O conjunto A diz-se /inearmente independente (LI), ou os
vetores v, V,, .., v, sao LI , caso a equacao (1) admita
apenas a solucao trivial.

Se existirem solucdes a,#0, diz-se que o conjunto A é

linearmente dependente (LD), ou que os vetores v;,..,v
sao LD. ‘




Representacao geométrica da dependéncia linear de dois
vetores:

(vi e v, estdo representados na mesma reta
que passa pela origem)




Representacao geométrica da dependéncia linear de trés
vetores:

X

{vyi, v; & vy estdo representados no mesmo
plano que passa pela origem)




9.6 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Um conjunto B={v,, v,, .., v,} € V € uma base do espaco
vetorial V se:

) BéLI
I[I) BgeraV
Exemplos:

1) B={(1,0), (0,1)} é uma base do R? denominada base
canonica. De fato:

[) B é LI (exercicio feito em aula)

II) B gera R? (exemplol, item 9.4)

2) B={(1,2), (3,5)} é base do R?. De fato:

DBéLl a(2)+a,(3,5)=(0,0) {a1+3a2=0

(a,,2a,)+(3a,,93,) =(0,0) 2a,+5a, =0 .
(a, +3a,,2a, +5a,) =(0,0)




sistema homogéneo que admite somente a solucao trivial
& =8, =0 o que confirma B ser LI.
II) B gera R?

(X, y)=a(1,2)+2a,(3,5)
*

a, +3a, = X

(x,y)=(a,2a)+(3a,,5a,) 2a, +5a, =y
2

(X,y) = (a1 +3a,,28, +5az)
que resolvido em funcao de x e y, fornece:
a, =—dX+3y € a,=2X—-Y
isto é G(B)= R?
3) B={e,_(1,0,0), e,=(0,1,0) e e;=(0,0,1) } é uma base do
R3, denominada base canénica. De fato:
[) B é LI (exercicio feito em aula)
II) B gera R3 (exemploZ2, item 9.4)




4) B={v,_(1,1,1), v,=(1,1,0) e v4;=(1,0,0) } é uma base do
R3. De fato:

) BéLI

a,(1,11)+4a,(1,1,0)+4a,(1,0,0)=0
a,(1,11)+4a,(1,1,0)+4a,(1,0,0)=(0,0,0)
(a,a,,8,)+(a,,a,,0)+(a;,0,0) = (0,0,0)

(&, +a,+a;,a+4a,,8)=(0,0,0)

(a, +a,+a,=0

a,+a,=0

& =0

sistema homogéneo que admite somente a solucao trivial
a =a,=a, =0, 0 que confirma B ser LI.

[I) B gera R3. De fato, qualquer vetor v=(xyz) ¢é
combinacao linear de v, v, e vs. .

A




(x,v,z2)=a,(1,11)+a,(1,1,0)+4a,(1,0,0)
(a,+a,+a, =X

a+a,=Yy

(& =12

fai:z
a, =YyY—1

A

A

&, =X—Y
(X, ¥,2)=z(L1D)+(y-2)(@10)+(x—y)(10,0)

0 que comprova ser qualquer vetor v=(x,y,z) combinacao
linear de vy, v, e vs.

Logo: [v{,V,, V3]=R3




Exemplo: No R# considere as bases:
A={(10),(0.1)}e B={(20),13)}
(8,6) =8(1,0)+6(0,1)

(8,6) = 3(2,0) + 2(1,3)

g\
<
+ —.T
)
}
t
i
|
|
|
i
|
)
I
i
{
{
[
-

Representacao do vetor
v=(8,6) em relacao as
bases Ae B
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9.7 DIMENSAO DE UM ESPACO
VETORIAL

Se V é um espaco vetorial e possui uma base com n
vetores, V tem uma dimensao n. A dimensao de V indica
por dim V=n

Exemplos:

1)dim R?=2

2)dim R3=3

3)dim R"=n

4)dim M(2,2)=4
5)dim M(m,n)=mxn
6)dim P =n+1




