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Resumo — Autovalores e autovetores sdo bastante
utilizados em problemas que envolvem sistemas
dindmicos, por ser através deles estudada a
estabilidade de sistemas. O principal objetivo
deste trabalho é apresentar e estudar um resumo
tedrico de autovalores e autovetores e conceitos
bésicos da &lgebra linear, a partir de pesquisas
bibliograficas. Ser4 apresentada também, uma
aplicacdo préatica de um problema que os abrange,
para isso iremos fazer uso de uma matriz obtida
da simulacdo de um exemplo dindmico de uma
aeronave.
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Abstract - Eigenvalues and eigenvectors are used in
problems involving dynamical systems to be studied
through them stability systems. The main objective
of this paper is to present and study an abstract
theoretical eigenvalues and eigenvectors and basic
concepts of linear algebra from literature review.
Will also be presented, and a practical application
that will use a matrix of states obtained from the
simulation of a dynamic example of an aircraft.
Abstract - eigenvalues, eigenvectors and vibrations.

I. INTRODUCAO

A algebra linear surgiu do estudo
detalhado de sistemas de equacOes lineares e é
um dos estudos com maior importancia na
matemadtica, por ser encontrada presente em
quase todos os dominios. Nela se utiliza alguns
conceitos e estruturas fundamentais como
vetores, espagos vetoriais, transformacOes
lineares, sistemas de equagfes lineares e
matrizes [4]. Dois dos conceitos dentro da
algebra Linear utilizados em muitas &reas sdo 0s
de Autovalores e Autovetores, também
denominados valores préprios e vetores proprios
ou ainda, valores caracteristicos e vetores
caracteristicos [1].

Para o estudo de autovalores a autovetores
as matrizes sdo fundamentais. Arthur Cayley

(1821-1895) foi um dos pioneiros a estudar
matrizes, considerado um dos mais importantes
autores na historia da matematica, depois de
Euler e Cauchy, e foi o mateméatico que mais
contribuiu para esta ciéncia [5]. Os primeiros
registros de matrizes surgiram por volta do
segundo século a. C., mas foram nas décadas de
1920 e 1930, com a amplitude da teoria quantica,
gue o estudo de matrizes tornou-se de grande
fundamento [2].

A determinagdo de autovalores e
autovetores de uma matriz sdo conceitos que
merecem uma maior atencdo por haver inimeras
aplicacbes  prdticas em  varias  areas
diversificadas, por exemplo:

e Mecanica Quantica;

Processamento de imagem;

Analise de vibragoes;

Mecénica dos solidos;

Estatistica, etc.

A teoria dos operadores lineares
diferenciais e integrais;

As vibracdes de asas de avides;

e As vibragbes de pontes ou outra
estrutura sélida;

e A teoria das vibragdes, quer sejam em
mecanica ou elétrica, dos tipos
macroscopica ou microscopica [2, 3].

Neste trabalho utilizaremos uma matriz
obtida da simulagdo de um modelo dindmico de
uma aeronave para calcularmos os autovalores e
autovetores e analisarmos e interpretarmos o que
significam.

II. MATERIAIS E METODOS

Para realizar este trabalho foi utilizada
pesquisas bibliogréficas atraves de livros,
periddicos matematicos, artigos cientificos/
académicos, dissertacdes, monografias,
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materiais didaticos, sites e revistas e uma
aplicacdo em andlise de estabilidade.

[1l. DESENVOLVIMENTO TEORICO

A seguir os principais conceitos para
analise a partir de referéncias bibliogréficas.

3.1. Definicéo de Espacos Vetores

Seja um conjunto V' | ndo vazio, sobre o
gual estdo definidas as operacBes adicdo e
multiplicacdo por escalar, isto é:
YurelVut+vrelV
Yaea c BEvu elVau eV

O conjunto ¥ com essas duas operacdes é
chamado espaco vetorial real (ou espaco vetorial
sobre B ) se forem verificados os seguintes
axiomas:

A) Em relagdo a adicéo:

A, )
(

U+ V) +W=u+(v+w),Vurv wel
Az)u+v: v+uVuv el
A;)EIIDEVJ‘E’M EAi),u +0=u
ApyVueVatweVu+(—uw=0

M) Em relagdo a multiplicacéo escalar:
My ) (@fu = a(fu)

M;) (@ + fu = au + fu
M3)al+v)=au+av
My)lu=u

Para ¥u., 1" € 5 eVﬂ,ﬁEE

Sendo os elementos W ¥,W - de um
espaco vetorial V sdo denominados vetores.

3.1.1. Defini¢édo de Transformacéo Linear

Sejam V e W espagos vetoriais. Uma
aplicagdo T: V — W ¢é denominada
transformacao linear de V em W se:

D T(u+v)=flu)+ f(v)
1) flew) = af@)
Paravu, v elV oV ER

Observa-se que, em |, u+vel,
enquanto f(1) + fF) € W Do mesmo modo,
emll,cu €V ¢ afeW

E sendo que uma transformacéo linear de
VemV (6 0caso deV =W ) ¢é chamada
operador linear sobre V" .

Transformacao identidade
V-V
vev oyl W=7 élinear. De fato:
NIu+)=u+v=ICy+1@)
11 @uw)=au =allu)

3.1.2. Definicéo de Operadores Lineares

Sdo chamados operadores lineares sobre
V' as transformacdes lineares de um espaco

vetorial V' em si mesmo, isto ¢, f: V = V.
As transformagdes lineares planas sdo
todas operadores lineares no B*-

Operacgdes com transformacdes lineares
Adicao

Sejam fuV-W e
fa: V=W transformacBes lineares. Chama-se
soma das transformacOes lineares fi e fz &
transformacao linear.

L+ V- W
ve (f+ )W) =40+ L@V vel

Se T1 e Tz sfo as matrizes de f1 e fz em
bases quaisquer de V' e W | a matriz 5 que
representa f1 + fz é:

S=T,+T,

Multiplicagéo por Escalar

Sejam f: V=W uma transformacio
linear e @ ER  Chama-se produto de /' pelo

escalar & & transformac&o linear
o=V -=W
ve@)=af)VreV
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SeT ¢amatrizde f em bases quaisquer
de V e W | a matriz E que representa o

produto de /' pelo escalar & é:
E=aT

3.2. Definicdo de Autovetores

Definicdo: Seja/: ¥V = V um operador
linear. Um vetor ¥ € V,v # 0  chamamos de
autovetor ou vetor proprio do operador f se

existe 4 € R tal que:
flv)=Aav

O namero real 4 tal que f(v) = A1v ¢
denominado valor préprio de /' associado ao
vetor préprio ¥ .

Como se vé&, um vetor £ #0 ¢ vetor
proprio se a imagem f&) for um multiplo
escalar de ¥ . No B* e no B* | diz-se que ¥ e
@) tém a mesma direcéo.

Nas figuras abaixo se pode observar que o

vetor ¥ € B* ¢ um vetor proprio de um operador
f= dependendo do valor de 4-

i=1

Figura 1- Operador [ dilataem ¥

D=d=1

Figura 2 — Contrai v

A=0

Figura 3 — Inverte o sentido de ¥ ou anula no
casode 4 =0

Na figura 4 mostra um vetor ¥ € R* que
ndo é vetor proprio de um operador f-

¥
f

Figura 4 — N&o é vetor proprio.
3.2.1 Determinac&o dos Autovalores

Considerando  um  operador linear
f: R® — R” o qual a matriz candnica é:
@17 (12
A= lay aa
O fato de ser 4 a matriz candnica de f
pode-se escrever:
fle)=Av
Se ¥ & um vetor proprio de f e4 o
respectivo valor proprio, isto é:

f)=A4v

Entéo,

Av = 4w

Onde ¥ é uma matriz-coluna de ordem 2
x 1.

Ou

Av— Avr =10

Tendo em vista que ¥ = Iv (I ¢é 3
matriz identidade), pode-se escrever:

Revista Eletrdnica de Educacéo e Ciéncia — 2013; 3(1): 22-28



Revista Eletrénica de Educacédo e Ciéncia (REEC) — ISSN 2237-3462 - Volume 03 — NUmero 01 — 2013

Av— Alv=0
Ou
A— ADv=0 (1

Fazendo ¥ = (x,3) aequacéo (1) fica:

e | N BN (1)

A igualdade (Il) representa um sistema
homogéneo de 2 equacgdes lineares com 2
variaveis (& € ¥) . Se o determinante da matriz
dos coeficientes das varidveis for diferente de
zero, a Unica solucéo do sistema € a trivial, isto

é: x=1y = 0. Como se deseja vetores
v # 0, deve-se necessariamente ter:

gy — A 13 |_ _
Det 2y azz_‘l—{louﬂet(ﬁ—lf]—ﬂ

(1

A equacdo (Ill) é denominada equacgao
caracteristica do operador f ou da matriz A4 e
suas raizes sdo os valores proprios do operador

f ou da matriz4 . O determinante (4 — 4 ).
que é um polindmio em 4 , é denominado
polinémio caracteristico de  ou de 4 .

3.2.2 Determinacdo dos Vetores Proprios

Os vetores préprios correspondentes aos

valores obtidos substituindo cada valor de 4 na
igualdade (11) e resolvendo o respectivo sistema
homogéneo de equacdes lineares.

3.2.3 Propriedades dos autovalores e
autovetores

1) Se 4 & um valor préprio de um
operador linear f:V' = V. o conjunto é 51 de
todos os vetores V€ V. inclusive o vetor
v =0  tais que f@) = A 7. ¢ um subespaco
vetorial de V' (S:d ={weV/ f{v) = Av}). De
fato, se V1 e Vz €35;:

Fly+ )= fl)+ FOd)= Ay + 21y = 40w + 1),

e, portanto, "y + vz) € 53

Analogamente, verifica-se que @ ¥ € 53
paratodo 2 € R

O subespago 24 é denominado subespago
associado ao valor préprio 4 .

3.2.4. Diagonalizac¢ao de Operadores

Sabe-se que, dado um operador linear
fiV =V, a cada base & de V corresponde

uma matriz T que representa f na base & .
Pretende-se obter uma base do espago vetorial
V' de modo que a matriz de f , nessa base, seja
a mais simples possivel. A seguir se vera que
essa matriz € uma matriz diagonal.

Propriedades:

1) Vetores préprios associados a valores
préprios distintos de um operador linear
f:V' =V s3o linearmente independentes.

A demonstracdo sera feita para o caso de
f: R* = R* emque 41 e Az sio distintos.

Sejam @)= L mef @)= A1,
com A1 # 4z e considere-se a igualdade:

1y + a; vy = (1

Pela linearidade de f , tem-se:

ay f@)+ az f(v2) =0

Ou

aq A7y + g Agvp = ()

Multiplicando ambos o0s membros da
igualdade (1) por 41, vem:

ﬂ-l :111”1 + ﬂ-: 41:1—”: - n

Subtraindo (111) de (I1), tem-se:

az (z — A v = 0 ,

Mas,

A=_A1¢ﬂ€t’=¢n ,

Logo, @z =0 |

Substituindo 2z por seu valor em (1) e
tendo em vistaque V1 ¥ 0 | tem-se @1 = 0

Portanto, o conjunto 1. %2} é LI, pois (1)
s6 admite a solucdo trivial @1 = az =0

2) Se f:V =V & um operador linear, dim
V=n ef possui n valores préprios distintos,
0 conjunto vy va v} | formado pelos
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correspondentes vetores proprios, é uma base de
V.,

Esta propriedade é consequéncia imediata
da propriedade anterior.

3) Se um operador linear f: R® — R?
admite valores proprios 414z e 4z distintos,
associados a V1.Vz e Va , respectivamente, a
propriedade 2) assegura que 0 conjunto
P = {1.v2. 73} é uma base do B*.

Tendo em vista que:

)= 1 + 0w + 0wy

flg)= 01y + A0 + 01y

f )= 0uy +0v; + Azvy

O operador f é representado na base P
dos vetores proprios pela matriz diagonal, no
gual os elementos da diagonal principal sdo os

valores proprios de f- A matriz diagonal 2 ¢ a
mais simples representante do operador linear

A, 0 0
0 A; 0|=D

0 0 A,

T, =

3.3. Matriz Diagonalizavel

Sendo 4 a matriz candnica do

operador /> as matrizes 4 e D sdo semelhantes
por representarem o mesmo operador em bases
diferentes. Logo, a relacdo entre matrizes
semelhantes permite escrever:
D= QAQ (1)
Sendo Q a matriz de mudanca de base
para a matriz canénica.

A matriz quadrada 4 ¢é diagonizavel se

existe uma matriz inversivel P tal que P"*A P
seja matriz diagonal.

Diz-se, nesse caso, que a matriz P
diagonaliza 4 ou que P ¢é a matriz
diagonalizadora.

A definicdo acima pode ser expressa de
modo equivalente: um  operador linear
f: V=V ¢ diagonalizavel se existe uma base

de V' formada por vetores proprios de f-

3.3.1. Diagonalizacdo de matrizes simétricas —
Propriedades

1) A equacdo caracteristica de uma matriz
simétrica tem apenas raizes reais.

A demonstracgdo sera feita somente para o
caso de uma matriz simétrica A de ordem 2. Seja
a matriz simétrica

T
A= |f q]

Cuja equacéo caracteristica é

-4 r
desa — 0= [ oo
Isto é,

p-Mg-D-r*=0
pg—Ap—Ag+A*—-ri=
AA-@+i+ g —7r3=0
O discriminante dessa equacdo do 2° grau
emA é
(p+q)® — 4Wpg—7r3)= p* +2pg+q* —4pg + 4% =
Tendo em vista que esse discriminante é
uma soma de quadrados (ndo negativa), as raizes
da equacdo caracteristica sdo reais e, por

conseguinte, a matriz 4 possui dois valores

C ={e,1 =(1.0,0).e2=(0,1,0),e3 = (0,0, 1proprios.

Tendo em vista que

Q=CP=1I'P=P

A igualdade (I) escreve-se

D= P'AP,

Sendo £ a matriz cujas colunas sio os
vetores préprios do operador f (P esta
designando tanto a base dos vetores proprios de

f quanto a matriz ora descrita; no contexto,

identifica-se quando se trata de uma ou de outra).

A igualdade (Il) d& motivo a definigdo a
seqguir:

2) Se fiV—=V ¢ um operador linear
simétrico com valores proprios distintos, 0s
vetores proprios correspondentes sdo ortogonais.
De fato, sejam 41 e Az dois valores proprios de

um operador linear simétrico I com A1 # Az-
Sejam, ainda, f01) = 4,13 e fz) = 4212 isto
é, Y1 e Vz vetores proprios associados,
respectivamente, a 41 e Az . Pretende-se mostrar
que V4. Vg = 0.

Sendo f um operador simétrico, pela
propriedade, vem:
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Flyd vy = 1. ()

Ou

Ay V.07 = ¥y 4375

Ay (g vz) = A3 (V3. v2) =0

1y — Ay v2)=10

Como A1—A4z F0. gsegue-se que
V.3 =0 ousejaty 1 Vs,

Viu-se que uma matriz 4 ¢ diagonalizada

pela matriz P da base dos vetores proprios por
meio de
D=PAP
()
No caso particular de 4 ser simétrica,

P ser4 uma matriz de uma base ortogonal, de
acordo com a propriedade 2. As vezes, por

conveniéncia, ha interesse que a base £ , alem
de ortogonal, seja ortonormal, o que se obtém
normalizando cada vetor.

Assim, nessa condigdo, por ser a matriz

P ortogonal, tem-se:
p~t=pt
E a relacéo (1) fica:
D=P*AP
Dizendo-se, nesse caso, que F
diagonaliza4 ortogonalmente [1].

IV. APLICACAO DE AUTOVALORES EM
ESTABILIDADE

Em sistemas dindmicos, se 0s
autovalores relativos ao sistema forem reais, 0
sistema € instdvel e se forem complexos o
sistema é estavel [6].

Para mostrar uma aplicacdo, foi usado
um modelo de simulagéo de v6o apresentado em
[6]. Os resultados encontrados estdo mostrados a
seguir:

2 4
medida
_ 0 § ) predicao
3 g
g 5 2
= g
i3 s 0
4 <
-6 -2
0 50 100 150 0 50 100 150
amostra amostra
15 3
medida — medida
10 predicao predicao
v 2
g 3 B
I N
=2 0 «
o 1
5
-10 0
0 50 100 150 0 50 100 150
amostra amostra

Figura 1. Resultados de simulagdo usando
autovalores complexos.

10

©

medida
_ 5 g 7 |~ predicao
5 0 26
- ©
o <
° 2
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0 100 200 300 0 100 200 300
amostra amostra
10 1.3
medida medida
predicao 1.2 predicao
w 5
5 —_
=1 =]
T =, 11
5 o
- O
1
-5 0.9
0 100 200 300 0 100 200 300
amostra amostra

Figura 2. Resultados de simulacdo usando
autovalores reais.

CONCLUSAO

Considerando as analises, pode se concluir que
autovalores e autovalores sdo  bastante
importantes para analise de sistemas dindmicos.
Neste trabalho foi apresentado um problema de
sistema dindmico representativo de uma
aeronave. Realmente pode-se observar que
guando os autovalroes séo reais o sistema nao
estabiliza e quando forem complexos o sistema
estabiliza.
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