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Curvas ou Fungoes Vetoriais:

Exemplo 1. Circulo como ‘colecao de vetores’.

(cost, sent)

Vetor posigao de curva: 1

r(t) = (cost,sen t), 0<t<27

r(t) pode ser vista como uma funcdo vetorial:

r:[0,2nr] CR — R?

r(t) r(t)

Doravante iremos dizer que r(¢) é uma parametrizacao da curva, e t é o
parametro usado para descrever a curva.

Exemplo 2. Considere
r(t) = (cost,sen t,1), 0<t<2m.

Que curva é representada por esta parametrizacao?

r:[0,27] — R3

Curva no espaco

E simplesmente o circulo do exemplo anterior colocado na ‘altura 1.

Exemplo 3.
r(t) = (cost,sen t,t), 0<t<4m.

Qual é a curva representada por esta parametrizagao?
1



Note que agora, & medida que vamos ‘rodando’ (¢ aumenta), vamos ‘subindo’.
Trata-se de uma hélice. Como o pardmetro ¢ (dngulo) vai de 0 a 4, a hélice d§ 2
voltas.

2T

S 0 Hélice

2T

Exemplo 4.

r(t) = (cost,sen t,2t), 0<t<4m.

Trata-se da hélice do exemplo anterior ‘esticada’ verticalmente por um fator x2.

Exemplo 5.

r(t) = (cost,sen t,t%), 0 <t < 6.

Trata-se de uma hélice, com 3 voltas, que comega ’comprimida’ e vai ‘esticando’
cada vez mais.
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Exemplo 6.
r(t) = (tcost,tsen t, t), 0<t<6m.

A medida que vamos ‘rodando’,
vamos ‘subindo’ e ‘alargando’

Exemplo 7. r(t) = (3cost,2sent), 0<t<2m.
Os pontos desta curva satisfazem

x = 3cost z? y2
=
y=2sent 32 22

,i\ : — Elipse




Exemplo 8. Reta com a dire¢cao do vetor v, passando na origem.

v = (a,b,¢) vetor diretor

r(t) = t7 = (ta, th,tc), teR.

Exemplo 9. Reta com vetor diretor ¢ = (a,b,c), passando pelo ponto P =
(x07y0320)

r(t) = P+t = (vo + ta,yo + th, zo + tc), teR.

7=0Q-P
= P+t(Q-P)
= (=2,0,1)+#(0,2,3)
= (=2,2t,1+3t), 0<t<1

Comprimento de segmento de reta no plano ligando os pontos P = (21, y1)
e Q= (z2,y2)

Yo ¥y [rr====nr Q— P = (wa— w2 — 1)




Pelo Teorema de Pitédgoras, sabemos

L Z\/(ﬂh —x1)% 4+ (y2 —11)?.

Qual o comprimento de um circulo de raio 1?7
Definicao: 7 é razao entre o comprimento de um circulo pelo seu diametro.

Entao, por definicao, o comprimento de um circulo de raio r é igual a 27r. Mas
qual o valor 77 Ou, qual o comprimento de um circulo de raio 17

Método da Exaustao de Arquimedes

Arquimedes encontrou um valor aproximado para 7 calculando o comprimento de
poligonais inscritas no circulo.

N YN
N2

Aumentando cada vez mais o nimero de segmentos de reta da poligonal, no
‘limite’ obteriamos o comprimento exato do circulo.

Derivadas ou Vetores Tangentes

Sejam f,g e h funcoes reais de classe C!, isto é, funcdes diferencidveis com
derivadas continuas.

Considere a funcao vetorial
r(t) = (f(t),9(t), h(t)), a <t <b.

A derivada de r(t) é feita com-
ponente a componente porque as
operagoes envolvidas na derivada
(diferenca de vetores, divisdo de
vetor por escalar e limite de ve-
tores) sdo feitas componente a
componente.

v'(t) = (f'(t), g’ (t),h (1), a <t <D

Comprimento de arco

Seja C uma curva parametrizada pela funcdo vetorial de classe C!

r(t) = (f(),9(t); h(t)), a <t <b.



Vamos obter uma férmula para o comprimento L da curva C, usando caculo

diferencial e integral.
Considere pontos t;,0 < i < n do intervalo [a, b] tais que

a=1ty <t <---<t,=b.

rt,)

M
r(t)

1
i) \

y

J& vimos que o comprimento do segmento de reta ligando os pontos r(t;—1) e

[r(t:) —rti-D)l = (f(t:) = ftim1),9(t:) — g(ti-1), h(t:) — (ti-1))]|
= V(f(t:) = F(tim1))? + (g(t:) — g(ti—1))? + (h(t:) — h(t;i—1))?

Entao

L ~ soma dos comprimentos dos segmentos de reta ligando os pontos r(t;_1) e
r(t;), 1<i<n.

n
Lo~ Y V() = f(tim))? + (9(t:) — g(ti-1))? + (h(t:) — h(ti-1))?
i=1
Observe que estamos somando uma grande quantidade de valores ‘pequenos’,
porém o resultado nao é necessariamente pequeno. Pelo teorema do valor intermédio
de Lagrange, existem ¢}, t*, t** € [t;_1,t;] tais que

n
Lo SO E)AL) + (g ()AL + (W (8 A2,
i=1
onde At; = t; — t;_1. Assumindo que max; At; — 0 quando n — oo, ambos os
pontos tf,t7*, t7** estdo arbitrariamente préximos de ¢;. Como f, g, h sao de classe

1 il
¢,

Z + (g ()2 + (' (1:))? At

Lembre-se que, sendo F(t ) te [a b] uma funcao real continua,



Logo, fazendo n — oo, obtemos

b
L= / V()2 + (g ()% + (W ()2 dt

Outra notacio: (t) = ((t),y(t), 2(t)), a <t <b.
- [V G

b
L= [Irole

Esta tltima notagdo é bem sugestiva pois, no caso em que r(t) representa o
vetor posicao de uma particula no instante ¢, o vetor velocidade é dado por r'(t) e a
velocidade escalar é ||r(t)]|. Assim, o comprimento da curva descrita pela particula
pode ser escrito como a integral no tempo da velocidade escalar.

ou ainda,

Exemplo 11. Calcule o comprimento da hélice parametrizada por
r(t) = (2cost,2sen t,4t), 0<¢ < 2.
Temos que
r'(t) = (—2sen t,2cost,4), 0<t<2m.

Logo,

27
L = \/4sin2t—|—4coszt+16 dt
0

27
= V20 dt

0

= 2mv20.

Exemplo 12. Calcule o comprimento da curva parametrizada por
r(t) = (12¢,8t2,3t%), 0<t<1.
Temos que
() = (12,12t7,6t), 0<t<1.
Logo,

1
L = /\/122+122t+62t2 dt
0
1
= 6/\/4+4t+t2dt
0
1
= 6/\/(t+2)2 dt
0
1

= 6/ t+2dt
0

= 6[t*/2+2t]p = 15.



Em geral, calcular o comprimento de uma curva é uma tarefa dificil pois envolve
a integral de uma raiz quadrada.
Considere a elipse parametrizada por

r(t) = (acost,bsent), 0<t <2,

onde 0 < b < a.
Temos

2m
L = V/(—asent)? + (beost)? dt
0

2
= Va2(1 — cos?t) + b2 cos? t dt
0

2m
= Va2 — (a® — b2)cos? t dt.
0

Esta é uma integral elitica, muito complicada de se calcular. Para valores de a =~
b, existem aproximagoes muito boas encontradas pelo genial matemético indiano S.
Ramanujan (faca uma pesquisa na internet).

Exercicio 1) Calcule o comprimento da curva de equagdo paramétrica
r(t) = (cos(2t) + 1,sin(2t)), 0<t < 2m.



