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PREFACIO

Esse material foi desenvolvido com o intuito de apresentar de forma introdutéria o Método dos Elementos de Contorno para
resolugdo numerica de problemas potenciais. Exemplos resolvidos e discutidos apresentam-se como notas de anlas sequenciais e
orienta-se ao Leitor que experimenta o Método pela primeira vez, que passe para a proxima secdo apds reproduzi-los e
compreendé-los. Para o Leitor com conhecimento prévio sobre o Método, sugere-se que avance para a secio de interesse, pois
determinados fundamentos matemadticos permeiam o texto e sao sugeridas leituras de referéncias cldssicas de antores que dedicaram
mito tempo de suas vidas para o aprimoramento do Método. Sugesties, revisoes, criticas e correcdes sao sempre bem-vindas. Para
isso, deixo 0 meu contato pettres@ufpr.br, que também servird para o compartilhamento de rotinas computacionais.

O Autor
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UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

A solugdo de problemas de engenharia passa por diversas etapas, entre elas a modelagem matematica,
a imposicao de condicOes especiais e a escolha do método de resolugiao a ser adotado. Em cada uma dessas
etapas, procura-se representar determinado fenomeno a partir de um problema equivalente, cujas hipoteses
simplificadoras tornam o problema possivel de ser resolvido, sendo considerados os parametros fundamentais
do problema e que podem ser descritos matematicamente através de um sistema de equagdes diferenciais
valido em todo o dominio do problema.

Sendo uma simplificagdo do problema real, a solu¢ao do problema equivalente passa a ser uma solugio
aproximada, obtida a partir de modelos discretos ou numéricos com um nimero finito de graus de liberdade
em um sistema de equages algébricas. Na pratica de engenharia a solu¢ao exata pode somente ser conhecida
em alguns casos simples, dai a importancia em se saber como as solugoes sao apresentadas quando se introduz
uma aproximagaio.

Este é um problema desafiador enfrentado pelos engenheiros e matematicos aplicados que trabalham
no desenvolvimento de técnicas para encontrar solugdes para as equacOes basicas que surgem nesse campo.
Idealmente, espera-se encontrar solu¢des aproximadas com um nivel de erro extremamente pequeno quando
comparadas a solugdes analiticas, quando obtidas através do uso de métodos padrao de resolugao.

Tais solug¢oes aproximadas sio obtidas com a aplicacio de métodos numéricos de solugao, cuja
abordagem consistente permite a realiza¢ao de repetidas analises paramétricas, que se efetuadas em modelos
experimentais, destrutivos ou nao, resultariam em custo mais elevado.

Entre os diversos métodos numéricos de solucio existentes tem-se o Método dos Elementos de
Contorno (MEC) (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989; BEER e WATSON, 1994) o qual apresenta-se como
técnica ou procedimento numérico alternativo para a resolucao de diversos problemas fisicos a partir de
equacdes integrais de contorno.

Os primeiros registros que tratam de formulacGes matematicas via equagoes integrais datam do ano
de 1903, ano no qual Fredholm apresentou a primeira teoria classica das equagdes integrais (JACOBS, 1979).

Ainda no século XX, diversos autores utilizaram a técnica de equagdes integrais e oportunizaram
importantes contribuicdes para a evolugao de tal método, sendo denominado Método dos Elementos de
Contorno a partir dos trabalhos de BREBBIA (1978), o qual apresentou uma formulacao baseada em equacdes

integrais e em técnicas de residuos ponderados.
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Atualmente, o MEC vem sendo empregado para solucionar um nimero cada vez maior de problemas
em mecanica dos soélidos (BEER e WATSON, 1994), dinamica dos fluidos e actstica (WROBEL, 2002;
SPINDLER, 2013), imageamento eletromagnético (AKALIN-ACAR e GENCER, 2004), analise de protecdo
catdédica (LACERDA, SILVA e LAZARIS, 2007), elastodinamica (TRAUB, 2013) entre outros, contando
com o acoplamento de diferentes métodos numéricos em determinadas formula¢oes (JESUS e AZEVEDO,
2002; VANZUIT, 2007; AURADA et al., 2012).

Ainda, no que consta na literatura sobre os aspectos historicos da evolu¢ao do MEC, sugerem-se os
trabalhos de TAGUTTI (2010) e KEIDEL (2011)", além do trabalho intitulado “Heritage and early bistory of the
Boundary Element Method” dos autores CHENG e CHENG (2005).

Na literatura corrente registram-se inimeros trabalhos envolvendo analise numérica a partir do MEC
para o problema de difusao do calor. Entre eles, JESUS e PEREIRA (2004) apresentam analises de fluxo
bidimensional em meios continuos porosos utilizando subregides homogéneas em um caso estacionario
baseado na equagdo de Laplace. Adotando uma mesma linha de implementa¢ao numérica, VANZUIT (2007)
e JESUS e AZEVEDO (2002), apresentaram solugdes para o problema dinamico de difusao do calor,
adotando uma solucao fundamental independente do tempo, esquemas de marcha no tempo baseados em
diferencas finitas, além do método de Houbolt presente no primeiro trabalho, do método de Hammer no
segundo e do uso de células para aproximacao das integrais de dominio em ambos.

BREBBIA e SKERGET (1984) apresentaram uma formulagio do MEC utilizando solugio
fundamental independente do tempo para o caso de difusio-advec¢ao em regime estacionario. Para o caso
transiente de difusao-adveccao os autores utilizaram uma solu¢ao fundamental dependente do tempo.

DESILVA et al. (1998) apresentaram solugdes para o problema de difusao-advec¢ao em duas
dimensoes utilizando uma solucao fundamental dependente do tempo com o uso de velocidades variaveis e
células de dominio.

Ainda com o uso de células, LIMA JR., VENTURINI e BENALLAL (2012), analisaram
numericamente o comportamento mecanico de meios continuos porosos saturados a partit de uma
formulagao implicita do MEC, contando com uma solu¢do fundamental independente do tempo. Nesse
trabalho, os autores acoplaram o problema elastico ao de fluxo, adotando, na formulagao, procedimento
numérico de Gauss para integracio sobre elementos de contorno e um esquema semi-analitico para as
integrais de dominio.

YOUNG ez al. (2004), AZIS e CLEMENTS (2008) e ABREU (2013), também analisaram o problema
dinamico de difusao do calor, com a diferenca de que a solu¢ao fundamental adotada na formulacao apresenta

dependéncia temporal.

1 0O autor apresenta uma linha do tempo mostrando a evolucdo do MEC.
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LOEFFLER e COSTALONGA (2012) utilizaram dupla reciprocidade para resolver problemas
difusivo-advectivos, variando a velocidade do escoamento e analisando a influéncia no transporte de energia
diante da difusdo térmica. Ainda adotando reciprocidade, OCHIAI (2001), apresenta a analise de difusdo do
calor transiente bidimensional, utilizando na formulagao do MEC uma solug¢ao fundamental independente do
tempo. Nesse trabalho o autor demonstra que ¢ possivel obter distribui¢oes de temperatura satisfatorias com
o uso de solug¢oes fundamentais de baixa ordem. GUO ef al. (2013), apresentaram uma formulagao para
resolver problemas tridimensionais de conducio e geracao de calor transiente. Nesse trabalho, a dependéncia
do tempo no problema foi removida temporariamente das equagdes pela transformada de Laplace,
preservando as equagoes integrais de contorno, evitando-se a discretiza¢ao do dominio.

O uso de reciprocidade também ¢ observado no trabalho de TANAKA, KUROKAWA e
MATSUMOTO (2008), os quais apresentaram uma formulagio do MEC para problemas de condugio
bidimensional do calor transiente em meios anisotropicos. Esse trabalho fez uso de uma solu¢ao fundamental
independente do tempo para materiais isotrépicos e esquema de marcha no tempo baseado em diferencas
finitas.

SINGH e TANAKA (2000) apresentaram uma formula¢ao do método dos elementos de contorno
alternativa baseada na transformacdo exponencial variavel para problemas de difusio-advecgido estaveis,
convertendo a equagao da difusio-adveccao na equagiao de Helmholtz modificada. Nesse trabalho os autores
discutem trés transformagdes e diferenciam seu uso para problemas dominados pela difusio e advecgao.

SUTRADHAR e PAULINO (2004) apresentaram uma analise para a condugao de calor transiente
sem a discretizacao do dominio, transformando um problema nio homogéneo em um problema de difusao
homogeénea a partir da transformada de Laplace e de aproximagoes de Galerkin. Nesse trabalho a dependéncia
do tempo ¢ restaurada pela inversio numérica da transformacao de Laplace por meio do algoritmo de Stehfest
(STEHFEST, 1970). Os resultados obtidos com a formula¢do adotada foram comparados com as solugdes
obtidas com simulagoes de elementos finitos. WEI e ZHANG (2013) utilizaram o método de separagao de
variaveis e o principio de Duhamel para transformar o problema unidimensional de difusao e geragao de calor
em um problema de analise inversa baseado no MEC.

YU, YAO e GAO (2014) analisaram problemas de condu¢ao do calor transiente com o uso de
integracao radial na formulacao do MEC. Em tal analise os autores resolveram o problema de conducio para
meios os quais apresentam condutividades térmicas variaveis.

Simula¢bes numéricas de problemas de engenharia também sao encontradas em produgdes do Autor,
destacando-se os trabalhos de PETTRES, SCUCIATO e LACERDA (2011) na analise de problemas
potenciais bidimensionais, PETTRES e LACERDA na analise da equacdo da difusdo com termo fonte de
calor variavel no tempo (2012), PETTRES, CARRER e LACERDA (2012) em problemas de geracao interna
de calor com o uso de uma solugdao fundamental independente do tempo, PETTRES e LACERDA (2013)

9
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em problemas de difusao bidimensionais, PETTRES, CARRER e LACERDA (2013) em um estudo
paramétrico de problemas de transferéncia do calor em meios heterogéneos com o uso de sub-regides,
PETTRES, LACERDA e CARRER (2015) em variagoes da equagao da difusao contando com termos nio
homogéneos de dissipagdao e de geracdo interna de calor, PETTRES (2016) em um estudo do efeito do
incremento de tempo na formulagio do MEC acoplado aos MDF, PETTRES e LACERDA (2017) em um
estudo que conta com o acoplamento do problema difusivo-advectivo e o problema de difusio com geracio
de calor e PETTRES (2019) em um estudo numérico que apresenta uma transformacio das integrais de
dominio.

Em todos os trabalhos citados, o MEC ¢ utilizado para se obter uma solugao aproximada do problema
e o acoplamento de outros métodos ¢é pratica comum (Elementos Finitos, Diferencas Finitas, entre outros).

Uma das principais vantagens da aplicagdo do MEC esta relacionada a redugdo das dimensées dos
problemas analisados em comparacio com outros métodos numéricos (Elementos Finitos, Diferencas
Finitas), analisando o problema em pontos discretos no contorno. Essa caracteristica implica em menor
quantidade de dados de entrada, diminui¢ao do tempo de processamento ¢ menor espago de armazenamento

das informagdes necessarias no processamento, tornando-o bastante util (TAGUTI, 2010).

10
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CAPITULO 2

2 FUNDAMENTOS

Nesse capitulo sao apresentados fundamentos matematicos em relacio ao Método de Residuos

Ponderados e uma breve revisao sobre Funcoes de Green.

2.1 RESIDUOS PONDERADOS

Seja um problema descrito pela equagao:
L(u)—b=0 em Q @)

com condigées de contorno sao expressas cOmo:

) @)
S(uy=u emT

onde L e § sao operadores lineares, €2 é o dominio do problema e I' é o contorno.

A solugao do problema, #, pode ser aproximada por uma func¢do U, que tenha um grau de
continuidade necessario para nao tornar o lado esquerdo da equacao (1), identicamente nulo e que pode, ou

nao, satisfazer as condi¢des de contorno do problema.

A funcio aproximada de u pode ser definida como:

_ N 3
0 =p+Yand, o
n=1

onde £ ¢ uma funcdo conhecida, incluida para atender as condi¢bes de contorno nao-homogéneas, «, sio

coeficientes ainda nao determinados e ¢, (2= 1,2, 3, ..., N) sdo funcdes de forma linearmente independentes

e identicamente nulas no contorno.

11
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Além disso, as fun¢des @, devem ser tais que a aproximac¢io melhor quando o numero N cresce, ou

seja:

)

N— o

lim (,B+ian ¢nj: u

Se, na solu¢do aproximada U ndo se inclui uma fun¢ido S que atende as condi¢des de contorno, isto

é, se U é definida como:

N ®)

a substituicio de U em (1) e em (2) gera dois erros ou residuos:

— ©)
E,=L(u)-b=0em Q

— )
E.=S(Uu)-u=#0 em[

Utilizando uma solug¢ao aproximada como a definida em (3), somente E, serd diferente de zero.

A ideia basica do Método do Residuos Ponderados é tornar E, tdo pequeno quanto possivel em Q, o

que equivale a tornar U tio proxima de #, quanto possivel (FINLAYSON e SCRIVEN, 1966).
Definindo um conjunto de fungdes de ponderagao W, (/= 1,2, 3, ..., N) o erro é distribuido em €2

como segue:
[ wE,d0=0 ®

Substituindo (4) em (8), tem-se:

12
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IQW'{L('B)+ian L(¢n)—b}d§2:0 ©)

Sendo o numero de fun¢des de ponderagdo igual ao de fun¢des de forma, os coeficientes «, siao

obtidos ap6s a solucao do sistema de equagoes algébricas:
Ka=f (10)

No qual os elementos da matriz K e os do vetor fsio definidos como:
1D
Kyp =] w L(g,)d =0

f, = J.le [b_ L(,B)]dQ =0 (12)

As fungoes de ponderacio devem constituir um conjunto linearmente independente. Dependendo do
conjunto de fungoes de ponderacio adotado, obtém-se um esquema correspondente de residuos ponderados,

entre eles, destacam-se o:

Método de Colocagio que adota a fungio Delta de Dirac, W, =0 (x=94),

Método de Coloca¢io de Subdominios que adota Wy =

1 sexeQ
0 se xegQ’

. N L I-1
Método dos Momentos que adota fung¢des poténcias de x da forma W, =X ", e

Método de Galerkin W, =¢n , cujas fungoes de ponderagio sio as proprias fungoes ¢n .
Se a aproximacao, ou seja, a solugdo aproximada nao satisfaz as condigoes de contorno, entiao o residuo

E também deve ser ponderado no contorno e a sentenca de residuos ponderados deve ser escrita como:

_ (13)
[ WE,dQ+ [ wiE.dr=0

O sistema de equacdes gerado por (11) e (12) pode ser representado como:

13
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Ka=f 14)

onde agora os elementos da matriz K ¢ os do vetor f sio definidos como

K = [, wi L(4,)dQ+ [ wi S(g,)dr (15

_ A 16
f =[ wbdQ+[ wudr 10
SRR (o) r

Se o problema estudado apresentar condi¢oes de contorno naturais, a avaliagdo das integrais
LWI E.dI, que aparecem na equagao (13), pode apresentar dificuldades se I" ¢é descrito por fungdes nao-
lineares. Para evitar dificuldades adicionais a determinagao das solug¢oes aproximadas, o termo que contém o
operador I na integral do erro E,, na equacio (13) IQ w, [L(U) -b }dQ = IQ w, E, dQ, pode ser integrado

por partes e reescrito genericamente como:

_[Qw. L(¢,)dQ =JQC(W|) D(u)dQ :J‘FW, F(u) dr (17)

onde C, D e F sao operadores diferenciais lineares de ordem inferior a do operador L. Substituindo (17) em

(13), obtém-se:

_ _ _ (18)
jQC(w,) D(u)dQ —jgw, bdQ +J'r[w| E.+w F(u)]dl =0

A equacao (18) é denominada Forma Franca da sentenca de residuos ponderados.

Na integral de contorno de (18) é possivel eliminar a integral que envolve condi¢es de contorno

naturais mediante uma escolha apropriada da fun¢ao de ponderagao Wi .

Pode-se, ainda, adotar fungdes que satisfazem as equagoes diferenciais em €2, mas que aproximam as

condicoes de contorno.

14



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste caso, a sentenca de residuos ponderados é escrita como:

_ (19)
[WE.dr=0

Uma vez que:

N 20
EQ:Zan L(¢n)_b:O ( )
n=1

Se as funcdes Wi e ¢, forem as mesmas, obtém-se o Método de TREFFTZ.

No Método dos Elementos de Contorno a fungdao de ponderagiao escolhida depende da Funcao de

Green do operador diferencial, fungao também conhecida como Solugao Fundamental.

2.2 FUNCAO DE GREEN

Seja a equagao diferencial linear nao-homogénea valida para #, no qual sio impostas condi¢des de

contorno:
Lu(x) = f(x) 21)

onde L é operador linear com coeficientes constantes. Quando o termo f{x) é substituido pelo Delta de Dirac,

O0(X—X'"), onde x’é um parimetro, a equacio (21) é reesctita como:

LG(x,x')=5(x—Xx") (22)
A funcio G(X,X'), solucio da equacio (22), chama-se Funcao de Gtreen para o operador L e

representa o efeito de x devido a um delta em x’. Para resolver (21) com o auxilio de (22), os termos a esquerda
e a direita em (22) sao multiplicados por f{x); em seguida, a integracao ¢ efetuada no dominio —o0 < X < 0.

Assim:

o oo 23
I LG(x,X") f(x')dx':J o(x—x") f(x")dx'= f(x) >

—00

15
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Trocando em (23) a ordem do operador diferencial e do sinal de integral, obtém-se:

® (24)
L[ j G(x,X) f(x')dx}: f(X)

Comparando as equagdes (24) e (21), conclui-se que a solugao da equagao (21), pode ser escrita como:

w (25)
u(x) = j G(x,x') f(x')dx

—00

16



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

CAPITULO 3

3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Nesse capitulo o Método dos Elementos de Contorno é apresentado a partir de problemas especificos,
sobre os quais ¢ desenvolvida a teoria de Residuos Ponderados, a Formulagao Fraca e a Formulagao Inversa.
Inicia-se com um problema em uma dimensao, sendo explorado em forma de exercicio, para condigbes de
contorno especificas. Na parte que trata de problemas de duas dimensdes, a teoria do MEC ¢ desenvolvida a
partir da Equagao de Poisson, porém, os exemplos iniciais referem-se a Equa¢do de Laplace. Na secido
Equagio de Poisson e sao apresentadas diferentes técnicas de solugao numéricas para as integrais de contorno

e de dominio presentes na formulagao.

3.1 EM UMA DIMENSAO

Considere a equagao:

du (26)
— +u+x=0
dx
com as condi¢oes de contorno:
" 27
" du du D
ul, ,=u e — =—
= dx|,., dx
ilustradas pela Figura 1.
I, L
. ~
x=10 =1

Q

Figura 1 - Ilustragdo do dominio da equagao (26) e condigdes de contorno dadas em (27).

A sentenca basica de residuos ponderados, considerando o nao atendimento das condi¢des de contorno,

é escrita como:

17
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9 —

1 A T "
.[ d S+U+x de{(ﬁ—u)wl] du_du
5| dX

du du -0 28
dx  dx w ] 29

x=0 x=1

Integrando por partes duas vezes o termo que contém a derivada de segunda ordem, obtém-se:

x=1 x=1

1 2 . 1 2
d°u du —dw —(d°w
— (wdx=w—| - u—| + ju -~ | dx (29)
ol dX dx dx 5 LadX
x=0 x=0
Substituindo (29) em (28)
t—(d?w p du du —dw
Iu -+ W dx+'[(x)wdx+w— —w—| - u— + (30)
5 LdX 0 dx dx dx
x=1 x=0 x=1
—dw — " du du
u—» +uw| -uw| +—w,] ——w,| =0
dx 0 o OX dx
x=0 x=1 x=1
dw ~
Fazendo W, = Tk e W, =—W, a equacao (30) fica:
X
B o 31)
t—(d%w ’ du dul —dw| “dw
Iu -+ W dx+I(x)de—w— +W—| —U——/ +Uu—oy =0
o L dX 0 dx dx dx dx
x=0 X= x=1 x=0
Se a funcio de ponderacio » for a solugao da equagao:
d’w (32)

+W=0(x-¢&)

dx?

A equagio (31) pode ser escrita como:

18
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1 . " A
—I(x)wdx a3 _pdY L gdw _jdw (33)
dx dx dx dx

x=0 x=1 x=1 x=0

jﬁa(x—g) dx =

0

e obtém-se j US(x=¢&) dx=u ().

A

A

u .
Obs: Lenbre-se que os valores U e —— sdo dados como condigoes de contorno do problema.
X

A presenca do Delta de Dirac faz com que o seu produto por uma fun¢io U seja nula em todos os

pontos exceto no intervalo a esquerda e a direita de &, ou seja, entre & e &7, captando da fungido apenas o
seu valorem &.

Essa caracteristica ¢ chamada de propriedade de filtragem ou amostragem da func¢do impulso ou Delta
de Dirac, pois sua presenca pega da fun¢ao apenas uma amostra que ¢ o seu valor em &.

A fungao Delta de Dirac pode ser interpretada como uma fungao tipo impulso, atuando num curto
intervalo de tempo e é fundamental para o calculo da Fungao de Green de um dado operador.

Assim, a equagao (33) torna-se:

N

_ - du du —dw ~dw
u(é)=—-|(xwdx +w—| —-w— +U—| -—-u—0o0 (34
(€) l( ) dx dx dx dx

x=0 x=1 x=1 x=0

A equacido (34) ¢ a formulacao inversa de residuos ponderados. Para outras condi¢oes de contorno,
uma equagao similar seria obtida. Assim, de uma maneira geral, a equagao basica do método pode ser escrita
sem a imposicao das condi¢oes de contorno, para depois ser particularizada de acordo com o problema.

No Método do Elementos de Contorno a fun¢ao de ponderacio w é representada como U* (&, X),

representando o efeito no ponto campo x de uma Delta de Dirac aplicado no ponto fonte &. A funcio

dw
u*(&,x) é denominada Solucio Fundamental e sua derivada o ¢ 4* (&, X), que substituidos na equacgio
X
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- du du R .
(33) e tomando U=U=U(X) e d_ :d— =(q(X), temos a formulacio do Método dos Elementos de
X X

Contorno:

1

U(€) = [ (Ju* (€ x) dx+u* (&%) a(x)|_, —u*(£x) g0 | , +

0

u(x) g*(£,x)| - u(x) a*(&x)]| (35)

3.1.1 Exemplos resolvidos

sin| x—¢&|
—

a) Para o problema estudado antetiormente, adote U™* (&, X) =

Solucao:

A formulacio do Método dos Elementos de Contorno requer também ¢ * (&, X), que nesse caso é

dada por:

se x> &, Uur(E ) = 2METE) ¢ gz, - CO5X70)

sm(g X) 005(5 X)

sex< &, U*(&,X) = q*(,x) =

Considerando as expressoes anteriores, a equagao (35) fica:

(@) =~ () LE e + ME=H g

0

_wq(x)k_l +

x=0

ru(x) 86X 005(5 X)

x=1

U(X) COS();_ 65)

x=0

Aplicando os valores de contorno x =0 e x = 1, vem:
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(@) =~ (M= g S o) =g«

0

U(l) COS(]Z-_ 5) + Cosz(g) U(O)

Das variaveis #(0), #(1), g(0) e g(1), duas serao conhecidas (sao as condigoes de contorno) e as outras
duas serdo incégnitas. Para a determinagao das duas incégnitas sao necessarias duas equagdes. Essas equagoes

sao obtidas escrevendo a equacio anterior para £ =0 e & =1. Dessa forma, constrdi-se o seguinte sistema

de equagdes algébricas:

0(0) = co;(l) B sir12(1) N Sin2(0) 4(0) _Sin_z(l)q(l) +u(®) co;(l) . coz(O) 4(0)

__1 sin@) sin(@) . sin(0) cos(0) ~ cos(l)
U ==+ ==+ 240 - =40 +u®—==+—==u(0)

Em forma matricial, temos:

cos() -1 |fu@)| |sin(}) O q@ —cos(2) +sin(2)
{—1 cos(l)Hu(O)H 0 sin(l)L(O)H 1-sin() }

Definindo os valotres das condi¢oes de contorno, obtém-se a solu¢io do sistema.

@) Para o problema no qual as condi¢des de contorno sio #(0) = 0 e #(1) = 1, tem-se a solugido
do MEC:
g =-1+2°20  g0)=-1+-2
sin(1) sin(l)
sin(x) cos(X)

A solu¢ao analitica do problema é U(X) =2 X, cuja derivada ¢é CI(X) =2

- - -1
sin(1) sind)

coincidindo com a solu¢io do MEC no contorno.

21



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Para um ponto &, tal que, 0 < & <1, a equagido correspondente ¢:

T \sin(&—x) sin(x— &)
U(§)=—I( )Td !:( )Td + (36)
sin(&) 4(0) - sin(1-¢&) q(1) +u(l) cos(l—¢&) N cos(é) 4(0)
2 2 2 2
As integrais valem:
(x)sin(& —x)dx = & —sin(&) an

(x)sin(x — &) dx = & —cos(l— &) +sin(1— &)

Wy Gy | O S

Substituindo os valores de #(0), #(1), g(0) e g(1), os valores da equagao (37), o resultado de (30) é:

sm(f) (38)
sin(1) o

u(g) =
Resultado que coincide com a solugdo analitica (a solugdo fundamental é tnica, Fungao de Green).
(i1) Para o problema no qual as condi¢des de contorno sio #(0) = 0 e #(1) = 0, tem-se a solucdo
do MEC:

Solucio:

A forma matricial para esse problema é:

sin(1) 0 q@®) | | —cos()+sin(l)
{o sin(l)}{q(O)}_{ 1-sin(l) }

que resulta diretamente em
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1 cos(l
A0 =-1+ ¢ q@)=-1+ )
sin(l) sin(1)
sin(x Ccos(x
A solugao analitica do problema ¢é U(X) = sin(( 1)) — X, cuja derivada ¢ CI(X) = sin((l)) -1 ,
coincidindo com a solu¢cao do MEC no contorno.
(iif) Para o problema no qual as condi¢es de contorno sao #(0) = 1 e ¢(1) = 1, tem-se a solugao
do MEC:
1—-cos(l) + 2sin(1 —1-2sin(1) + cos(l) +sin(1) cos(1
sy Locos+2sin®) o (1) + cos() +sin() cos(t)
cos(l) sin(1) cos(l)
iv) Para o problema no qual as condi¢des de contorno sio #(0) = 0 e g(1) = 1, tem-se a solucdo
do MEC:
@) =—1+23"0 oy =1+
cos(d) cos(l)

Para um ponto &, tal que, 0 <& <1, em ambos os casos, substituindo os valores de #(0), #(1), 4(0) e

g(1), obtém-se a equagio correspondente:

_ sin(§)_ cos(l—f)_sin(l—g)
u(g) = §+—2 ¢+ > ;"

Slnz(é) q(o) _ Sln(]é_ 5) q(l) + U(l) COS(]Z'_ 6) + Cosz(g) U(O)

2

p lzj —U=0, com u(0) =0 e u(x)=1, apresente os valores para ¢(0) e ¢(1). Adote
X

b) Para o problema

sinh | x=¢&|

(e x) ==

Resposta:
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1 . q) = cosh(1)

10 = sinh(1) sinh(1)

2
c) Para o problema XmZJ —U=X, com u(0)=0 e q(2) =4, apresente os valores para #(2) e ¢(0). Adote

sinh | x=¢&|

u*(g,x) = >

Resposta:

sinh(2) 5
cosh) ¢ 1O e

u(2)=-2+5

2

d) Para o problema p lzj +U+X=0, com u(0) =0 e u(x)=0, apresente os valores para ¢(0) e ¢(1),
X

2

w .
utilizando a solucio geral da equacao e +W=0,com W= f, cos(X) + /3, sin(X) , no lugar de u* (&, X)
X

. Obtenha uma expressio geral para o cilculo de U(X) no intervalo 0 < X <1. Compare os resultados com

os obtidos em a (i) e (ii).

Solucao:

Calculando 2—W =—/, sin(x) + S, cos(X) e substituindo na equagio (36), temos:
X

u(x) = —j (x)[8, cos(x) + 3, sin(x)]dx—j(x)[ﬂ1 cos(x) + /3, sin(x)]dx +
:

0

[B, cos(x) + B, sin(x)] a(x) |, _, — [B, cos(x) + B, sin(x)] a(x) |, _, +
u(x) [- 4, sin(x) + B, cos(x)]|,_, = u(x) [= B, sin(x) + 5, cos(¥)]|,_,

Resolvendo as integrais, temos:
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U(X) = ﬂl - ﬂ1 Sin(l) - ﬂl COS(l) - ﬂz Sin(l) + ﬂz COS(l) + ﬂl C](O) -

[8, cos(@) + B, sin®]a) +u() [~ B, sin(@) + B, cos@)]| - B, u(0)

Aplicando as condi¢bes de contorno obtemos as incégnitas ¢(0) e g(1)

e ql)=-1+ cos(l)

10="1+ 50 sin(l)

Note que a solugao para # e w pode ser de alguma forma definida apenas como fung¢des no contorno.
Neste caso particular, o contorno se reduz a dois pontos; por isso temos solu¢oes exatas apenas nas incognitas
9(0) e ¢(1), porém, apds resolvermos as integrais, a equa¢ao para U(X) nio apresenta dependéncia na variavel
x, diferentemente da solugdao apresentada em a (i) equagoes (36) e (37), na qual foi adota a Solucio

Fundamental obtendo resultado exato inclusive no intervalo 0 < & <1.

3.2 EM DUAS DIMENSOES

Considere a equagao de Poisson em duas dimensoes:

(39)
o’u  o°u
~+——-b=0 em Q
ox~ oy
com as condi¢des de contorno essenciais e naturais, respectivamente:
" (40)
u=u em T,
" ou (41)
=0=— em Fq
on
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onde I'=T U Fq , como ilustra a Figura 2.

Figura 2 — Ilustragdo do dominio da equagdo (39) e seu contorno.

Sendo U uma solugao aproximada do problema, que nao atende as condi¢oes de contorno, trés tipos

de residuos ou erros sao gerados:

I. no dominio Q:

_ _ (42)
o’u  o°u
Eg=—%+—-b=0
ox° oy
II. no contorno em Fu :
- " (43)
E. =u-u=0
III. e no contorno em Fq :
T (44
u u -—
E. =6——a—=q—q¢0

¢ on on

A sentenca basica de residuos ponderados ¢é escrita como:
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(45)

[|eu, e
Q

o o —b |wdQ + Lu (U—ujwl dr + jrq (a— qu2 dr =0

As fungoes de ponderacio W, W, e W, podem ser escolhidas convenientemente, visando simplificar

o problema.

27T A2
Calculando a integral que contém o Laplaciano VU = a@ g + iy—g na equagao (45), obtém-se:

X

0 ou ouow ouow o

u u u u
I Viu|wdQ=||—n,+—n, |wd —I et —— [dQ
OX oy Q OX OXx oy oy
onde 7. e 7, sao os cossenos diretores, ou seja:
(47)

ou ou ou
n,+—n, =
OX oy 7 on

=q

Calculando a integral de dominio a direita na equagao (46), tem-se:

o*w  o*w |—
(yJFWJUdQ (48)

onde:

ow (49)

Substituindo a equagao (48) na equagio (40):

VZu |lwdQ=| qwdl - TMar s [ vew udo G0
Q T r an Q
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e depois a equagao (50) na equagao (45), tem-se:

— — — 51
fvzwudQ—j bwdQ+_|‘qwdF—J‘u@dl“+ G
Q Q r roon
jru (U— ujw1 dr +J'rq (a— quz dr=0
Fazendo W, =—-W e W, = — na equagdo (51), aplicando o resultado na equacgio (45) e levando em

consideragio que I'=T, U T}, obtém-se a equagio denominada formulagio inversa de residuos ponderados:

IQVZW UdQ:IQdeQ+IFU Z—andr_frawdr (52)

No Método dos Elementos de Contorno, a fungao de ponderagao W é a solugao do problema singular
equivalente, isto ¢, ¢ a solugao fundamental para o operador diferencial. Para a equagao de Poisson a solucdo

fundamental para o operador adjunto Laplaciano, representada por W=uU*(&, X) , é a solu¢io do problema:
Viw=-5(¢, X) ©3)

onde X =(X,¥), Xe€Q ¢ (& X) representa a funcido Delta de Dirac em um ponto fonte & e X é

denominado ponto campo.

Assim, U* (&, X) pode ser interpretada como o efeito, no ponto campo X, de uma fonte concentrada
unitaria aplicada no ponto fonte &.
Em duas dimensdes, X é o ponto de coordenadas (X,Yy)=(X;,X,) ¢ & é o ponto de coordenadas

(£ &) =(&,<,) - De acordo com GREENBERG (1971), a expressao de U* (&, X) é:

54
u*(cf,X)ziln[%j 9

onde I = |X - §| ¢ a distancia entre X e & (vide Apéndice).

Conhecida a solu¢ao fundamental do problema, a sua derivada em relagio a direcao normal ao
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contorno ¢ denotada por ¢* e calculada como:

ou*dr 1 dr (55)
*(EX)=——=——— —
9*(. X) or dn 27r dn

Aplicando a solucio fundamental (54) e sua derivada (55) na equacio (52) e mudando U para #(X) e

a para g(X), tem-se:
[~6(X —Hu)da=[ g*(&X)ux)dr - u*E X)) dar+
[, bu*(£,x)do

A integral de dominio do lado esquerdo da equagao (56) se reduz a:

— [ 8(£=X)u(@)da =—u(¢) G
Da substitui¢ao da equagido (57) na equagao (56), resulta a equagao integral para pontos internos:
- x (58)
u(€) =] u*(& X)a(x) dr- [ a*(& X)u(X)dr -
iju*(g, X)dQ

Embora a equacio integral (58) represente a solu¢io do problema para pontos & pertencentes ao
dominio, ela nio pode ser utilizada enquanto os valores de (X) em I, e de u(X) em Iy nio forem

conhecidos. Para resolver esse problema, torna-se necessario encontrar uma expressao limite da equagao (58),
naqual §el .

Para a obtencdo da expressao limite, que torna possivel a solu¢ao do problema, o ponto & ¢ levado
ao contorno. Em seguida, exclui-se um circulo (ou semicirculo) de raio & e centro em & do dominio e calcula-

se o limite quando & — 0 (Figura 3).
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E
'h.rg

Figura 3 — Ilustragido do uso de um dominio virtual para contornar um ponto de indeterminag¢do quando r = ‘X - g‘ =0.

Observacoes:

Se Q. ¢ 0 dominio excluido, em (Q—Q, ), tem-se V2U* (&, X) =0 porque & ¢ (Q—Q,).

As integrais de contorno devem ser avaliadas em (I'—1";), onde I': representa o contorno excluido
de I', eem I, que representa o contorno do semicitrculo.

Assim, a equagio (56) ¢ escrita como:

lim ( L_f q*(f,X)u(X)dF+L q* (& X)u(X)dr - (59)

J_ - urEX)a0x) dr= ] u* (& X)a(x)dr -
[, bu*(&x)da )=0

As integrais em I', podem ser calculadas utilizando coordenadas polares, fazendo I = & = constante,

dl'=e£df ¢ X'=(r,0) (Figura 4):

_

Figura 4 — Uso de coordenadas polares.

00 4 (60)
Ligol(jr u*(g,X)q(X')dFJ: Lm(I(ZJIngq(X') gdej
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No limite & = 0, utilizando a regra de I.’Hopital obtém-se o seguinte resultado:

| X | 1)
lim (L“ (& X)a(x )dr}o
Para a integral que contém ¢ * (&, X), o limite pode ser calculado como:
lim U * (¢ X)u(X)dF) - IimU *(u(X) ~u(@Hr+u(@)| *dr] 62
&0 T a ’ B 0| I, g r, q
Utilizando a equagao (55) na equagao (62), obtém-se:
o (i &
im (jr q* (& X)u(X)dF) = lim (u(g)gﬁggdel _
: t-1 Z
lim [U(ﬁ) j g(—l)dej =u(9)
2 :
O termo — ¢é designado por C(&). Assim:
2
0,sele Q (64)

C()= % se &£ € ponto de contorno suave (0 = r)

lseleQ

As integrais em I' — I, devem ser calculadas no sentido de Valor Principal de Cauchy (vide Apéndice).
A integral em Q—CQ_ nio requer tratamento especial. Assim, para a equagio de Poisson, a equagio

integral basica do Método dos Elementos de Contorno é:

CEUE) = [ u*(EX)a(X) AT = [ g*(& X)u(X)dr - )

iju*(f,X)dQ
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Da qual a equagao (58) pode ser considerada um caso particular.

3.2.1 Exemplos resolvidos

o*u o%u
a) ParaaequagiodePoisson,W‘i‘——bzo,com 0<x< L,Oﬁ y < L, L =2, sob as condi¢bes

6y2
de contorno Q(X,O) =0, U(2, Y) =2, CI(X,Z) =0, U(O, Y) =1 apresente solugdes para as incognitas

u(x,0), aq2y), u(x2) e q(0y), assumindo =0, equacdo de Laplace. Adote
u*(é,X)ziln(EJ .
2r \r

Solucio:

FaZCl’ldO ul = u(X’O)> u2 = u(2’ y) > u3 = U(X,Z), u4 = u(o’ y) > ql = q(X’O) > qZ = q(2’ y) 5

g; = q(x,2), q, =9 (0,y), tem-se a Figura 5 como ilustra¢ao do problema:

Uy qs

I

| -
g
o

I]__‘4 1 éd

Uy 4y X e
él M
0%; . ¢ ) X
L
”1 b4

Figura 5 — Ilustragdo da discretizagdo do dominio do problema em elementos de contorno.

Na figura anterior sao adotados elementos de contorno constantes, ou seja, cada aresta do quadrado

4
apresenta um unico valor para # e g. Com 7 =1, 2, 3, e 4, o contorno ¢ dado por I' = Zri , & sdo os pontos
i1
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fonte e x representa cada ponto campo que sera utilizado para calcular as integrais de contorno. A localizagao
de &, na metade de cada elemento ¢ justificada pela mudanca de varidveis para integragio numérica com dois

pontos de Gauss (x) (vide Apéndice), cujo Jacobiano de transformacio é L/2.

Discretizando a equagao (65), com & = 0 e nimero de elementos 7#e = 4, de acordo com a figura

anteriot, temos:

ne ne 066
CEHUE), =2, [, urX)a(x) dr; =30 [ a*(€X)u(x), dr;, “

Reescrevendo a equagao (66) de forma simplificada e considerando # e ¢ como constantes, tem-se:
67)

Gy :Z IF_U*dE,j Qi_Z IF_q*dri,jui
=i =

Calculando as integrais L u*dl;; comi=1e;=1, no sentido do Valor Principal de Cauchy, como

representado na figura a seguir a qual traz uma parte da figura completa:

Temos:

3 |~

-1 ! 2
u*dry, = [ —=inl| dr,, :ZUO In(&, —x)dx+ [ In(x—gl)dx} -

Ti1

Analisando o resultado obtido e a figura completa, conclui-se que quando 7 = /, o resultado dessas

integrais ¢ o mesmo. Assim, chamando de Gj a solugao das integrais J. u*drl;;, com /= j, temos:
: k ,

Giu= Gu=G3= Gu= 1 =0.3183, (com quatro casas decimais).
V4
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As integrais I u* dI;; com i#;sdo calculadas numericamente com o uso da Quadratura de Gauss.
L !

Na figura a seguir ilustra-se uma parte da figura completa, na qual sdo utilizados dois pontos (x) de integracao,

cujas equagdes de mudanca de variavel sao:

X(n) — (1_77) X, + (1_77) X

_@-n ., A-n)
5 ;% )= 5 Nt

y(n >

Y2

J3

onde 77 sao coordenadas homogéneas que, com dois pontos, assume os valores 7, = — e 717, =———. Os

3

extremos do intervalo 0 <X <2 sido, respectivamente, os valores de X, e X,, assim como, Y, e Y, para

0 <y <2. Ainda para dois pontos de integracio, os pesos de Gauss sio @, =, =1.

y(7)

Observe que o valor de x nao precisa ser transformado, ou seja, nessa integragao x vale 2. Ja os valores

_ V3 J3
para y, sio Y, :1—? ey, :1+?.

Os valores de 71 e » sdao as distancias euclidianas:

L=y0o—E)2+(y, —&,)° ¢ L=J0-&) +(y, —&,)

Com /=1 e j =2, a integral .[r u*dr, é
1,2
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2
Glzzfr u*drl,Zzzf(rm)a)ml‘]lz
L2 m=1

2
du*(r,)o,|J |=—i In(r,) o, _ L In(r,)e, =-0.1125
m=1 27 27

Analisando o resultado obtido e a figura completa, conclui-se que G12=G23=G3= Gu= Gu=Gn=CGpi=

Gus=- 0.1125.

Utilizando a mesma metodologia, calcula-se Gi3=Gu=G3n= Gp= - 0.2333, cuja figura a seguir ilustra

as variaveis envolvidas nessas integrais.

0o

[1—£,0J I [1+§,0J

3

Em forma matricial, a matriz G, calculada a partir das integrais I u*dr, j» €
o '
1]

0.3183 -0.1124 -0.2333 -0.1124
-0.1124 0.3183 -0.1124 -0.2333
7| -02333 -0.1124 03183 -0.1124
-0.1124 -0.2333 -0.1124 0.3183

Chamando de H j, as integrais J; q*dl; ;, quando /=/=1, temos:
- g
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Assim,
-lor -1lor
H 11 B '[Fm Z % drl’l B J.rm g % drl'l B

__1r 1 5(51‘X)dx+f L aX=&) 4| o: pois " =0
27| B(g %) on ' (x=&)  on o

Analisando o resultado obtido e a figura completa, conclui-se que quando 7 = j, o resultado das integrais

Hyé o mesmo. Ou seja, H 11— H n= H 33— H 4= 0.
As integrais H ; = L q*dl ;, com /# sio calculadas numericamente com o uso da Quadratura de
- .

Gauss, como calculo ja apresentado para G;. Na figura a seguir ilustra-se uma parte da figura completa:

¥(17)

onde dist representa a distancia a partir do ponto de integracio e &, até uma linha tangente ao elemento que

se esta integrando, nesse caso, I, .
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ou™ dr 1 dr . ,
=——— =—————, requer o calculo da normal (Figura 6) a cada elemento

Afungio G7(c, X) = or dn 2zrdn

de contorno em cada integracao, como segue:

n= i
7

Figura 6 — Ilustragdo da normais para o calculo das integrais com g*.

Com /=1 ¢ j =2, a integral .[r gq*dr, é

2
H, =], 0% 00 = 2 f ()@, -

2
> - 1 nmwm|distm||3m|=—i lnla;l-1-1+ln2a;2-1-1 =-0.1807
m 27, 2|, r,

Analisando o resultado obtido e a figura completa, conclui-se que H = H = H = Hy= Hxu=

H 3= H $B= H 14=- 0.1807.

Com /=1 e j =3, a integral J.r q*dr; ¢
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{1-£,0J I {1+£,0J
3 3

2
|j|13 :J'rmq* dr, :é f(r)o,d. =

I nma)m|distm||Jm|:—i{lnla)1-2-l+in2a)2-2-1}:—0.1469
2|, r

2
m 27r, 1 2

Analisando o resultado obtido e a figura completa, conclui-se que H 3= H 3= H 2= H »=-0.14069.

Em forma matricial, a matriz H | calculada a partir das integrais I q*dr; i €
~ T . '
(]

0 ~0.1807 -0.1469 —0.1807
o ~0.1807 0 ~0.1807 —0.1469
- 1-0.1469 -0.1807 0 ~0.1807

—-0.1807 -0.1469 -0.1807 0

Substituindo G e H na equagio discretizada (65),

Cu =Gg-Huy,
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_ 1 . , ~
o coeficiente para C, vale 3’ pois & é ponto de contorno suave (€ =) (equagio (64)). Dessa forma, a

matriz H = E[I]+ H, onde I é a matriz identidade, tornando possivel a montagem do seguinte sistema

matricial de equagoes:
Hu=Gq (68)
Nesse problema é, o sistema vale:

0.5 -0.1807 -0.1469 -0.1807||u,

—-0.1807 0.5 —-0.1807 -0.1469 ||u, |
-0.1469 -0.1807 0.5 —-0.1807 | | u, -
—-0.1807 -0.1469 -0.1807 0.5 u, (69)

0.3183 -0.1124 -0.2333 -0.1124|| q,
-0.1124 0.3183 -0.1124 -0.2333||q,
-0.2333 -0.1124 0.3183 -0.1124||q,
-0.1124 -0.2333 -0.1124 0.3183 ||q,

Aplicando as condi¢cdes de contorno ¢ =q(X,0)=0, u, =u(2,y)=2, ¢, =0(x,2)=0 ¢

u, = u(0,y) =1, tem-se a solucio para cada uma das incégnitas Uy = u(x,0), q, = q(2,y), U, = u(x,2)

e 0, =9(0,y):
u, | [ 1.5000
q,| | 0.5873
u, | | 1.5000
q,| |-0.5873

X
A solugio analitica para o problema é u(x,y) =1+ E )
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u, 1.5000
d,| | 05000
u, | | 1.5000
Q.| |-0.5000

O resultado do MEC ¢ ilustrado pela Figura 7:

A0 EI.)ED

150 060

¥

Figura 7 — Ilustragdo da solugdo do MEC para ue g com 4 elementos constantes de contorno.

Os resultados para # e g foram obtidos com quatro elementos constantes de contorno e dois pontos
de Gauss.

A precisio dessa formulagiao pode ser aumentada com o uso de um numero maior de elementos de
contorno e de pontos de integracio de Gauss. As figuras a seguir ilustram casos onde foram adotados, 8

(Figura 8), 16 (Figura 9) e 40 (Figura 10) elementos de contorno, respectivamente, e dois pontos de Gauss.

u . q
A i
1.%4 1.176 050 060
"o 2ho 0.
“iho 200 o

1.%4 1 1?6

Figura 8 — Ilustragdo da solugdo do MEC para ue g com 8 elementos constantes de contorno.
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Figura 9 — Ilustragdo da solugdo do MEC para ue g com 16 elementos constantes de contorno.
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1 1356 | v 1. 1 1 s k] 1 1 a?a DE‘C' a?u of‘:r n,m os-: c-Eo o?a ana :v?a

Figura 10 — Ilustragdo da solugdo do MEC para u e q com 40 elementos constantes de contorno.

Conforme aumenta-se o numero de elementos de contorno, o resultado aproxima-se da solugao

analitica, ilustrada pela Figura 11:
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u q
*/__’ 50 050
ibo 200
1.p0 200 5
;_\__‘_\_\ 030 0.50

Figura 11 — Ilustragdo da solugdo do analitica para o problema da em 3.2.1 a.

b) Para o problema resolvido em a, sob as condi¢des de contorno q(x,0)=0, q(2,y) =1, q(x,2) =0 ¢

u(0,y)=0, apresente solucGes para as incognitas u(x,0), u(2,y), u(x,2),  q(0,y).
Resposta:

Aplicando as condicées de contorno @, =q(X,0)=0, 0,=09(2,y)=1, 0, =09(x,2)=0 ¢
u, = u(0,y)=0 na equagdo (68), tem-se a solugdo para cada uma das incégnitas U, = u(x,0),

u2 = U(2, y) 5 u3 = U(X,Z) S q4 = q(ov y) :

u] [ 0.7374
u, | | 1.5527
u,| | 0.7374
q.| |-0.8206

Resultado obtido com quatro elementos constantes e dois pontos de Gauss.
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3.3 BEQUACAO DE POISSON

A partir da equagao (65), reapresentada

C(&u() =[ u*(&X)a(X) dr—[ g*(£ X)u(X)dr -
iju*(g,X)dQ

quando b#0, ha a necessidade de se calcular Lbu *(&,X)dQ, cujos determinados procedimentos de

calculo sdao dados a seguir.

c) Para o problema resolvido em a, assumindo /=2, apresente solu¢Ses para as incognitas u(x,0), q(2,y)

> U(X!Z) € q(O,y)

3.3.1 Integracao do dominio: Método Monte Catlo

Uma abordagem possivel ¢ o uso Método Monte Carlo, que consiste em aproximar a integral de
dominio com a soma ponderada de N pontos randomicos do dominio no qual a fun¢io ¢é avaliada. Em duas

dimensoes, a integral de dominio é aproximada por:
- . 70)
[ bu*(&X)d="2 T buxg x,) = 225 Z— 1
o N o= N r
onde A, ¢éaidreadodominioe 1, =[&— X |.

Indicando a integral de dominio como B; = IQ bu*(&, X)dQ, comi=1,23¢c4, &, &, &, &, ¢

com 10° pontos randdémicos para integracio, B, fica:
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—0.0576
~0.0568
' 20,0575
—0.0580

Reescrevendo a equagao (66) de forma simplificada e considerando # e ¢ como constantes, tem-se:

ne ne (71)
Cu=y J;_ u*dr ;g -> IF q*dl;;u; - B,
[ER =L T
originando o seguinte sistema matricial de equagoes:
Hu=Gqg-B (72)
que nesse problema é:
0.5 —-0.1807 -0.1469 -0.1807||u,
—0.1807 0.5 -0.1807 -0.1469||u, B
—-0.1469 -0.1807 0.5 —0.1807 | | ug -
—0.1807 -0.1469 -0.1807 0.5 u, (73)

0.3183 -0.1124 -0.2333 -0.1124||q, —0.0576
—-0.1124 0.3183 -0.1124 -0.2333||q, —0.0568
-0.2333 -0.1124 0.3183 -0.1124||q, |-0.0575
-0.1124 -0.2333 -0.1124 0.3183 ||q, —0.0580

Aplicando as condicdes de contorno @ =q(X,0)=0, u, =u(2,y)=2, 9;=0(x,2)=0 ¢
u, = u(0,y) =1, tem-se a solucio para cada uma das incégnitas Uy = u(x,0), g, = q(2,y), u, = u(x,2)

e d,=0q(0,y):
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u | [1.0784
q, | |1.5598
u, | |1.0783
q,| |0.3849

X
A solugio analitica para o problema é u(x,y) = X2 —? +1, que avaliando-a no em U; = u(,0),

q2 = q(za y) , Uy = U(l,Z) € q4 = Q(O, y) , tem-se:

u, ] [0.5000
d, | |2.5000
u, | |0.5000
q,| |1.5000

O resultado numérico distancia-se do resultado analitico quando sao utilizados apenas quatro
elementos de contorno. Dessa forma, nos testes seguintes foram adotados 20 (Figura 12), 44 (Figura 13) e 84
(Figura 14) elementos de contorno e foi mantido o nimero de pontos randomicos para a integral de dominio.

As figuras a seguir ilustram os resultado numéricos para esses trés testes:

077 048 053 0bs 159 060 .60 .60 060 .60
10 2o 5
10 2o 4
150 20 5
E E
100 270 4
* E
100 270 5
077 0.8g 159 0bo 0.00 0.00 0bo 0.00

Figura 12 — Ilustragdo da solugdo do problema V2U =2 com o MEC - 20 elementos e 0 Método de Monte Carlo sob

condi¢des de contorno dadas em 3.2.1 a.
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H q
058 067 053 045 045 050 063 0.2 1.07 140 1.80] b0 080 0.00 060 080 0.50 050 050 040 0.0 00
1o 270 o M
kS
To 2700 o
To 270 9

9, 2
0o oo 0o oo 0o ofo oo obo oo olbo olo

Figura 13 — Ilustragdo da solugdo do problema V2U =2 com o MEC - 44 elementos e 0 Método de Monte Carlo sob

condigdes de contorno dadas em 3.2.1 a.

u

S0 bo 106050494930 J0 4@ 50 50507 08056 11 20 da Sei Es N

4

B

B

I O . P O PV POV O P

k]
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
™
9.

SLLLLLLLLELLLRLLELLLL

ECTS A e N RENT T

Ny

Figura 14 — Ilustragdo da solugdo do problema V2U =2 com o MEC - 84 elementos e 0 Método de Monte Carlo sob

condig¢des de contorno dadas em 3.2.1 a.

Com o aumento no numero de elementos de contorno os resultados aproximam-se significativamente

do resultado analitico, aproximac¢ao melhor verificada a partir dos vetores comparativos a seguit:
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u, 0.5000 0.5308 0.5034 0.4979
d, IR 2.5000 2.4488 2.4980 2.5068
U, 0.5000 0.5283 0.5040 0.5001
Qs 1.5000 Analitica 1.4494 MEC_DR-20 1.4938 MEC_DR-44 1.5065 MEC _DR-84

Dependendo da precisdo necessaria para solucdo de determinado problema, pode-se optar por um nimero

menor ou maior de elementos de contorno.

d) Para as mesmas condiges de contorno do problema anterior, assumindo D =—2 e que a solugio analitica

X
2 . . .
é U(X, Y) =—X +?+1, apresente o resultado do MEC para as varidveis em estudos utilizando 44

elementos de contorno e 10° pontos randomico para a integral de dominio.

Resposta:

u, 2.5000 2.4755
9| _, [-15000 —~1.4573
u, 2.5000 2.4784
q ~25000, . |-2.4582]

3.3.2 Integracao do dominio: Células

A integral de dominio também pode ser calculada com a discretizagao do dominio em células. Ilustra-

se, nesse caso, o uso de células constantes, cuja funcao de aproximacao ¢ dada por (BREBBIA e DOMINGUEZ,
1989):

w=1 (74)

Nesse modelo, admite-se que as variaveis apresentam comportamento constante em cada célula. Uma

célula genérica ¢ definida pelos vértices ki(xi 1), ka(xz, y2) € ks(xs,y3), ilustrada na Figura 15.
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-

I
I T,

Figura 15 — Ilustragdo da discretizagdo do dominio do problema em células triangulares.

A integral em € (X,Y), nesse caso bu*(&, X)dQ, ¢ uma integral dupla e pode ser calculada
g o g P P

utilizando-se uma transformagao no plano a partir dos vértices do triangulo da forma:

x=(1-U)a+U[(1-V)x+ V] (75)
J=(1=-U)n+U[(1=-V)y+ V)]

Tem-se, portanto, U e V (coordenadas do sistema triangular) como fungdes de x e y, ou seja:

U=U(x,Y) (76)
V=V(xY)

Para o calculo da integral dupla de uma func¢ao de duas variaveis, exige-se que a fungio seja definida
numa regidao fechada? em um espaco R” (real de duas dimensdes), condicio essa, satisfeita pela regido
triangular de cada célula.

Efetuando tais transformacgdOes, faz-se necessario calcular o determinante do Jacobiano de

transformacao.

2 Uma regido fechada é que aquela que inclui sua fronteira (LEITHOLD, 1994).
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x o
‘”: oU oV

Yy oy

oJ oV

De acordo com SOUZA e CODA (2005), para a célula triangular plana o determinante do Jacobiano de

transformagao tem valor numericamente igual ao dobro da area A da célula, ou seja:
J[=2A (78)

Assim, as integrais ndo singulares em Q(X,y) passam a set calculadas da seguinte forma:

jbu*(ﬁ,X)szbjzﬁjl]Uy/u*(f,Xj) 3,[avau o
Q 10 0

—

onde y ¢ dada por (74), M é o numero de células e os limites de integragao variam entre 0 e 1 (dominio (U,

V)), como ilustrado na Figura 16.

k3
K

0

Figura 16 — Transformagio de coordenadas de xe yem Ue V.

A solugio fundamental u*(&, X) ¢é uma fun¢io que depende do espaco, adquirindo valores que se
relacionam com a posi¢ao onde a mesma ¢ avaliada. Nesse exemplo utilizamos células constantes como uma
aproximagao para variaveis de dominio, definindo um tnico valor para cada célula, aproximando a integracao
da solu¢ao fundamental com a utilizagdo de um dnico ponto.

Procedendo da maneira indicada, a solu¢do aproximada da integral dupla nio depende mais das
variaveis x, y, U e V, mas apenas das coordenadas dos vértices das células e da distancia rentre o ponto fonte

& e o ponto campo X como segue:
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11-U 1 1 (80)
_[ I u* (& X) Jdvdu= —In(—j (X, Yy =X, Yy + X Yy =X, Vs + %, Ys = X3 Y, )
5 % 4z \r
que corresponde a solug¢do fundamental ponderada pela area A da célula, ou seja:
11-U 1 1 (81)
j j u*(&,X)[9)dvdu= A—In(—j
0 % 2 \r

A distancia euclidiana do ponto fonte & ao centréide X é determinada pelas coordenadas dos vértices

das células, onde a coordenada X, é dada por (Figura 17):

< - X, +X, + X5 Y+ Y, + Vs (82)
b 3 ! 3
k3
k3
,—'{r! g
.f"“}‘
j x

o

Figura 17 — Ilustragdo da localizagio centréide do ponto campo X.

Quando o ponto fonte & coincide com o ponto X, a integral (81) é fracamente singular. Nesse caso,

integra-se tal célula subdividindo-a e alocando pontos de integracao no dominio das células, nao coincidentes

com o ponto fonte & como ilustra a Figura 18.
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W
1
X
w4 ‘,};2
X, u
0 1

Figura 18 — Ilustragdo da localizagdo dos pontos de integragio para o caso singular (X=¢) e da subdivisdo do dominio

transformado.

Determinadas as coordenadas dos pontos de integracao e as subareas (1) no dominio triangular, a

integral singular de dominio ¢ calculada da seguinte forma:

s 1 (1 (83
*(&,X)dQ = —In| =
i” (& X)d=3] A Zin| |

onde 7; representa a distancia entre £ € =X, «Xa € =X,

Aproximando-se o dominio do problema com 242 células triangulares constantes, com 44 elementos

constantes de contorno, de acordo com a Figura 19:

Geometria com 44 elementos e 242 células

Figura 19 — Ilustragdo da malha utilizada.

¢ adotando b =2 | temos a solucio do MEC (Figura 20) para # ¢ ¢:
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u

DES D%? D%S Dﬁﬁ Diﬁ D?D D%S D§2 1%7 lﬁﬂ 1’§Da
0 2

S

bo 2]

S

o £
0 2

£ 4
0 2

S

S

fio 2]

5

54
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S
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S
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Y-
oke[ok7 [oBaoasTodsJoBo]okaloB2]107 [140] 1380

Figura 20 — Ilustragio da solugdo do problema V2U =2 com o MEC sob condigdes de contorno dadas em 3.2.1 a.

I - L. 2
Para as mesmas condi¢coes de contorno com b=2,temosa solucio analitica U(X, Y) =X = ? +1

, cujos resultados sao apresentados juntos aos obtidos com o MEC:

u, 0.5000 0.5000
%@ |, |25000 2.4922
u, 0.5000 0.5000
. 15000, . [1.4920]

Ressalta-se nesse exemplo, que o acréscimo no numero de elementos de contorno, bem como o
numero consideravel de células de dominio, oportunizou a obtenc¢ao de resultados do MEC com elementos
constantes muito proximos aos resultados analiticos para as variaveis em estudo. Dependendo da precisio
necessaria para solu¢ao de determinado problema, pode-se optar por um nimero menor ou maior de
elementos e células com funcdes de forma constantes, ou ainda, utilizar outras funcdes de forma como a

linear, quadratica, entre outras.

3.3.3 Integracio do dominio: Reciprocidade Dupla

A integral de dominio também pode ser calculada com uma técnica chamada de Reciprocidade Dupla

(Dual Reciprocity Boundary Element Method - DRBEM) (BREEBIA, 1989) que consiste em, dada a equagao:
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Viu=b (84)

onde b=D(X,Y), a solugio da equacio (84) ¢ expressa como uma soma da solucio homogénea, U, , € a

p
solucdo particular, U, como:

p (85)
u(x,y)=u, +u

p
onde lﬂ ¢ a solugao particular da equagao de Poisson Viu=b.
Aproximando & a partir de uma combinagao linear de fungdes, pode-se encontrar a solugao particular
em pontos do dominio e do contorno do problema.
Se ne sio nds de contorno e nd sao nods internos, entdo havera netnd fungdes de interpolagao e

p
consequentemente, #e+nd solugdes particulares, U; . A aproximagido de 4 sobre o dominio € escrita para ne+nd

noés, da seguinte forma:

N+L (86>
bi (X, y) = Zai fij (X, y)
1

entdo tem-se a matriz de coeficiente incognitos & i (=12, ., ne+nd):

b=Fa
by(x,y) | | fu(xy) ]
. - . (87)
_bne+nd (X’ y)_ L 1:(ne+nd)(ne'+nd) (X’ y)_ _ane+nd N
P
A solugao particular, U, e as fungdes de interpolacao fij , obedecem a seguinte relagao:
p (88)
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Substituindo a equagio (88) em (80),
b.(x,y) = ni:daj (VZ lj) &
Assim, a partir da equagio (88), a equacao (84) torna-se:
=S &

Adotando a formulagao do MEC para a equagao (89), ou seja, multiplicando ambos os lados pela

solucao fundamental e procedendo com as integragdes, em termos nodais temos:

C.u +k2=1:-‘-ﬂ,k q*drl;, U, —kzﬂljm u*dl;, o = 1)
ne+nd

o ne P ne p
Zaj(ciuij—l-;IF q*dFiyk Ukj—kZJ;_ U*dl—’i,k qkjj
I ShE 4

o indice £ ¢ utilizado para representar os nés de contorno, que nesse caso coincidem com os pontos de

colocagao. Pode-se expressar de maneira compacta a expressio anterior como:

ne+nd 92
Hu—Gq=Za1(HG,——Gajj 2

=1

PP PP
onde U e Q sao colunas nas matrizes U e¢ Q. Como & e IFsio conhecidos, a ¢é dado por:

a=F7b ©3)

Depois que a equacao (92) ¢ resolvida utilizando as condi¢oes de contorno, bem como as técnicas de
integracao apresentadas nas segoes anteriores, pode-se determinar os valores da fungao solugao para algum

ponto ou né interno, com C; = 1, na equagao a seguir:
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ne ne ne+nd p ne p ne p (94)
Ui = _ZHi,k Uy +ZGi,k Ok = Zaj C u”+ZHi~k Uk _ZG”( Ui
k=1 k=L =1 k=1 k=L
Definindo as fun¢oes de interpolagao como:
f,=1+r
oo 95)
U=—+—
2 6
P r’\or
q=|r+—|—
2 )on

e aproximando-se o dominio do problema com 4 elementos constantes de contorno, com um nos por

elemento, de acordo com a Figura 21:

Geometria do contorno com 4 elementos
#

#-

Figura 21 — Ilustragdo da discretizagdo do contorno com 4 nés.

e adotando D =2 | temos a solucio do MEC (Figura 22) para n e ¢:
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u q

043 050

Figura 22 — Ilustragdo da solugdo do problema V2U =2 com o DRBEM sob condi¢des de contorno dadas em 3.2.1 a.

3X
. . 2
Para as mesmas condi¢cdes de contorno com b=2,temosa solucio analitica U(X, Y) =X — ? +1

, cujos resultados sdo apresentados juntos aos obtidos com o MEC — Reciprocidade Dupla (DRBEM):

u, 0.5000 0.7306
a, IR 2.5000 2.3893
U, 0.5000 0.7306
d, 1.5000 §, . iica 12167 | oe

Ressalta-se nesse exemplo, como foram adotados apenas 4 elementos de contorno com um né por
elemento, o resultado obtido com o MEC distancia-se levemente do resultado analitico. Com o intuito de se
obter um resultado mais aproximado da solugao analitica, a seguir sio apresentados os resultados dos testes
numéricos contendo 20 (Figura 24), 44 (Figura 26) e¢ 84 (Figura 28) elementos constantes, respectivamente,
cada qual com um né por elemento (Figura 23, Figura 25 e Figura 27), sendo avaliadas as variaveis ja

mencionadas nos exemplos anteriores.
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Geometria do contorno com 20 elementos
* * * = *

#: i * e H#

Figura 23 — Ilustragdo da discretizagiao do contorno com 20 nés.

u q
073 048 054 088 155 oo oo 0o oo
140 210 0
k £
1.0 270 1
1o 270 7
1o 20 0
3 +*
1o 20 7
o " " " "
074 CET] 155 0.bo 0.00 0.0 oo

Figura 24 — Ilustragdo da solugdo do problema VU =2 com o DRBEM~20 nos, sob condigbes de contorno dadas
em 3.2.1 a.

Geometria do contorno com 44 elementos
L N T ¥ %k ¥ ¥

* ¥
L e e e N . e S

Figura 25 — Ilustragdo da discretizagido do contorno com 44 nés.
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u q
[085 084 051 045 045 051 063 081 106 1737 177
1o 2po
10 20
10 20
¥ E
1o 2bo
10 270
10 270
3 E
1o 2o
10 20
140 250
3 E
1o 27bo
1 o

0, . L. D
085064 063[oB1[105]1736[177

Figura 26 — Ilustragio da solugdo do problema V2U =2 com o DRBEM - 44 nos, sob condigdes de contorno dadas
em 3.2.1a.

Geometria do contorno com 84 elementos
I e L I o

A . e e e S o S

Figura 27 — Ilustragao da discretizagdao do contorno com 84 nés.
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Figura 28 — Ilustragio da solugdo do problema V2U =2 com o DRBEM - 84 nos, sob condigdes de contorno dadas

em 3.2.1 a.
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A andlise com um numero crescente de elementos de contorno utilizado, oportunizou a obtengao de
resultados do MEC com elementos constantes mais proximos aos resultados analiticos para as variaveis em

estudo, como comparagao a seguir:

u,] [0.5000 0.5415 0.5127 0.5015
qs | | 25000 2.4644 2.5281 2.5529
u, | | 0.5000 0.5415 0.5127 0.5015
q4 15000 Analitica 14667 DRBEM-20 15279 DRBEM-44 15522 DRBEM -84

Dependendo da precisao necessaria para solu¢ao de determinado problema, pode-se optar por um
numero menor ou maior de elementos, bem como um nimero variavel de nés por elemento (nesse caso foi
adotado apenas um noé por elemento) e também o uso de nés no dominio é descrito por determinados autores
(CHANTHAWARA, KAENNAKHAM e TOUTIP, 2014), além da possiblidade em se utilizar outras
fungoes de forma e interpolagido como a linear, quadratica, entre outras.

As figuras a seguir ilustram os casos onde foram adotados 44 elementos constantes de contorno e 100

(Figura 29), 1000 (Figura 30) e 10000 (Figura 31) nos aleatérios de dominio:

Geometria do contorno com 44 elementos e 100 nos de dominio
H—— %

*
*
¥

f#

*

3

*

H
¥

#
HE g &

*
#T
¥

#*

Figura 29 — Ilustragio da discretizagdo do contorno e 100 nés de dominio.
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Geometria do contorno com 44 elementos e 1000 nés de dominio

Figura 30 — Ilustragio da discretizagido do contorno e 1000 nés de dominio.

Geometria do contorno com 44 elmentose 1DDD m':b de dominio

Figura 31 — Ilustragdo da discretizagdo do contorno e 10000 n6s de dominio.

A comparagao entre os resultados das solu¢oes com o MEC — Reciprocidade Dupla, com 100, 1000,

e 10000 n6s de dominio ¢ a apresentada a seguir:

u] [0.5000 0.5127 0.5127 0.5127
% | _, | 25000 25281 2.5281 2.5281
u, | {05000 0.5127 0.5127 0.5127
q4 15000 Analitica 15279 DRBEM-100 15279 DRBEM-1000 15279 DRBEM-10000

Nessa analise, com quatro casas decimais nao se observa variagao nos resultados, inclusive quando

esses resultados sio comparados ao caso que em foram utilizados apenas nés no contorno.
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3.3.4 Integracio do dominio: Transformacao baseada na Segunda Identidade de Green

A integral de dominio também pode ser calculada a partir de sua transformag¢ao em uma integral de
contorno equivalente (BREBBIA, TELLES ¢ WROBEL, 1984). Isto é possivel quando 4 ¢ uma funcio

harmonica, que obedece a seguinte equagao:

V=0 (96)

Nessa transformagio a funcio de ponderagio, nesse caso a Solu¢io Fundamental U* (&, X), é

expressa em funcao de derivadas, para isso fazemos:

u*=Va 97)

Escreve-se entdo a Segunda Identidade de Green, na forma:

[ bux,x)yda=[ bv?v*da=[ (V:v*—v*vblo= ©8)
| (by—v*a—bjdr
r on on

2 < .
Como Vb =0, a expressio anterior reduz-se a:

. B 2wt ov* b 99)
_[Qbu (§,X)dQ—IQbV v dQ—jr (bﬁ—v %)dr

A Solugao Fundamental V* ¢ a solu¢io da Equacio Bi-harmonica VZu*=V*(Viv9) =Vv*=§,

que em duas dimensdes € a Solu¢ao Fundamental usada no estudo de deformacio de placas, a saber:

2
r (100)
VE=— In(lj +1
81 r
Note que a solugdo V™ satisfaz a equa¢io de Laplace em coordenadas polares:
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Vzv*—lg(r av*j:iln(l):u* (1on

“ror\ or ) 27 \r

*
A detivada de V* em relacdo a direcio normal ao contorno é denotada por t*= o ¢ calculada
n

como:

ov* dr r 1} 11| dr (102)
t*r=———={—|In = [+= |} —
or dn A r 21| dn

Substituindo a equagao (99) e a (102) na equacao (71), temos:

ne ne (103)
Cu, :ZL”* dr; g, —ZLq*dE,j uj—
j=L T j=L T

e v* b
eri,(biﬁ_v %jdri'j

j=1

A funcgio b ¢ definida de acordo com a equagao (90) e as integrais de contorno podem ser calculadas

utilizando-se as técnicas ja apresentadas.
Nesse exemplo, de acordo com CAMP e GIPSON (1989), se b =-2, o que implica em 2—b =0, com
n

i=1, 2,3 e4, temos:

ne r[. (1) 1] er (104)
B = — | Inl=1+=|Y=—dTL .b.
' ;L‘j{m{n(r}z}and A0

. . N . or . . .
Quando 7 =/, o resultado das integrais B, é nulo, pois, 8_ =0. Quando i #K, as integrais podem ser
n

calculas numericamente com o uso da Quadratura de Gauss, por exemplo.

Para as mesmas condicdes de contorno dadas em 3.2.1 a, com D=—-2, temos a solucio analitica

2 . ~ . .
u(x,y)=-x"+ ? +1, cujos resultados sio apresentados juntos aos obtidos com 0 MEC com 4 elementos

e dois pontos de Gauss e 44 elementos (Figura 32) com 10 pontos de Gauss para integragao, respectivamente:
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u, 2.5000 1.7584 2.4867
a, —1.5000 —0.0092 —1.4776
%
U, 2.5000 1.7584 2.4867
d, —2.5000], e 11819 ., [—24757 ], .
1 q
120 159 192 217 2.06 249 254 254 246 232 212 o0 060 0bo ofio 0.0 000 0.50 060 0h0 0.h0 0.60
| 1o 20 1
| o o
| b o
| 1fo 250
| 1bo 2o
| 1bo 2o
| 5o 2}
| 1bo 2o
| 1bo 2o
| 150 2o
1ho o
Figura 32 — Ilustragdo da solugio do problema V?U=—-2 com o MEC- 44 nos, sob condi¢des de contorno dadas em
3.21 a.
L or
Se b x=&J=r 0 que implica em — = — | temos
on  on

L &L (1)]or (105)
Bi_gzﬂ In(—j a_dr”'

=R SN
cuja integral pode ser calcula numericamente com o uso da Quadratura de Gauss, por exemplo.

Para as mesmas condicdes de contorno dadas em 3.2.1 a, com b :| X— 5 |: I, temos a solugio analitica

X

u(x,y) = E ——+1, cujos resultados sao apresentados juntos aos obtidos com o MEC e ilustrados pela Figura 33:

6
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u, 1.0000 1.0000

a, . 1.8333 1.5225

u, 1.0000 1.0141

a, —0.1667 Analitica —0.2155 MEC_1d _Green
u q

0.00 0.00 0.00 0.00 0:00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0 4’

il [l [l IS [l Ll ol ISl S o
078 0776 080 086 092 1.00 1.08 117120 1.44 16
Jo 2!

'0 2 5 2.

ho 2] 7 1.

o

=
[=2]

=
h

=
3

B

5 4.
0.6o 0.0 0o 0o oo oBo oo 0.6o obo oo oo

Figura 33 — Ilustragio da solugdo do problema VU =r comoMEC-44 nos, sob condi¢des de contorno dadas em

3.21a.

Nos exemplos resolvidos até esta se¢ao, foram utilizados apenas elementos de contorno constantes
em um modelo geométrico quadrado e quatro técnicas para o calculo das integrais de dominio foram
apresentadas. Em cada teste realizado, o aumento no numero de elementos constantes oportunizou a
obtencdo de resultados mais proximos aos analiticos. Essa é uma estratégia comum, porém, aumenta-se
consideravelmente o nimero de equagdes e da dimensao das matrizes para solu¢ao do problema. Uma forma
de se obter melhores resultados com uma quantidade menor de equagdes ¢ o uso de fungdes de forma como
a linear, quadratica, entre outras, para aproximar as variaveis de contorno e de dominio quando necessario.
Na proxima se¢ao sera apresentada a técnica de aproximacao dos elementos de contorno lineares, ou seja,

com funcgdes de forma linear.

3.3.5 Integracio do contorno: Elementos lineares

Aproximando-se a geometria de cada elemento I'j em func¢ao de suas coordenadas nodais, de acordo

com a Figura 34, para um ponto P qualquer temos:
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}?
2
« P = pontonodal
1"j = elemento de contorno j
Q
P
- N - x
// 0 l_j // 2
a4 -7 &
(0, 0) I (2,0)

Figura 34 — Discretizagdo do contorno em elementos lineares.

X, (P) = ¢,(P)x)* + ¢, (P)x/? (106)

X, (P) = 4. (P)x}" +¢,(P)x}’ (107)

onde jindica o elemento I'j, ¢ ¢é a funcao de aproximacao linear e X1 e Xz s3o 0s nés extremos do elemento.

A cada elemento de contorno, I'j, associam-se um ou mais pontos denominados "nés funcionais" ou
"pontos nodais" e os valores das variaveis a eles associados sio denominados "valores nodais". Ao longo de
cada elemento as variaveis do problema (potencial # e fluxo ¢) sio aproximadas por fungdes polinomiais

(constantes, lineares, quadraticas, etc) em func¢ao das quais ¢ definido o nimero de pontos nodais: 1, 2 ¢ 3,

respectivamente.
Utilizando dois pontos nodais as variaveis sao aproximadas de maneira linear como ilustra a Figura

35, onde sao adotadas as seguintes funcdes de aproximacao (TAGUTI, 2010).

(108)

1
) :E(l_é:)
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(109)

¢ :%(1""5)

ponto nodal 1 ponto nodal 2
(u'oug') (v ou g*)

| : |
L;

Figura 35 — Fungdes lineares de aproximagao.

Dessa forma, as integrais de contorno sao calculadas da seguinte maneira:

1 dr (110)

* _ u'
Jrax@xyueaydr=—[ == [4 ¢, Jar §

(111)

N 1,(1 q'
[u(&x)qx)dr =1@In[;j[¢l g, Jdr ¢

onde #', i, ¢' € ¢ sdo os valores nodais em cada elemento.

Devido a caracteristica singular das solugdes fundamentais, quando o ponto fonte pertencer ao
dominio de influéncia, o integrando sera singular e devera ter um tratamento especial. Uma técnica bastante
utilizada no MEC para calcular indiretamente as integrais singulares ¢ a consideragdo de um corpo de
temperatura constante, no caso de problemas potenciais, ¢ o deslocamento de corpo rigido, no caso de
problemas elasticos. Essa técnica consiste em calcular primeiro todas as integrais ndo-singulares para um
ponto de colocagao em especifico, e entao o deslocamento de corpo rigido ¢ aplicado para calcular a integral
restante. Com o uso de fung¢des polinomiais o nimero de integrais singulares é igual ao nimero de translacGes
de corpo rigido. Isso ocorre porque, no MEC convencional, para cada ponto de colocacdo e o elemento
singular correspondente, somente uma funcio de base associada aquele elemento ¢ nao nula. Portanto sé
existe uma integral singular em cada elemento (CAMPOS, 2016).

Assim, quando o ponto fonte estd localizado fora do elemento que esta sendo integrado (r #0),
nenhum problema de singularidade é observado e as integrais (110) e (111) podem ser calculadas analitica ou
numericamente, como com o uso do método numérico da Quadratura de Gauss (HUNTER, 2001). Este é um

caso onde o uso de elementos lineares continuos, como ilustrado na Figura 35, é recomendado por nao haver
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problemas de singularidade.

Por outro lado, quando o ponto fonte estd sobre o elemento que estd sendo integrado (r=0), as
integrais em (110) e (111) apresentam termos com no maximo singularidade fraca envolvendo a derivada da
solu¢ao fundamental e a prépria solu¢ao fundamental, respectivamente. De acordo com CRUZ (2001),
tradicionalmente utiliza-se uma técnica de regularizagao local através de “movimento de corpo rigido”
(prescricao de potencial de temperatura constante em todo o contorno) para o calculo da integral em (110),
que, segundo CHAVES (2003), pode ser aplicada em problemas potenciais; ja a integral em (111), pode-se
calcula-la analiticamente ou numericamente.

Caso opte-se por calcula-la numericamente, o uso de elementos de contorno descontinuos
(KATSIKADELIS, 2002) ¢ util para, por exemplo, a utilizacdo de técnicas como a Quadratura de Gauss,
assim como o uso de transformacio de coordenadas polinomial de segunda e terceira ordem proposta por

TELLES (1987). Ambas as técnicas serdo apresentadas.

3.3.5.1 Elementos Lineares com nés descontinuos - Quadratura de Gauss
Como exemplo, considerando o elemento da figura anterior, cujo comprimento é I. = 2 e seus nos
das extremidades sao reposicionados em dire¢ao ao centro do elemento de acordo com um fator percentual,
L . :
O0< fp< E , relativo ao tamanho do elemento. Nesse caso, adotando-se como fator percentual igual a 0.1,

resulta na seguinte ilustragao (Figura 36):

L. @ &

=l

| )

—= <

(0.2, 0) (1.8,0)

1 L=2 ]
¥

Figura 36 — Reposicionamento dos pontos nodais.

1

. . 1 . . .
Dessa forma, as integrais de contorno com In(—j e —, cuja singularidade estaria em r = 0, sao
r r

calculadas de maneira similar ao caso com elementos de contorno constantes, dado que com esse artificio de

elementos descontinuo, cada n6 passa a figurar como um n6 duplo, dai I # 0. Com os resultados obtidos nos

67



nés reposicionados, interpolam-se os resultados até o né original de acordo com a fungido utilizada, nesse
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caso, a funcao linear.

O problema ja discutido em 3.2.1. a, agora resolvido com o uso de 4 elementos de contorno lineares
descontinuos, tem como solugao numérica os seguintes resultados para as variaveis # e g, comi=1,2,3 , ..,

8 (considerando que algumas sao dadas como condi¢oes de contorno), como ilustra a Figura 37, variando-se

o valor do fator percentual fp.

G
0,
s
4,
Os
Qs
g,

| O _

P P P NN DNDNDDN P

- Analitica

.}?

2

1.8957

1.8957
1.1043

JAnalitical a

(1.1043 ]

u u
il 6 3
X u
4
9
by Y
3
P . - -
0 g w2
1 2
Figura 37 — N6s Duplos X.
[1.0432] [1.0066 |
1.9568 1.9934
2 2
2 2
1.9568 1.9934
1.0432 1.0066
1 1
MEC _fp _o0.1L 1 JMEC_fp _0.05L 1 JMEC _ fp _0.001
_ 0 _ _ 0 _
0 0
0.5527 0.5531
0.5527 0.5531
0 0
0 0
—0.5527 —0.5531
MEC _fp_o01lL 0'5527_ MEC _fp_005L 0'5531_
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Com a redugio no fator percentual, ou seja, com a redugao na distancia entre o né reposicionado em
relacdo a sua posigdo original, os resultados para as varidveis # aproximam-se cada vez mais da solucido
analitica, lembrando que os valores apresentados correspondem ao valor da variavel no né reposicionado e
com estes interpola-se o valor até o contorno, como ilustrado pela Figura 38, que em todos os casos
correspondem a solugdo analitica ilustrada pela Figura 11, inclusive para a variavel g.

Um destaque ¢ dado para a variavel ¢, onde ao analisar individualmente cada resultado, verifica-se que
a reducdo na distancia entre o n6 reposicionado em rela¢do a sua posi¢ao original, fez com que os resultados
se distanciassem levemente do resultado analitico. Essa variacao entre os resultados refere-se a natureza da
variavel, ou seja, # ¢ uma variavel escalar e que pode ser definida como a temperatura da placa e que nao ha
alteracao brusca desta em relag¢ao a sua posi¢ao, por outro lado, g pode ser definido como um fluxo de calor
e esta ¢ uma variavel vetorial, dependente da dire¢do normal ao contorno, com a possibilidade de apresentar
variagao brusca em relagao a sua posi¢ao. Um exemplo ¢ a alteracdo brusca do fluxo nos vértices do dominio,

como definida pelas condi¢des de contorno nulas no exemplo proposto.

u q
*"'—’/“—.—J 050 050
100 200
1.00 200 5
—.______‘__“__‘ 030 0.50

Figura 38 — Ilustragio do MEC com elementos lineares descontinuos para o problema da em 3.2.1 a.

3.3.5.2 Elementos Lineares com nos descontinuos e Transformacio de Telles

A primeira transformagdo de Telles que sera apresentada é uma releitura de trabalho de TELLES
(1987) que baseia-se em uma transformacdo polinomial nao linear de coordenadas, que resulta em um

jacobiano nulo quando a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo é zero e os pontos de integra¢ao sio
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. . . . : 1
reposicionados (Figura 39). Nesse exemplo, as integrais de natureza fracamente singular, In(— e —, sdo

r r’

calculadas pela transformada proposta por TELLES (1987), para isso, de forma simplificada, consideremos:

2rr

1 L1 (112)
J.F F_J.lzﬂ-r(n) d

) (1 113
Inf = [d'=| In|] — |d
j.r n( rj J.—l n( r(n)J d

onde dn = |J 77(;/)|dr e 17(y) é um polindomio do segundo grau

n(y)=ay’ +by+c (114)
sujeito a
n@)=1
n(=1)=-1 (115)
dn| _,
dy ;

As duas primeiras condi¢oes garantem que nao haja um alongamento liquido do elemento durante o

mapeamento e a terceira, tem a finalidade de cancelar o efeito da singularidade no ponto singular. 77 é a

localizacao da singularidade no espago original e y representa a nova variavel de integragao.

Os valores de 4, b e ¢sao:
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a=-C (116)
b=1
B _2
nt {77 —1J
C=
2

O reposicionamento dos pontos e transformacao dos pesos de integragiao sao dados por:

n(i)=ap(@)®+3bp()+c (117)
w, (i) = w(i) (2a p(i) +3b)
assim, as integrais em 7 em funcio de 77(y), tornam-se:
1 1 1 - (118)
fograr=1, —— (L-yn)dy
2rr (1—72)Z+7
(119)

jrln(lrjdr: [ in ! (L-ym)dy

A vantagem do uso dessa transformagao é que o Jacobiano cancela a singularidade e a integracao de

Gauss pode ser empregada sem precisar separar no nucleo de integracdo a parte regular da parte singular.
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y
2
Q
Elemento
X % Pontos de Gauss
4 O Pontos de Gauss reposicionados pela transformagéo
" X #*  Ponto Singular
0 2 #  Nos duplos (Ponto Singular }
| |
I Elemento ! i d/
N E——
—‘1} | s
- —_— e —
- o - — —_——
¥ e T — —
4’ T 4 T - T
0 = 2o & —

-0.4 -0.2 0 02 04 06 08 1

Figura 39 — Ilustragdo do mapeamento de um elemento de contorno cujos pontos de integracido de Gauss foram

reposicionados pela transformagio de Telles do segundo grau.

Telles também propds uma transformagao nao-linear a partir de uma relacao do terceiro grau da forma

n=ay’+by*+cy+d (120)
sujeita a

n)=1

n(-1)=-1

dn| _, (121)

dy|,
2
Yl

As duas primeiras condi¢Oes garantem que nao haja um alongamento liquido do elemento. A terceira
condicao atua no sentido de cancelar o efeito da singularidade no ponto singular e também serve para agrupar

(formar um cluster) pontos de Gauss no elemento até o ponto singular. A ultima condi¢do garante que o

Jacobiano seja o minimo no ponto quase singular e o mapeamento da nova transformacao tenha o seu minimo

em 7] (nesse estagio um maximo também seria possivel).
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A solugao para este problema ¢é dada por:

1
a=—

Q

_37_,
b:T (122)

_2
3

Q
d=-b

_2

Q=1+3y

onde ¥ é o valor de ¥ que satisfaz 77[7/) =17. Este parametro pode ser calculado por:

_ 3\/_ 3\/_ _ (123)
y=\nn*+|n*|+\nn*—|g*|+n

2

onde n*=n -1.

O reposicionamento dos pontos e transformacao dos pesos de integragao sao dados por:

n(i)=ap(@)®+bp(i)?* +cp(i)+d (124)
w, (i) = W(i)(3a p(i)* +2b p(i)+c)

Nesse caso as integrais de contorno ficam:

2

J- zlrdr=‘[11 1 : 3 (7/_7/2) dy (125)
r T - _ _ _
oy (7—7)3+7g7 +3)| @+3y)
(1+3;_/)
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2
— 126
[n[ £ Jar=1"n L al=7)y, o
r r -1 _ o _
d =7 +y(r +3) || @+37)
2
(1+3y)

De forma similar a transformacao do segundo grau, o uso da transformacao cibica de coordenadas faz
com que o jacobiano dessa transformagao se anule no ponto singular.

Para aplicagao geral, TELLES (1987) destaca que quando o ponto de origem esta localizado fora do

eixo 7, a alguma distincia D dele, deve-se ser tomado como coordenada do ponto mais préximo de & sobre

o eixo 1] ; observe que esse ponto ¢ encontrado no espago real e nao depois que a transformagio ocorreu.

Além disso, como a distancia D nio esta presente na expressao (120), a mesma transformacao sera obtida para

qualquer distancia possivel. Esse comportamento indesejavel estd em nitido contraste com a auto-

adaptabilidade do procedimento em relagao a 77, ou seja, é facilmente visto que a medida que | 77 | aumenta,
ambas as transformagdes polinomiais tornam-se menos pronunciadas até degenerarem em 77 = ¥, quando

|7_7|—>oo

Recordando as condig¢des (115), vé-se que, como a integral agora é regular, ndo ha necessidade de impor

um valor nulo para o jacobiano em 77. Portanto, esta equagao pode ser escrita da seguinte maneira:

. _ (127)
J)= g =T

n

onde I éum parametro livre que pode ser escrito como func¢ao de D.

Nessa transformacao polinomial de terceiro grau, a partit de um conjunto de condi¢bes, busca-se
definir o jacobiano da transformagao para um valor minimo predeterminado no ponto no elemento mais
proximo ao ponto de campo. Esse valor minimo do Jacobiano é determinado através de uma andlise de
minimos quadrados (TELLES e OLIVEIRA, 1994), sem levar em consideracio a regra Quadratura de Gauss

especifica em uso. O efeito liquido da transformagao é o duster de pontos de Gauss em torno do ponto quase
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singular do elemento. Além disso, embora a transformagao tenha sido desenvolvida para ambos os elementos
de contorno uni e bidimensionais, a transformacao em si ¢ em termos de apenas uma coordenada local,

presumivelmente dentro de algum tipo de elemento (BALTZ, MAMMOLI e INGBER, 1999), seja, uni, bi ou

tridimensional.

Neste caso, a transformacao completa dependente de I é:

n=ay’+by*+cy+d

J=3ay’+2by+c

"
a=_"——
Q
o (128)
b:—3(1—r)}/
Q
_ _2
_r+3y
Q
d=-b
_2
Q=1+3y
onde
r=3lFa+ @+ o)+ 3la- @+ ph) s
1+2r
_3
1 (- ) 2 ]
g=—"— n(3—2r]—+—f7 .
2(1+2r) 2(1+2r) (129)

p=— T 4F(1— rj”{l_"zﬂ
3(1+2r)?
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A partir das expressoes acima, pode-se observar que, se 7= 1, a transformagao degeneraem 17 =7y, |

=1, ou seja, a transformacao de Telles coincide com a Quadratura de Gauss, como ilustrado pela Figura 40.

Elemento

x Pontos de Gauss

Pantos de Gauss reposicionados pela transformagao
#  Ponto Singular

r=1

[#]

of

*

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 02 0.4 0.6 08 1

Figura 40 — Ilustragdo do mapeamento de um elemento de contorno com r=1 cujos pontos de integragio da
transformacio de Telles coincidem com a Quadratura de Gauss.

Portanto, deve-se sempre manter 0<r<l.Nocasoder=0,a Figura 41 ilustra o reposicionamento

dos pontos de integragao.

Elemento

x Pontos de Gauss

O Pontos de Gauss reposicionados pela transformacao
#  Ponto Singular

r=0

et
| 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 ] )
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 [\ 0.6 08 - 1
T
—_ e - —
— _— - I —
’_,.,-f"_'-_'- _\_\_\_\_‘_‘—\-\_\_\_\_\q

1 | 1 | 1 1
\ 06 0.65 07 0.75 0.8 /

T Ampliacio /

Figura 41 — Ilustragdo do mapeamento de um elemento de contorno com r=1 cujos pontos de integragio da

transformagio de Telles coincidem com a Quadratura de Gauss.

Para definir uma relagao explicita entre 7 e D, a abordagem mais pratica parece encontrar um 7 para

um dado D que produz o erro minimo de integragao no sentido dos minimos quadrados. Essa otimizac¢ao
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pode ser realizada para integrandos de ordem — e —, pois esses dois tipos sio encontrados em aplica¢oes
r

r ré

. . . N 1 1 )
tridimensionais. No entanto, outros tipos de fun¢des, como In(— e — também podem ser testadas

(TELLES, 1987).

Assumindo-se um valor D fixo, para um determinado nimero de pontos de Gauss K e um 7

conhecido, o erro de integracdo pode ser definido como

N A (130)
(D, K=Y kw, |-1
k=1\ Ik

1
onde | = I 1—2d77 ¢ calculado analiticamente.
-r

A otimizagao deve ser particularmente eficaz para qualquer posi¢ao dentro da faixa mais sensivel de

n (sto é, |n|<1), pode-se escolher um certo numero L de valores discretos de 77 nesse intervalo e gerar a

funcio:

. L ) B 131
v(D,K,r)=>*(D,n,,K,r) o

1=1

As consideragoes a seguir sao feitas assumindo-se . = 5 ¢ 7;1 =0.1 77_2 = 0.3,...,77_5 =0.9.

Uma remogio pratica da dependéncia implicita no K particular empregado agora pode ser obtida
simplesmente somando » para um nimero suficientemente grande de valores diferentes de K. Dessa maneira,

uma funcao geral de erros ¢é criada no formato

_ N _ 132
v(D,r)=>v*(D,K,,r) (152
i=1

onde, no presente trabalho, N = 13 foi usado com K, sendo sequencialmente avaliado de 2 a 6 e, em seguida,

espacado aproximadamente até um maximo de 32 pontos de integracao. Agora, a otimizagao ¢ reduzida para
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encontrar o minimo de I com respeito a I' . Consequentemente

v (133)

o que significa que é preciso resolver a equagao

(134)

ii i W (=1, iiaaj_kl a;]fl'aril W =0

iz |kl k2l g Yo oy

A equacao (127) foi resolvida por um método do tipo regula-falsi para varios valores de D, comegando
de D = 0,05 (que é pequeno o suficiente para problemas praticos) até um valor alto. Os calculos foram

realizados para @ =1 e a = 2, e em todos os casos uma raiz foi encontrada dentro do intervalo esperado
0 <r <1 sem problemas de convergéncia. Os resultados sao mostrados na Figura 2, onde pode ser visto que

r—->1 como D, ou seja, o esquema agora se torna totalmente auto-adaptavel e a transformacio
desaparece a medida que o ponto de origem se afasta do elemento.

Para implementar o procedimento completo de transformacdo polinomial em codigos MEC
existentes, é necessario agora um exercicio simples de ajuste de curva, mas é desejavel ter a mesma
transformacao para as matrizes H e G para que elas possam ser calculadas dentro do mesmo /op de integracio
com um numero minimo de operagdes. TELLES (1987) cita as seguintes expressdes para um bom

funcionamento da transformagdo para ambas as matrizes em aplicativos tridimensionais:

r =0.85+0.24In(D), 0.05<D<13

(135)
r =0.893+0.0832In(D), 1.3<D<3.618
r=1 3.618<D

Algumas observagdes talvez sejam devidas agora; a fim de se beneficiar totalmente da otimizagao,

aparentemente ¢ necessario continuar calculando as distancias D entre & e cada um dos muitos caminhos de
integracao dimensionais 77;, 77, que estao espalhados pelo elemento. Ao fazer isso, é facilmente obtido um
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padrao curvo radiante das posi¢oes dos pontos de integracao, tipico de esquemas numéricos de quadratura

bem ajustados. Nesse caso, a transformagao em si varia dependendo da posi¢ao espacial real de cada ponto

de Gauss. Mas esse procedimento setia complicado, especialmente se |77, | € |77, | sio menos que a unidade.

Isso ocorre porque as distancias dos caminhos de integracdo 77, sdo ditadas pelas coordenadas 77, na outra

direcdo e vice-versa; assim, o problema se torna nao linear. Na pratica, no entanto, o erro total de integracao

¢ bastante dominado pelos caminhos de integragdo 77, e 77, mais proximos de &. Consequentemente, ¢é
aconselhavel calcular a distancia minima de & a superficie do elemento e manté-la constante para a integragao

completa. Essa alternativa foi testada em muitos problemas e a precisao foi encontrada de forma a nio se

deteriorar, a Gnica diferenca é que agora os pontos estao concentrados em seis padrdes de linhas retas. Além

disso, quando 7, ou 77, , ou ambos, tem um valor absoluto maior que um, pode ser complicado encontrar

seus valores reais, pois isso exigiria extrapolagao sobre a superficie do elemento. Nesse caso, testes
comparativos também indicaram que é possivel evitar a extrapolacao (ou seja, definir o respectivo valor como

+ 1 ou - 1) e compensa-lo tomando D como correspondente a distancia da borda do elemento. Portanto, para

a implementacio geral do presente esquema, basta identificar as coordenadas 77, e 77, do ponto mais préximo
localizado sobre o elemento e calcular sua distancia real do espaco R, a partir de & (essas operagoes ja estao

incluidas na maioria dos MEC cédigos para selecionar o numero de pontos de integracao). A distancia relativa

D a aplicar em cada diregdo ¢ entdo calculada pelas férmulas

D - 2R, (1306)
1
X(L,77,) —x(=1n,)
D2 — 2Rmin
x(m,,1) — X(771’_1)‘
onde o simbolo |. - .| significa a distancia entre dois pontos no espago real. As distribui¢Ges tipicas da estacao

Gauss 6 x 6 sobre um elemento quadrado sao apresentadas na Figura 3, onde o agrupamento de pontos
produzidos pela transformagao é claramente visto em comparagdo com a integracdo (Gaussiana padrio.
Observe que, 2 medida que o ponto de origem se afasta do elemento, a concentracdo se torna menos
pronunciada até que naturalmente desapareca e a quadratura padrao assuma o controle.

A partir da expressao (135), é observado que o agrupamento ¢é efetivo até um valor R,;, de cerca de 1,8
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da dimensio do elemento de referéncia. Portanto, como essa distancia esti bem fora da faixa usual de
subdivisao de elementos, o esquema também permite economias consideraveis em rela¢do aos elementos que
seriam integrados a Quadratura de Gauss simples, mas usando um grande nimero de pontos. A economia, é

claro, aumenta a medida que ¢ se aproxima do elemento (TELLES, 1987).

Meios eficientes de calcular integrais de elementos de contorno foram apresentados neste trabalho.
Enfase particular foi dada a uma nova transformagio coordenada baseada em uma relagio polinomial
completa de terceiro grau, que pode ser aplicada a integrais de elementos atualmente encontradas em
problemas bidimensionais e tridimensionais. Embora originalmente projetado para calcular integrais
unidimensionais com singularidades logaritmicas, o procedimento foi encontrado para funcionar igualmente
bem para integrais gerais de elementos quase singulares. Isso elimina a necessidade de subdivisio de elementos
com uma grande redugao geral no nimero de pontos de integracdo. A transformac¢io produz um efeito de
agrupamento nas posi¢ées do ponto de Gauss, movendo-as para o ponto de origem. Também apresenta uma
caracteristica auto-adaptativa importante que a torna inativa quando nao ¢ util (ou seja, para grandes distancias
entre a fonte e o elemento). Além disso, o esquema precisa apenas das coordenadas locais do ponto do
elemento localizadas na posi¢ao mais préxima do ponto de origem e da distancia minima da fonte ao elemento.
Esses parametros ja sao calculados na maioria dos cédigos MEC para selecionar o numero de estagdes Gauss.
Portanto, o procedimento é muito facil de implementar em qualquer pacote MEC existente.

Ainda sobre a transformagao de Telles, BALTZ, MAMMOLI e INGBER (1999) prop6e uma modifica¢ao
na transformacio, cujos autores apontam duas melhorias incrementais feitas em relagao a transformagao de
Telles. Na primeira, o valor pequeno ideal para o Jacobiano é determinado com base na distancia minima do
ponto campo até o elemento e na regra de quadratura especifica que esta sendo empregada, por exemplo, a
Quadratura de Gauss. Essa melhoria permite uma redu¢ao no numero de pontos Gauss, mantendo um nivel
de precisio desejado. Na segunda, a prépria transformagao é modificada para que os pontos de Gauss sejam
distribuidos mais uniformemente dentro do elemento, longe do ponto singular ou quase singular. Essas
melhorias incrementais sio comparadas por meio de comparagdes com integrais avaliadas semi-
analiticamente.

Essa segunda melhoria incremental normalmente diminuiu os erros em cerca de 25% em comparacao
com a transformagao Telles original, mas incorre no acréscimo de pequeno custo computacional.

BALTZ, MAMMOLI e INGBER (1999), citam, que TELLES e OLIVEIRA (1994) determinaram

valores de I' para distancias normalizadas, D, até 14. No entanto, quando I' se aproxima de 1, a transformagao
de Telles se aproxima do mapeamento de identidade (Figura 40) e verifica-se que, para D > 2.5, a quadratura
baseada na transformacao de Telles ¢ a Quadratura de Gauss regular sio de precisio comparavel. Portanto,

para D >2.5, a despesa adicional de computar a transformacio de Telles provavelmente nio vale o pequeno
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aumento na precisao, em outras palavras, a Quadratura de Gauss pode apresentar resultados com precisao.
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CAPITULO 4

4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PROBLEMAS TRANSIENTES

Nesse capitulo o Método dos Elementos de Contorno apresentado na se¢do anterior é acoplado ao Método de
Diferencas Finitas como uma aproximacdo para o termo potencial derivativo presente na Equacdo da Difusdo. Nos
exemplos a seguir sdo adotados os coeficientes fisicos envolvidos em cada problemas, bem como e suas respectivas

unidade de medida.

41 EQUAGAO DA DIFUSAO

A equagio da difusdo, (cuja unidade é °C.mm™) de acordo com GREENBERG (1998) ¢é dada por:

v2u(X t):iau(x,t) (137)
’ a ot

XeQ, X=(xy); t>0

De acordo com PETTRES (2014), a equacio integral basica do Método dos Elementos de Contorno

(138)
COUE ) =] u* (& X)a(X, b dr - [ g*(& X)u(X, tdr -
1 ouX,t)
ajﬂ—ét u* (& X)dQ
Na equagao

anterior verifica-se a presenc¢a de uma integral de dominio na qual ha um termo de derivada no tempo. Para

resolver essa integral, pode-se utilizar o Método de Diferencas Finitas, descrito a seguir.

4.1.1 Modelo numérico de avanco no tempo
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Acoplado ao MEC, o Método de Diferengas Finitas tem por finalidade obter a taxa de variagio de
uma grandeza, por exemplo entre dois instantes de tempo, sendo uma aproximagao para o valor da derivada
em determinado ponto quando At -0 (MORTON e MAYERS, 1994).

Desta forma, a derivada no tempo presente na equagao (65) é aproximada pelo quociente da variag¢ao

dos potenciais pelo intervalo de tempo correspondente, conforme a equagio (139).

ou(X,t) _u(X,t+At)—u(X,t) (139)
ot At

Substituindo (139) em (65) e agrupando-se convenientemente os termos, obtém-se:

(140)
C(E)U(E t+ Ab) =J'ru*(§, X)q(X,t+ At) dr—jrq*(g, X)u(X,t+At)dr -

1
m([Qu(x,HAt) u* (&, X)dQ—jQu(x,t) u* (&, X)dQ)

Usando a aproximacao de Diferencas Finitas a equagao original passa a ser uma equagao com solugao
obtida recursivamente em um numero 7 de passos de tempo At calculado a pattir do critério de estabilidade

(utilizado para o caso dependente do tempo) que relaciona At ao tamanho do elemento de contorno I'; e ao

coeficiente de difusividade térmica ¢ do material, que segundo WROBEL (1981) ap#d ONISHI, KUROKI e

TANAKA (1984) pode ser estimado da seguinte forma:

.2 (141)

cuja unidade é o segundo.

Utilizando notacao matricial, pode-se escrever a equagao (1506) da seguinte forma:

H® 0 c G*® . 1 Mcd 1 (142)
|:Hdc |:||:lljd:|m+1 = {Gdc:|[q ]m+1 - ;{Mdd:| E { [ud]m+1 _[ud]m}

Na equagao (142), H e G sio matrizes que resultam das integrais de contorno que contém

g* (&, X)u(x) e u*(& X)q(x), respectivamente, M resulta das integrais de dominio e I é a matriz
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identidade. O primeiro elemento de cada duplo superindice indica a localizagao do ponto fonte & e o segundo,
do ponto campo X , com ¢ indicando contorno e 4, dominio. Os subindices 7+7 e 7 indicam o tempo
t™ =(M+1)At ¢ t" =(m)At, onde At é o intervalo de tempo. Na formulacdo apresentada adotou-se At

constante, calculado a partir da equagao (141).

Agrupando os termos semelhantes da equagdo (142), obtém-se:

Hcc 1 Mcd (143)
aAt uc ~ Gcc [ c] 1 Mcd [ d]
1 d B dc " fmut dd u |y
Hdc I + Mdd u mal G OlA'[ M
a At

4.1.2 Implementacido computacional com o uso de células - Placa
A formulac¢ao do MEC foi aplicada inicialmente na solu¢ao de uma placa, dominio quadrado de aresta
unitaria (x =y = 1 mm). Nessa andlise, 20 elementos lineares de contorno e 200 células constantes de dominio
(como apresentado em 3.3.2) foram utilizados (Figura 42), sob as seguintes condi¢oes de contorno (144) e
iniciais (145):
u(X,t)=10°C X el (144)
que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno e fixa para todos os tempos e

Uy (X,t,)=0°C X eQ (145)

que corresponde a uma temperatura constante no dominio do problema apenas no inicio da propagagao do

calor.

84



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

et

I
T,

Figura 42 — Ilustragdo do modelo geométrico e discretizagido do contorno e dominio.

O intuito dessa analise foi verificar o desempenho da formulagao adotada a partir do MEC em relacido

ao resultado analitico, que segundo CARRER e a/. (2011) é dado pela equagao (146):

para 7 e n impares.

Os resultados obtidos para a igual a 0,05 mm®/s, 0,5 mm?*/s e 1,0 mm®/s, respectivamente, sio

apresentadas a seguir.
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Solucdes
L e e e T e e o RN e
upd2 /2 t), o=1
il ufx2 y21), =05
u(x/2y2 1), o=0.05
¥ MEC[2yi2t). o=1
MEC{/2,y/21), o = 0.5
QO MEC{x/2y/21), o = 0.05
©
Ely
&
T
=4
E
z
4
2
| | | | | |
1 2 3 4 5 6

tempo

Figura 43 — Comparagao entre a solugio analitica e o MEC no ponto central da placa quadrada.

Para as simulages realizadas, obteve-se R* igual a 0,9994, 0,9992 e 0,9991, para os casos em que &
teve como valor 0,05 mm®/s, 0,5 mm?®/s e 1,0 mm?/s, respectivamente, indicando grande correlagdo entre as
variaveis.

Na Figura 44 ¢ ilustrado o processo de difusao do calor ao longo do tempo para o dominio do

problema em instantes de tempo especificos para o caso em que a difusividade térmica (¢ ) ¢ igual a 1,0

mm?/s.
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Solugéo ao longo do tempo

t=0.0225 t=0.0375

ufx.y.1)

t=0.2975

t=0.0725

uixy )
ulxy b

05 05 05 05

Figura 44 — Solugido no dominio para diferentes tempos e & = 1,0 mm?/s.

A partir da Figura 44 ¢ possivel verificar a gradual elevagao da temperatura do dominio, sendo a maior
taxa de elevagao observada na regiao mais proxima do contorno. Resultados similares foram verificados para

os casos em a = 0,05 mm?’/se a = 0,5 mm?/s. A Figura 45 ilustra os resultados de dois casos testados

com sob diferentes condi¢des de contorno registradas na prépria imagem.
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Solugéo ao longo do tempo, t = 30.0586 q=10

ulx,y 1)

4

3
% q:O

Figura 45 — Solugdo no dominio para diferentes condi¢des de contorno ilustradas na prépria imagem com & =1,0
2/
mm?/s.

4.1.3 Implementacdo computacional com células — Placa com o uso do Método Quadratura de Gauss em
duas dimensdoes

Nessa abordagem, a integral de dominio que contém o termo potencial derivativo é calculada com o

uso de diferencas finitas e com o Método Quadratura de Gauss, que em duas dimensoes, ¢ aproximada por:
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1
aar Luox A ur@xy00- [ ko u @ xyan)

R pN(u(X,t+At)—u(X,t))u*(§,Xp)W(Xp)AQN - (147

'y

LC:NC pzlil(u(x,t+At)_u(x’t))%lr{ijw(xp)AQN

onde N¢ é o nimero de células, AQN ¢ a area de cada célula triangular, N é o numero de pontos de Gauss em
duas dimensdes, #(X}) sio os pesos de Gauss e I, =| & — X |. A Figura 46 ilustra a localizagio de uma célula

triangular e de alguns pontos e pesos de Gauss.

e :
A u‘(}fp)
0y

Fp =| o= Xp |
Figura 46 — Ilustragdo de uma célula genérica e localizagido dos pontos e pesos de Gauss em duas dimensdes.

Adotando um dominio quadrado de arestaigual a 2 (x = y = 2 mm), 40 elementos lineares de contorno,
328 células de dominio (Figura 47) e 1312 pontos de Gauss (Figura 48), sob as seguintes condi¢des de contorno

(148) e iniciais (149):
u(X,t)=10°C Xel (148)
que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno e fixa para todos os tempos e

U (X,t,)=0°C X eQ (149)
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que corresponde a uma temperatura constante no dominio do problema apenas no inicio da propagagao do

calor.

FJ.‘
0\ N L X
I T,

Figura 47 — Ilustragio do modelo geométrico e discretizagio do contorno e dominio.

0 L X

Figura 48 — Ilustragio do modelo geométrico, discretizagio e pontos de Gauss.

Adotando « igual a 1,0 mm?/s, na Figura 49 ilustra-se o resultado numérico dessa formulacio do

MEC para todas as células de dominio, o qual esta de acordo com o resultado analitico dado pela equagio

(146).
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Solugdo para todas as células

temperatura

| | 1 1 1 1 1 | | J
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0012 0014 0.016 0018 0.02
tempo

Figura 49 — Solugdo do MEC para todas as células de dominio quadrado.

A partir da Figura 49 ¢ possivel verificar a gradual elevagdo da temperatura do dominio, convergindo para o

valor imposto pelas condi¢io de contorno dadas pela equagio (148).

4.1.4 Implementacio computacional sem células — Placa com o uso do Método Monte Carlo

Nessa abordagem, a integral de dominio que contém o termo potencial derivativo é calculada com o

uso de diferengas finitas e o uso do Método Monte Carlo, que em duas dimensoes, é aproximada por:

1
E(LU(X,HM) u*(¢g, X)dQ—Lu(x,t) u* (&, X)dQ):

1 AQ p=N * _ (150)
EW ;(U(X,t+At) —U(X,t))u (§1 X p) -

1 A 1 1
_ u(X,t+At)—u(X,t))—In| —
aAt N ;( ( ) ~ul ))27r r,

onde A, ¢ a drea do dominio, N é o numero de pontos randoémicos patra integracio de Monte Catlo e
r,=a&—X, .
De forma similar aos casos anteriores, porém, desconsiderando o uso de células de dominio e

considerando apenas pontos randomico de amostragem no dominio, principio do Método Monte Catlo,

91



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

temos, para um dominio quadrado de aresta igual a 2 (x = y = 2 mm), 40 elementos lineares de contorno, 800
pontos randoémicos de dominio (Figura 50), sob as condigoes de contorno (148) e iniciais (149), os seguinte

resultados (Figura 51) obtidos para ¢ igual a 0,05 mm?*/s, 0,5 mm®/s e 1,0 mm*/s, respectivamente:

t~
*
*
*
*
*
*
[
*
*
*

e

e

4 # *
F i
i
e

e e L o e e e H—e—k

Figura 50 — Ilustragdo do modelo geométrico e pontos randémicos.

Solugdes

u(t 1) a=1
u(t 1}, a=05

u(1,1), 0.05

Vv MEC(11), a=1
MEG(1,1), a = 0.5

O MEG(1,1), a = 0.05

temperatura

e

Figura 51 — Comparagio entre a solugio analitica e o MEC no ponto central da placa quadrada.

Na Figura 51 ¢ ilustrado o processo de difusio do calor ao longo do tempo para o ponto central do

dominio do problema ao longo do tempo para diferentes valores de difusividade térmica (& ), em todos os

casos coincidindo com a solucao analitica.
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415 Implementacio computacional com o uso de células - Disco e andlise numérica

Nessa analise numérica, optou-se em analisar o modelo geométrico de um disco, ilustrado pela (Figura

52), sob as seguintes condigdes de contorno e iniciais:

u(X,t)=10°C X el (151)

que corresponde a uma temperatura constante ao longo de todo o contorno e fixa para todo o intervalo de

analise e

U, (X,t,)=0°C X eQ (152)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema no tempo inicial de analise.
A anilise numérica foi realizada a partir de 16 elementos lineares de contorno sendo utilizados 16
pontos para a Quadratura de Gauss no processo de integracao de tais elementos e 112 células triangulares
constantes de dominio.
A numeracao das células foi definida no sentido anti-horario tanto no sistema global composto por

elementos e células quanto no sistema local de cada célula definida pelas coordenadas de seus vértices (Figura

52).

Malha com 16 elementos lineares de contomno e 112 células triangulares de dominio

Elementos de contorno
Células triangulares

I
A 05 0 05 1

Figura 52 — Ilustragdo do modelo geométrico utilizado na implementagido computacional (mm).
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O intuito dessa analise foi verificar o desempenho da formulagiao desenvolvida a partir do MEC em

relacdo ao resultado analitico, que, em coordenadas polares, ¢ dado por GREENBERG (1998):

(153)

[~e}

urt) = o - 2430 JolhD) g
R = 4,J,(4.R)

onde Jy e J1sao fungdes de Bessel de primeira espécie de ordens zero e um, respectivamente. Os parametros
A, sdo as raizes positivas da equagio Jo(4,)=0 e nesse trabalho foram utilizadas as 100 primeiras em todas as

analises como aproximagao da solugdo analitica.

4.1.5.1 Resultados e validacao do modelo

Para verificar a significancia dos valores obtidos numericamente com o MEC, foi aplicado o método
estatistico de regressio linear sobre os resultados numéricos (MEC(0,t)) e analiticos (u(0,t)) até a
convergéncia dos mesmos, avaliados no centro do disco, sendo calculado o coeficiente de determinacio R*
(quadrado do coeficiente de Pearson). O valor de R* muito préximo da unidade indica uma forte relagio entre
as duas variaveis (MONTGOMERY e RUNGER, 2003). Estes resultados e a distribuicao dos valores de

temperatura sdo ilustrados pelas figuras a seguir.

Solugdes

MECD 0.1, =07
MECEO O, =10
MECDOY, =15
MEC{D 0.1, =3,
wny, a=07

wony, =10

w@ny, a=15
u@ng, a=30

0.1 0.z 03 0.4 05 0.6 07 08 0.3 1
tempo
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Figura 53 — Comparagio entre a solugao analitica e 0 MEC no ponto central do disco.

Para as simulagdes realizadas, obteve-se R” igual 2 0,99992, 0,99998, 0,99968 e 0,99686, para os casos
em que a teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 e 3,0 mm?®/s, respectivamente, indicando excelente correlagio entre
as variaveis.

Na Figura 54 ¢ ilustrado o processo de difusao do calor ao longo do tempo para o dominio do

problema em instantes de tempo especificos para o caso em que a difusividade térmica (¢ ) ¢ igual a 1,0

mm?/s.
Solugdes do MEC
10 10
84 e E——— g
P e
[ ]
. % - y ’
= y S t=0085 - B
= = t=0.15
= =
44 = 44
el G
0 1
1 ; g
0
14 s 0 =
¥ X
8
8 -
t=03 =
6 t=10
= 6
= —
£ =
S 44 =
=] 4 _
2
2~
0
1 0
0 0.5 1
0 0 05
e 05 A g A
¥ X 3 X

Figura 54 — Solugio no dominio para diferentes tempos e & = 1,0 mm?/s.

A partir da Figura 54 é possivel verificar a gradual elevagao da temperatura do dominio, sendo a maior
taxa de elevacio observada na regiao mais préxima do contorno. Resultados similares foram verificados para

os casosem que o = 0,7 mm*/s, « =1,5mm’/s e a = 3,0 mm?/s.
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42 EQUAGAO DA DIFUSAO COM TERMO NAO HOMOGENEO

A formulagao do MEC agora ¢ utilizada para solugdo da equagdo da difusao do calor em dois testes
complementares a partit do mesmo modelo geométrico em forma de disco. Esses testes consistem no
acoplamento de termos nio homogéneos na equagao diferencial da difusiao do calor. No primeiro teste acopla-
se um termo dissipativo (hu(X,t)) na equagio da difusio do calot, representando a presenca de uma fonte
irreversivel de calor. No segundo teste, a nao homogeneidade na equagio da difusdo do calor é devida ao
acoplamento de um termo constante igual a F(X,t) /£ na equagio, representando geracio interna de calor.
Em ambos os casos, a inclusio de tais termos ndo traz novos problemas envolvendo singularidades,

permitindo que as mesmas rotinas de integracao sejam utilizadas.

4.2.1 Equagio da Difusio com termo dissipativo

A equacio da difusdo com termo dissipativo (hu(X,t), cuja unidade ¢ °C.mm™) de acordo com ZILL

e CULLEN (2001) ¢ dada por:

154
Vzu(x,t)—hu(x,t):lw (154)
a ot

XeQ, X=(x,¥);h>0;t>0

A equagao integral basica do Método dos Elementos de Contorno é:

(155)
COUED =[ u*(&X)a(X,t) dr - g*(& X)u(X tydr -
- 1 ouXt) o
Lhu(x,t)u (&, X)dQ ajﬂ—ﬁt u* (& X)dQ

Utilizando o MDF e agrupando convenientemente os termos, obtém-se:
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(156)
COU(E t+AY) =] u*(£,X)q(X,t+At) dT' -
[La* (& X)u(X t+Adr— [ hu(X,t+At)u*(£,X)dQ -

1
E(Jo“(x’”m)“*(?’X)dQ‘LU(X,t)U*(é,X)dQ)

Assim, utilizando nota¢ao matricial, pode-se escrever a equagao (156) da seguinte forma:

He ollu® - G [qc] L Mcd uc N (157)
Hdc | ud m+1_ Gdc m-+1 Mdd ud .

e kel

al MY | At

Agrupando convenientemente os termos da equagao (157), tem-se:

_Hcc 1 h Mcd_ (158)
—+
a At u® G . 1 [M
1 d = G [q ]m+l+_At WEE [U ]m
He 14| —=+h [M% LY Jna ¢
i a At |

As condi¢oes de contorno e iniciais utilizadas nas simulacdes sao:
u(X,t)=0°C Xel (159)

que corresponde a uma temperatura constante ao longo de todo o contorno e fixa para todo o intervalo de

analise e

U, (X, t,)=1°C X eQ (160)

que corresponde a uma temperatura constante e unitaria no dominio do problema no tempo inicial de analise.

97



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O intuito dessa analise foi verificar o desempenho da formulagao do MEC com o uso de elementos

de contorno lineares e células de dominio em relagdao ao resultado analitico, que em coordenadas polares é

dado por ZILL e CULLEN (2001):

2 J(A,r 2 (161)
U(I’,t) :ze—htz 0( n ) efa At
1 AnJ1 (4, R)

4.21.1 Resultados

Procedendo da mesma forma como no caso anterior, tém-se os seguintes resultados para » = 1:

Solugdes

09

038
MEC( 0
MEC( 0
MEC{ D), a=15
MEC(0,1), =30
u@oy, =07

—— u@on, a=10
—— u@on, a=1 A
—— u@oy, =30

Lo=07

Lo=10
07—

0000

0B

04—

03

02+

01

tempo

Figura 55 — Comparagio entre a solugio analitica e 0o MEC no ponto central do disco.

Para as simulagdes realizadas, obteve-se R igual a 0,99788, 0,99988, 0,99949 e 0,99931, para os casos
em que a teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 e 3,0 mm?®/s, respectivamente, indicando excelente correlagio entre
as variaveis.

Na Figura 56 ¢ ilustrado o processo de difusio do calor ao longo do tempo para o dominio do
problema em instantes de tempo especificos para o caso em que a difusividade térmica (¢ ) ¢ igual a 1,0

mm?/s.
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Solugdes do MEC
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Figura 56 — Solugio no dominio para diferentes tempos contando com o termo dissipativo e & = 1,0 mm?/s.

A partir da Figura 56 é possivel verificar a gradual diminui¢do da temperatura do dominio, sendo
observado o resfriamento com maior velocidade na regiao mais exterior do disco, resultado da proximidade

da mesma ao contorno. Resultados similares foram verificados para os casos em que & = 0,7 mm?/s, @ =
1,5mm?*/se a = 3,0 mm?/s.

Ainda em relagao ao problema contendo o termo dissipativo, buscou-se determinar a influéncia do
coeficiente / no modelo matematico. Para tanto, testes subsequentes foram realizados adotando-se & = 1,0

mm?’/s e tomando os valores 0,05, 0,5, 1,5 e 5,0 para o coeficiente A. A Figura 57 apresenta a distribuicio de

temperatura para cada caso testado.
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Solugdes
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0s
tempo

Figura 57 — Comparagio entre a solugio analitica e o MEC no ponto central do disco para valor de / = 0,05 (azul), 0,5
(verde), 1,5 (vermelho) e 5,0 (ciano).

Obsetva-se na Figura 57 uma reducio (dissipacio) do calor a uma taxa maior para o caso em 4 = 5,0
(linha e circunferéncias em ciano), seguido por menores taxas para / = 1,5 (linha e circunferéncias em
vermelho), » = 0,5 (linha e circunferéncias em verde) e 4/ = 0,05 (linha e circunferéncias em azul),
respectivamente. Esses resultados indicam que para valores maiores de A, obtém-se maiores taxas de
dissipacao do calor mantendo-se & constante.

Comparando os resultados numéricos obtidos aos analiticos, obteve-se nessas simulacoes, R” igual a
0,99998, 0,99995, 0,99979 e 0,99852, para os casos em que / teve como valor 0,05, 0,5, 1,5 e 5,0,

respectivamente, indicando alto nivel de correla¢do entre as variaveis.

4.2.2 Equagio da Difusao com gera¢ao de calor

De acordo com WALL (2009) a equagdo da difusio com termo nio homogéneo igual a F(X,t) /4

(°C.mm™), representando a geracio interna de calor, é dada por:

162
V2(X.1) + F(X,1) ziau(x,t) (162)
Kk a ot
XeQ, X=(xY)
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onde £ ¢é a condutividade térmica cuja unidade ¢ W/mm°C.

A equacao integral basica do Método dos Elementos de Contorno é:

CEOUED =L urEX)ax ) ar- g* @ Xux par- 1
le%u*(g, X)dQ + %jﬂ U (& X)F(X 1) dO
Utilizando o MDF e agrupando convenientemente os termos, obtém-se:
(164)

C(&)u(é,t+At) :jru*(ﬁf,x)Q(X,tJrAt) dF—LQ*(f,X)U(X,tJrAt)dr_
1
EGQU(X,HN) U*(é,X)dQ—jQu(X,t) u*(g,x)dQ)Jr

%jﬁu*(g,X)F(x,HAt)dQ

Em notag¢do matricial, pode-se escrever a equagao (164) da seguinte forma:

HCC O LlC _ GCC [qc] _ (165)
Hdc | ud . - Gdc m+1
cd cd
| A bbbl 2
m+1

al M@ | At

Na equagio (165), F resulta da integral de dominio que contém a solugao fundamental ponderada pelo
termo de geracao de calor.

Agrupando os termos semelhantes da equagao (165), tem-se:

Hcc l Mcd (166)
a At {u} _ {G“}[qc] .\

ST VS (1T P ekl
o At

1 {M“‘_[ud] +1{F“‘}
dd m dd
alAt| M ] kK| F a
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As solugbes numéricas para o modelo matematico contendo geragao constante de calor foram obtidas

a partir das condi¢oes de contorno e iniciais dadas por:
u(X,t)=0°C Xel (167)

que corresponde a uma temperatura nula e constante ao longo de todo o contorno e fixa para todo o intervalo

de analise e

U, (X, t,)=0°C X e (168)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema no tempo inicial de analise.
O termo de geracio de calor ¢ definido da seguinte forma (fonte constante):

F(X,t) (169)

=10°C mm 2 XeQ, O<t<ow

que representa geracao constante de calor ao longo do tempo em todo o dominio. Pelas condi¢des impostas
em (167) e (168), a evolugao térmica do problema proposto depende da fonte geradora de calor (169).
A solugiao analitica do presente problema em coordenadas polares é dada por WALL (2009):

RZ_r2 2 $ Jolhn) o (170)

u(r,t) = - =
(.1 4s Rs & 2J,(4,R)

k
F(X,t)

onde S =

4221 Resultados

Procedendo da mesma forma como no caso anterior, tém-se os seguintes resultados:
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Solugdes
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Figura 58 — Comparagio entre a solugio analitica e o MEC no ponto central do disco.

Para as simulages realizadas, obteve-se R” igual 2 0,99991, 0,99981, 0,99962 e 0,99888 para os casos
em que & teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 e 3,0 mm®/s, respectivamente, indicando excelente correlagio entre
as variaveis.

Na Figura 59 ¢ apresentado o processo de difusao do calor ao longo do tempo para o dominio do

problema em instantes especificos de tempo, utilizando-se o valor 1,0 mm®/s para a difusividade térmica (o

).
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Solugdes do MEC

3 3
25 254
24 24
=154 =15
S )
= =
14 3
0.5
t=025 b5
04
1
0 o 05 1 2
=y 05
¥ X (5
3 3 )
254 25 1
. ! ‘ 05
= 15 =154
S =
= =
1 1 ) 0
0.5 ]
t=05 os
0.l 0. t=100
1 1
1
0 o 0s 0 N 1
5 05 P 05
¥ X ¥ X

Figura 59 — Solugio no dominio para diferentes tempos contando com o termo de geragdo de calore & =1,0 mm?/s.

A partir da Figura 59 é possivel verificar a gradual elevacao da temperatura das células de dominio,
apresentando maior taxa de elevagao na regiao central do disco, resultado do efeito do termo de geragao de
calor e da condi¢ao de contorno adotada, mantendo a regiao mais externa do disco sob temperaturas menores.
Resultados similares foram verificados para os casos em que @ = 0,7 mm*/s, @ = 1,5 mm®/se a = 3,0
mm?/s.

Em uma analise complementar, sob a mesma condi¢io de contorno e inicial, testou-se o modelo
numérico para o caso em que o termo de geragao de calor é negativo, assumindo a seguinte forma:

F(X,t) _ 71

” =_-10°C mm™2 XeQ, O<t<ow

Os resultados obtidos para esse caso sao simétricos em relagao ao eixo do tempo aos registrados no
caso do termo positivo de geragao de calor, estando o modelo numérico do MEC de acordo com a solugao

analitica do problema como mostra a Figura 60.
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Solugdes
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Figura 60 — Comparagio entre a solugio analitica e 0o MEC no ponto central do disco.

Os resultados obtidos para ambos os casos demonstram a versatilidade da formulagdo, dada a

simplicidade de inclusao de tais termos observada na montagem do sistema linear de equacdes.
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CAPITULO 5

5 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PROBLEMAS TRANSIENTES EM
MEIOS CONTINUOS NAO HOMOGENEOS

Nesse capitulo a formulagao do MEC desenvolvida é ampliada para a analise de meios continuos nao
homogéneos. Para tanto, o conceito de subregides setorialmente homogéneas é introduzido para simular um
problema de difusao com geracio interna de calor (equagdo (162)), cujo dominio é composto por um anel e
um disco concéntricos. As condi¢oes de compatibilidade, mesmo potencial e fluxo oposto na regiao de
contato, sao testadas confrontando os resultados numéricos aos analiticos em um caso onde ambas as
subregides apresentam a mesma difusividade térmica, validando a formulagao. Apos esse passo, a formulagao
do MEC ¢ utilizada para analise de problemas nos quais sao adotadas difusividades térmicas distintas para o

anel e disco, concentrando a geragao de calor em apenas uma determinada subregiao.

51 MODELO GEOMETRICO E DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

O modelo geométrico adotado na analise é um anel plano de raio R (mm) unitario cuja difusividade é

dada por ¢, contendo em seu intetior um disco de raio R /2 e difusividade «, (Figura 61).

Figura 61 — Ilustragdo do modelo geométrico de sub-regides.

A partir do modelo geométrico e baseando-se na equagao integral (164) chega-se a um sistema de

equagdes algébricas pela discretizagao do contorno em elementos lineares e do dominio em células constantes.

5.1.1 Discretizacio do problema

106



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Para a discretizacio do dominio e contorno do problema foram adotadas as mesmas técnicas

apresentadas nos capitulos anteriores. A Figura 62 ilustra o dominio € dividido em duas subregioes €, e

Q,.

. Malha com 112 tridngulos

ke
célula triangular
kg
3

I'. = elementos de contorno j

J
+ P =nos funcionais

£ 64 ridngulos no anel
£ 48 tridngulos no disco
elementos de contorno

Figura 62 — Discretizagiao do contorno e do dominio.

Na Figura 62 sao ilustrados os elementos de contorno em I e I',, com a geometria de I', coincidindo
com Iy, porém, com o sentido contritio representando a zona de contato entre as subregides Q, e Q,,
discretizadas com uso de células triangulares de dominio. E importante salientar que na zona de contato # ¢

igual para ambas subregides (condi¢ao de continuidade) e os valores de ¢ sao opostos (condi¢do de equilibrio).

52 NOTACAO MATRICIAL E SOLUCAO NUMERICA PARA O PROBLEMA

A partir da equagao (164), dos procedimentos utilizados para discretizagao do problema e do esquema
de montagem das matrizes para o caso de sub-regides descrito por BREBBIA e DOMINGUEZ (1989),

forma-se um sistema de equacOes da seguinte forma:
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H;
HE,
Hi

0

0

M pcd
M 11

HE,

HE,

HS
0
0

0
0
0

H3s

HZY

{lo - of L -

01 u; G
01l u3 G
o|lu!| =|G
0 u; 0
I flup | . | O
M
L
Mgt | {fus
o, At M
3,2
Mg

G, O

Gy, O

G5 0
0 G
0 G2

[T

1))+

(172)

m+1

Na formulagao apresentada nesse trabalho adotou-se At constante, definido a partir da equagao (141).

Agrupando os termos semelhantes da equagao (172), obtém-se:

G

G

Gl
0
0

cc
H 11
cc
H 21
dc
H 11

0

G
G2
Gy
0
0

cc

H1,2
cc

H2,2

dc
H1,2

0
G3a
G3i

4
d,
s

L Mmoo 0
o, At 7
Lme o 0
o, At 7
|+ MM 0 0
o At 7
1
O Hcc cd
3,3 062 At 3,2 i
0 HE 14— M
’ a, At |
M; M9
L me Mz
Mm% |u], +——| M
o, At " o, At .
m+1 M3,2 M3,2
M55 M35

m+1

(173)

m+1

Transladando as colunas das matrizes que contém coeficientes relacionados as incognitas do lado direito

para o esquerdo na equagao (173), tem-se:

108



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

i cc cc 1 cd cc ] (174)
H1,1 H1,2 aAtMl,l 0 0 _Gl,Z 0 _UC_
1 1
HE, HE, ——Mg 0 0 -Gy o0 |u
o, At e
1
H  HY |+a1At|v|fj 0 0 -Gy 0 |u| =
1
cc 1 cd cc Ug
0 0 0 H3’3 > AtM3’2 0 _Gs,s q;
2
dc 1 dd dc q°
0 0 0 Hy; 1+ M, 0 -G, |L T3 dma
i ’ o, At "
GiY My M; i
GE, .M e P
G o] r—c M (o] +—— met lug], +| F
o, At o o, At od o
0 Ms,z Ms,z Fss
o | ][Rl

Pelas condigbes de continuidade e equilibrio (compatibilidade), tem-se:

u; :u; (175)

qs; =-d;

A partir das equagdes de compatibilidade, pode-se montar um sistema de equagdes somando-se as

colunas de coeficientes relacionados as variaveis equivalentes no vetor de incégnitas:
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i cc cc 1 cd cc ] (1 76)
H1,1 H1,2 o AL M1,1 Gl,z 0
1
1 _ _
HE HE M5 GE 0 .
a, At C _ 4C
1 u2 - u3
HE RS s lomEoen o o | =
1
0 Hcc 0 _Gcc 1 cd q; :_qg
3,3 3,3 a, At 32 i Ug 1o
1
0 Hgfﬂ'3 0 —G;‘; I+a AtI\/Igd
L 2 _
G Mg M R
G2, o m |me Fi
dd d dd d dd
Gf,i I:qf]mﬂ + At Ml,l [ul ]m + At M1,1 [uz ]m + I:11
0 o M ¢ a, M o
32 32 33
dd dd dd
L 0 | _Mz,z_ _M2,2_ _|:2,2_m+l
As condigbes de contorno e iniciais para essa analise sao:
u(X,t)=0°cC X el (177)

que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno em todo o perfodo de analise e

uy(X,t,)=0°C XeQ (178)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema no instante inicial. O termo
de geracao de calor ¢ definido de acordo com Wall (2009) dado pela equagao (169) representando geragao

constante de calor ao longo do tempo em todo o dominio Q.

Com o intuito de verificar o desempenho da formulacio do MEC foram comparados os resultados
numéricos aos analiticos para o caso em que @, =, , que em coordenadas polares ¢ dado pela equagao (170)

(WALL, 2009).

110



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

5.3 RESULTADOS E VALIDACAO DO MODELO

Procedendo da forma indicada no item anterior, tém-se os seguintes resultados:

2 —
u(0.)
181 u(r/2.t)
u(7r/8,t)
16 o MEC@OL)
O MEC(r/2.t)
4 o MECTSY

08

06

04

0.2

Figura 63 — Comparagio entre a solugio analitica e 0 MEC em pontos do dominio com «&; = &, = 0,7 mm?/s.

uf0.t)
u(rf2.t)
u(7ris t)
MEC(0.t)
MEC(r/2.t)
MEC(7r/8.t)

400

b T

Figura 64 — Comparagio entre a solugio analitica e 0 MEC em pontos do dominio com &; = &, = 1mm?/s.
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uf0.t)
u(ri2 t)
u(7r/g.t)
2F o MEC(DY)
MEC(r/2.t)
W MEC(Tr/at

iy

0 0.1 0.2 03 04 05
Tempo

Figura 65 — Comparagio entre a solugio analitica e o MEC em pontos do dominio com ¢&; = &, = 1,5 mm?/s.

25

uf0.t)
u(rf2.t)
u(7r/8.t)

o MEC(.L)
MEC(r/2.t)
v MEC(Tr8.1)

0.1 0.2 0.3 04 0.5
Tempo

Figura 66 — Comparagio entre a solugio analitica e 0o MEC em pontos do dominio com &; = &, = 3 mm?/s.

A partir da Figura 63, Figura 64, Figura 65 e Figura 66, observa-se a influéncia do coeficiente de
difusividade térmica (&) na resposta de temperatura de cada caso testado, sendo verificada maior taxa de
elevacio da temperatura ao se utilizar valores crescentes para @ (0,7, 1, 1,5 e 3 mm®/s, respectivamente).
Ainda nas quatro Figuras apresentadas anteriormente, verifica-se que a solu¢io do MEC aproxima-se da
solugio analitica. Sendo obtido, em média, o valor 0,9993 para o coeficiente R* para os quatro casos testados,

o que comprova a eficiéncia do MEC e valida a formulag¢ao desenvolvida.

54 ANALISE DA DIFUSAO DO CALOR EM MEIOS CONTINUOS NAO HOMOGENEOS
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Apbs a validagio do modelo numérico e computacional, testes de difusdo do calor em meios nao

homogéneos foram realizados para diferentes valores de difusividade térmica de cada meio (combinagbes de

a, e a, para o anel e disco): @; = 0,7 mm*/se @, =3 mm’/s, &, = 1,5mm*/s e @, =3 mm’/s, @ =

a, =3mm’/se a;, =45 mm’*/se @, =3 mm’/s.

As seguintes condi¢bes de contorno e iniciais foram adotadas:

u(X,t)=0°C X el (179)

que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno I} em todo o periodo de anilise

c

u, (X,t,)=0°C X eQ (180)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema apenas no instante inicial.

Nessas simula¢ées o termo de geracao de calor foi definido apenas no dominio €2,, e de forma similar

ao caso anterior adotou-se geragido constante de calor em todo o periodo de analise sob a seguinte forma

(fonte constante):

FX.H (181)

=10°Cmm™ XeQ, O<t<w

5.4.1 Resultados do MEC para a andlise com subregioes

Os resultados obtidos sao ilustrados a seguir:
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Soluglies com o MEC

MEC(0.t)
MEC(2.1) (@) ¢=07ea,=3
MEC(7r/8.t)

g 00

Figura 67 — Resultados com 0 MEC parade &) = 0,7 mm?/s e a, = 3 mm?/s.

Solugdes com o MEC

o MEC(01)
O MEC(ri2.) (b) a=15e0,=3
v MEC(78.1)

Figura 68 — Resultados com o MEC parade & = 15 mm?/s e a, = 3 mm?/s.
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o MEC(0Y)
455 MEC(r/2.t)
Ll 7 MEC(TBY) (© o300s3
35f
u ir
250

Figura 69 — Resultados com o MEC para de &) = 3 mm?/s e a, = 3 mm?/s.

45 o MEC(01)
=T MEC(r/2.t)
4L ¥ MEC(Tn8Y)
(d) o=45e0,=3
35-
3 -
25+

Tempao

Figura 70 — Resultados com o MEC para de oy = 45 mm?/s e a, = 3 mm?/s.

A partir da Figura 67, Figura 68, Figura 69 e Figura 70, é possivel verificar a influéncia do material que

compde €2, na difusdo do calor gerado em €2, , sendo observada maior concentracao do calor nos casos em
que foram adotados @, = 0,7 mm’/s e @, = 3 mm®/s (a) e @, = 1,5 mm*’/s e @, = 3 mm’/s (b).
Temperaturas menores foram registradas para os casos em que foram adotados ¢, = @, =3 mm®/s (c) e @
=4,5mm’/se a, =3 mm®/s (d), respectivamente.

A razao da desigual elevagiao de temperatura esta relacionada a facilidade ou dificuldade que o calor

encontra ao se deslocar de €2, para Q,, encontrando menor resisténcia nos casos em que @, = ¢, , atingindo

menores temperaturas como ilustrado na Figura 71.
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Solugdes com o MEC

dt = 0.5
&1=D.?e&2=3
54
4.5 -
4 w,=15e0,=3
3.5
c 3
34 5
g
£ 25 g 4.5
= =
z o 4
£ =
= e 135
[
£
= 13
1 : 125
12
¥ * 15
1
w,=3ew,=3
! 2 05
3 . 0’.1:4.580’.2:3
€15
z " §1$
Z 204
5 205
= =
0s T 0.4
: =02
1

sy
sy

Figura 71 — Convergéncia dos resultados com o MEC para combinagdes de !} e (,.

Na Figura 71 obsetva-se nos dois primeiros casos (@, < &,) que o meio 2, age como uma barreira
isolante, concentrando o calor em €2, (onde ocorre a geragao de calor). Ja nos dois casos seguintes (@, = «,
) o resultado é oposto, isto é, €2, retira calor de €2, com maior facilidade por apresentar difusividade térmica

igual ou superior, difundindo o calor de Q, para o meio €);, cuja fronteira externa se encontra a uma

temperatura nula.
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CAPITULO 6

6 DIFUSAO-ADVECCAO DO CALOR EM MEIOS CONTINUOS

Neste capitulo apresenta-se o desenvolvimento e implementaciao da formulagio do MEC para a analise
do problema transiente de difusao-advec¢ao com o uso de uma solucio fundamental independente do tempo.
A formulagao toma por base os desenvolvimentos dos capitulos anteriores onde foram analisados os casos de
difusdo do calor e difusio sob gera¢do interna de calor.

A valida¢ao da formulagao foi realizada comparando os resultados numéricos a duas solugdes
analiticas conhecidas. Apos a validagao da formulacao, optou-se em analisar a distribuicao de temperaturas
em um dominio retangular no qual faz-se presente um obstaculo circular sob geracio de calor. Os
procedimentos ja validados para os casos de geracao de calor, sub-regides e difusio-advec¢ao foram

empregados.

6.1 MODELO MATEMATICO PARA O CASO DE DIFUSAO-ADVECCAO

ONISHI, KUROKI e TANAKA (1984) apresentam a equagao da difusdo-advecgao (182), a qual é

adotada como modelo matematico nesse estudo.

ou(X,t) 1_, (182)

— > =Vel|v(X)u(X,t)|+ —V-u(X,t

5 VOOUX D]+ ZVAu(X,0)

XeQ, X=(xY)
onde: Pe é o numero de Peclét, definido como:
183
Pe=|v|E (189
(04

V¢ o vetor velocidade (mm/s) de convec¢ao, B é o comprimento caractetistico (mm) e & ¢ o coeficiente de

difusividade.
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De acordo com SINGH e TANAKA (2000), a equagao (182) também pode ser utilizada em muitas
outras situagdes fisicas que envolvem o transporte de energia e/ou produtos quimicos.

Utilizando o Método dos Elementos de Contorno baseado em técnicas de residuos ponderados, a
formulacio para a equac¢ao da difusao-advecgao ¢é similar a formulagao para a equacio da difusio, exceto pela
inclusio de uma integral de dominio cujo integrando é composto por um termo cinético, V @ [V(X Ju(X ,t)]

, ponderado pela solucao fundamental. Assim, a equagao basica do MEC para a equagao da difusao-advec¢ao

é:

(184)
CEUED = [u* (& X)a(X,1) dr - [ a*(& X)u(X,Hdr+
_ Pejg%u*(é, X)d2—Pe[ Ve [u(X)u(X,h] u* (& X) 40
XeQ, X=(xY)
O termo V O[V(X)U(X ,t)] pode ser esctito como:
Ve[v(X)u(X,t)]=v(X)e Vu(X,t) +u(X,t)Vev(X) (185)

O primeiro termo do lado direito da equagao (185), representa o gradiente térmico, devido ao
transporte da massa fluida com velocidade V e o segundo termo representa a temperatura estabelecida pelo
gradiente de velocidade (variagio da velocidade com a posicao). Assim, a integral contendo

Ve [V(X Ju(X ,t)] assume a seguinte forma:

jgv-[v(X)u(x,t)]u*(g, X)szLV(X)OVu(X,t) u*(& X)dQ+

[ uX )V ev(X)u*(£,X)dQ (186)

onde
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ij(X)-vU(x,t) u*(& X)dQ =

187
=ijX(X)a“(a%t) u*(cf,X)o|Q+ijy(X)M u* (&, X)dQ 17
jQu(x,t)v-v(X)u*(g, X)dQ =
~ 5VX(X) . aVy(X) N (188)
—IQU(X,t)Tu (§,X)dQ+IQu(X,t)Tu (&, X)dQ

6.2 MODELO GEOMETRICO PARA O CASO DE DIFUSAO-ADVECCAO

Quanto ao modelo geométrico, foi analisado o caso de difusio de calor a partir de um dominio
retangular (4 x B, mm) como ilustra a Figura 72, sujeito a um escoamento laminar com o seguinte campo

analitico de velocidades:

=Cte (189)

Figura 72 — Modelo geométrico do problema de difusido-advecgio do calor.

Na Figura 72 tem-se a representagao do campo de velocidade cujo valor é constante e ndo nulo na

direcao do eixo x em todo o dominio.

Sabendo-se que o campo de velocidades ¢ constante na direcao x, ou seja, = 0 ¢ ————=0, as

integrais em (187) e (188) tornam-se:

(190)

—‘3“(a>f(’t) u* (£ X)dO

ij(X)-vU(x,t) u*(f,X)dQ:LvX(X)
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IQU(X,t)Vov(X) u*(& X)dQ =0 (191)

Integrando-se uma vez por partes o termo do lado direito da igualdade em (190), obtém-se:

au(X,t) (192)

[ 00 =22 ux (€, X) 4o =

1

1 1
v, | u(X,t) —In| = [n dI'+v, | u(X,t) —— dQ
XJ-r ( )27, (r] -Lz ( )Z;zrcos(e)

n

Na equacio (192), 8 representa o angulo entre o vetor re o versor X. A integral de contorno (em I”

), resultante da integragao por partes, é calculada com o uso de elementos lineares, sendo adotados os mesmos

procedimentos ja apresentados na equacao (111), isto é:

! 193
fuoc S parouf 2fSple slefs)

O resultado da integral em (193) produz coeficientes adicionais para a matriz H* em razao da incognita
potencial presente na formulagao.
6.2.1 Discretizacio do problema

A Figura 73 ilustra a discretizagao do problema em 48 elementos de contorno e 160 células triangulares

de dominio.

Iy
[}
=

[ -
i
1
1
1
1
1
1
|
|
|
1
1
1
i
|
1
|
|

S| T TR

o 4 4L

Figura 73 — Discretizagdo do contorno e do dominio.
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6.2.2 Notagao matricial e solu¢io numérica para o problema

A partir da equagao (184), forma-se um sistema de equagées que, em notagao matricial, é escrito da

He ol u® Gcc [q] (194)
H® 1)u’] | a

A el M[ IS

Na equagao (194) as matrizes V resultam das integrais de contorno e de dominio nas quais o termo de

seguinte forma:

velocidade se faz presente.

Agrupando-se os termos semelhantes da equagao (194), obtém-se:

195
Hcc+vcc 1 Mcd+vcd . ( )
a At u } _
NV y LBV | [T I
o At

S o .

6.3 RESULTADOS E VALIDACAO DO MODELO

6.3.1 'Teste 01

No primeiro teste, as solu¢des numéricas foram obtidas a partir das seguintes condi¢des de contorno:
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u(o,y,t)= ! exp{—ﬂ}oc

Jat+1 a (4t +1)
1 (—v, t)°
A y,t)= ———exp| - — 2~ |°C
HEA Y. 4t+lexp{ a(4t+1)} (196)

q(x,0,t) = 0 W / mm?

q(x, B,t)= 0 W /mm?

representando temperaturas # variaveis e decrescentes ao longo do tempo nas extremidades esquerda e direita

de Q, contando com fluxo nulo na regidao inferior e superior da placa. A condigio inicial é dada por:
_ 2 (197)
Uy (% ¥,10) = exp| = |oc
(04

que corresponde a uma temperatura variavel e nao nula ao longo do dominio do problema no instante inicial.

A solucio analitica do presente problema é dada por SART, GURARSLAN e ZEYTINOGLU (2010):

U(X t)— 1 ex _M %
I = e T e+

6.3.1.1 Resultados

Adotando ». = 0,001 mm/s e Pe calculado a partir da equagao (183), tém-se os seguintes resultados

para diferentes valores de @ (mm?/s):
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08

07 (a) w=07

06 o MEC(A/2.B/21). v=0,001

1 (AJ2.B/21), v=0.001

03F

0.2

0.1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 |
0 . [

tempo

Figura 74 — Comparagio entre a solugdo analitica e 0 MEC no ponto central da placa para ¢ = 0,7 mm?/s.

0.8

07 () e =10

06F o MEC{A/Z.B/2t). v=0.001
U (A/2.8/2t). v=0.001

04t

03f

02f

01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 . [

tempo

Figura 75 — Comparagio entre a solugio analitica e 0 MEC no ponto central da placa para & =1 mm?/s.

08
07 (€) a=15

06} o MEC{A/Z.B/2t). v=0.001

U (A/2.8/2t). v=0.001

03F

02F

0.1 1 L 1 L L L L 1 1 1
0 . T

tempo

Figura 76 — Comparagio entre a solugio analitica e 0 MEC no ponto central da placa para & = 1,5 mm?/s.
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0.7 (d) =30
06 o MECIA/2.B/2t). v=0.001
U (A/2.B/2.1), v=0,001
05F
U
04F
03
0zt
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 B 7 5 g 10

tempo

Figura 77 — Comparagio entre a solugio analitica e 0 MEC no ponto central da placa para & = 3 mm?/s.

Para as simulacdes realizadas, obteve-se R? igual a 0,99975, 0,99993, 0,99986 € 0,99979 pata os casos
em que @ teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 e 3,0 mm?/s, respectivamente, indicando alto nivel de correlagio entre
as variaveis. Observa-se nas Figuras 74, 75, 76 e 77, semelhanca entre uma analise e outra. Esse resultado
decorre do uso de valores relativamente proximos para os coeficientes de difusividade testados em tais analises
numéricas. Foram testados os casos nos quais os valores 10 mm?®/s e 100 mm®/s foram adotados para o
coeficiente de difusividade térmica, obtendo-se R* igual a 0,99495 e 0,99969 para cada um dos testes,
respectivamente.

Em nova analise, mantendo a difusividade unitaria e variando os valores de velocidade, obteve-se R*
igual a 0,99856, 0,99993 (citado anteriormente), 0,99968 e 0,99856 para os casos em que a velocidade 2«
assumiu os valores 0,0, 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s, respectivamente, validando a formulacio matemaética
desenvolvida.

Realizando uma analise comparativa entre as solu¢oes do MEC para as diferentes velocidades
empregadas anteriormente, observam-se infimas variagoes nas distribuicoes de temperatura a partir da Figura
29 (a). Esse fato decorre dos pequenos valores de velocidade. Ainda na continuagao da Figura 29, em (b), (c)
e (d) sdo ilustradas amplia¢oes de intervalos de tempo especificos da presente analise numérica, sendo possivel
observar com melhor distingao o efeito da velocidade no transporte de energia em cada caso testado, onde

verificam-se menores temperaturas ao longo do tempo ao adotar-se valores crescentes para a velocidade.
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08
. (@) —— MECIA/2B/2.t), v=0.000
: MEC{A/2 B2 ). v=0.001
—— MEC{A2B/2.t), v=0.005
06k —— MEC(A2B/21t) v=0.01

04t

03r

02r

01 1 1 1 1 I 1 1 1 1 |
0 : [

tempao

Figura 78 — Solugbes do MEC para a distribui¢do de temperatura de um ponto no centro da placa para & =1 mm?/s.

06F
(b) — MEC(A2B/2.t). v=0.000
0851 MEC{A/2 B/2 0.001
— MEC(AZB/2.t). v=0.005
_ — MEC{A/ZB/2t) v=0.01
05F
045 %
N
u
04
0351
03f T
1 1 1 1 1 —
1 15 2 25 3 35
tempo

Figura 79 — Ampliagio (b) das solugdes do MEC para a distribuigdo de temperatura de um ponto no centro da placa

para & =1 mm?/s.

0.23F (c) ——— MEC(A/2 B/2.t), v=0,000

MEC({A/2 B/2.t), v=0,001
— MEC(A2B/2.1) v=0.005
——— MEC{A/2.8/2.1), v=0.01

0.19
018 F
017 F
438 5 52 54 56 538 6 6.2
tempo

Figura 80 — Ampliagdo (c) das solugdes do MEC para a distribuigdo de temperatura de um ponto no centro da placa
para & =1 mm?/s.
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0189 (d) ——— MEC(AZB/2.1), v=0.000
MEC(A/2 Bi2.t), v=0,001

——— MEC{A/2B/2.1). v=0,005

——— MEC(A/2B/2.1). v=0,01

978 98 982 984 986 988 99 992 994 996 998
tempo

Figura 81 — Ampliag3o (d) das solugdes do MEC para a distribui¢ido de temperatura de um ponto no centro da placa
para & =1 mm?/s.

Como nessa analise a difusividade foi mantida constante, conclui-se que os resultados sio
influenciados pelo processo advectivo, tendo como base o caso exclusivo de difusio do calor onde a

velocidade € nula (linha em vermelho).

6.3.2 'Teste 02

No segundo teste foram obtidas a partir das seguintes condi¢bes de contorno:

u(o,y,t)=1°C

u(A,y,t)=0°C (199)
q(x,0,t) =0W /mm?

q(x,B,t)=0W /mm?

representando temperatura # constante e unitaria na aresta lateral esquerda, nula na aresta lateral direita e fluxo

¢ nulo na regido inferior e superior do dominio retangular €2. A condicio inicial é dada por:

u,(x, y,t,)=0°C (200)

que corresponde a uma temperatura nula em todo o dominio do problema no instante inicial.

A solugao analitica do presente problema é dada por DESILVA ez a/. (1998):
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: _ » 201
onde: u(x,y.0) _exp(Pex) exp(Pe)_zZ mxexp( Pex—ﬂnt)sin(nzx) (201)
1—exp (Pe) —= A 2

n

6.3.2.1 Resultados

Adotando @ =1 mm?/s, Pe calculado a partir da equagio (183) e ». = 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s, tém-

se os seguintes resultados:

051
0451
04

0351

03fF & MEC(A/2,B/2), v= 0001
u(A/2 B2)

02l R2=0.99847
015
01t

0.05F

0ck 1 1 1 1 1 1 1 L 1 )
0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1

tempo

Figura 82 — Comparagio entre a solugio analitica e MEC vy = 0,001 mm/s.

o MEC(A2,B/2), v= 0005
u(A2 BI2)

R2=0.99908

1 1 1 L 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1
tempo

Figura 83 — Comparagio entre a solugdo analitica e MEC v, = 0,005 mm/s
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O MEC(A2.B/2). v = 0.01
u(A/2.B/2)

R2=0_99589

gl 1 1 1 1 1 1 1 )
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1
tempo

Figura 84 — Comparagio entre a solugido analitica e MEC v, = 0,01 mm/s.

Para as simulagdes realizadas, obteve-se R* igual a 0,99847, 0,99908, e 0,99589 para os casos em que
vy foi igual a 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s, respectivamente, indicando excelente nivel de cotrelacio entre as
variaveis. Observa-se nas Figuras 38, 39 e 40, semelhanga entre uma analise e outra. Esse resultado decorre
do uso de valores relativamente proximos para as velocidades testadas em tais analises numéricas.

Com o intuito de verificar o efeito da velocidade no fenéomeno difusivo-advectivo do problema em
questao, a seguir sao ilustradas as distribui¢es de temperatura para os casos ja estudados em conjunto com a
solugdao puramente difusiva, na qual tem-se velocidade nula (linha em azul da Figura 85).

Na ampliagao setorial apresentada na Figura 85 ¢é possivel verificar o efeito da velocidade do processo
de transporte de energia: velocidades crescentes indicam maiores elevagdes de temperatura na diregao do
campo de velocidades, ou seja, maior dissipa¢ao da energia térmica introduzida no dominio devido a condigio

de contorno natural e unitaria, #(0,y,7) =1°C.
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05, r— 1
045} '
L_____ =y
04} 0.5r
035l 049}
0al y 048F
u 047F
0.25F
046}
02t , , , , , ,
— MEC(BI2A21) v =00 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
015+ ——— MEC(B/2.A72.t), v = 0.001 tempo
ol ——— MEC{B/2.A/2.t), v = 0.005
: ——— MEC(B/2.A/2.£), v = 0.01
005}
[] 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo

Figura 85 — Comparagao da solu¢io MEC para diferentes velocidades e ampliagdo de um intervalo especifico.

Ainda na ampliacao da Figura 85, verifica-se que as variagGes de temperatura entre uma analise e outra
demonstram que a taxa de energia térmica dissipada ¢ menor para os casos onde a velocidade advectiva ¢é

menor, atingindo temperaturas menores em um mesmo intervalo de tempo.

6.4 MODELO GEOMETRICO E MATEMATICO PARA O CASO DIFUSAO-ADVECCAO: PLACA
COM UM OBSTACULO SOB GERACAO DE CALOR

Os resultados obtidos até a se¢ao anterior demonstram o potencial da formula¢ao do MEC desenvolvida
nesse trabalho para analise numérica de problemas de difusio-advec¢ao. Baseando-se em tal afirmacao,
apresenta-se a seguir o estudo numérico de difusao-advec¢ao observado em um escoamento contendo um
obstaculo circular sob geracdo de calor. Tal escoamento ¢ uma aproximagao finita de um escoamento cujo
dominio ¢ infinito. Para tanto, a formulagao do MEC desenvolvida nesse trabalho é ampliada para o problema

citado e as solugoes obtidas sao apresentadas ao final da presente secio.

6.4.1 Escoamento ao redor de um obsticulo circular — campo de velocidades

Nesse estudo numérico optou-se em analisar o caso de difusdo de calor a partir de um obstaculo circular

(€2,), no qual ocorre geracio de calor (equacio (162)), sujeito a um escoamento laminar irrotacional em um

dominio retangular () como ilustra a Figura 86.
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¥
B=1

o ag —,

£y

|
0 A2 4=8 ¥

Figura 86 — Modelo geométrico do problema de difusdo do calor e difusdo-advecgio.

Quanto ao escoamento, ROGERS (1992) apresenta a equacao da continuidade para o caso laminar

citado, dada por:
ViD(X)=0 (202)

A equacao (202) representa uma func¢ao potencial escalar de velocidade e em uma regido irrotacional de

escoamento, o vetor velocidade V(X) pode ser expresso como o gradiente de tal fun¢io, dado por:
VO(X) = v(X) (203)

A partir do modelo geométrico ilustrado pela Figura 86, das equagdes (202) e (203) e adotando as
condig¢bes de contorno dadas pelas equagoes (204) e (205) (apresentadas a seguir e ilustradas pela Figura 87),
tem-se o seguinte campo de velocidades (equagao (200)):

Condig¢boes de contorno essenciais

_a0(X) _ (204)

L _00(X) _ 0 X <,

. cte :
OX

que representa uma velocidade constante ao longo da diregao do eixo x e nula na dire¢ao do eixo y no contorno

da placa ao longo do tempo.

Condic¢io de contorno natural

_ 0D(X) 0 X T (205)

A(X) n(X) 2
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que representa velocidade nula na dire¢ao normal ao contorno I,.

— o —

0 T Az A x
ID(X)
= = constante vo=

v?{
B i’ o

Figura 87 — Dominio do problema de escoamento fluido e condi¢des de contorno.

" A

O campo de velocidades em coordenadas polares com os versores 1 e J nas diregdes re 8 é dado

por (CENCEL e CIMBALA, 2007):

v(X) =19,i\+V} (206
As vatidveis & e v sdo dadas por:
2 207)
g(r,e):v{l_—R C°§(29)}
r
2 i 208)
r,0)= -, S0

onde R representa o raio do obstaculo circular (disco €2,).

6.4.2 Discretizacio do modelo geométrico e campo de velocidades

O dominio do problema foi discretizado em elementos de contorno e em células triangulares (Figura

88), no qual, 504 células estao presentes na regido 2, e 32 para a regido do disco Q,.
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0 Az
Figura 88 — Discretizagio do dominio do problema com destaque para a regiio onde ocotre o escoamento fluido ({2,

regidao em azul).

A Figura 89 ilustra o médulo do campo de velocidades para o escoamento no dominio do problema.

Bi2

X

Figura 89 — Campo vetorial de velocidades no dominio do problema de escoamento.

Os vetores adotados na Figura 89 representam a magnitude e a dire¢ao do fluido no dominio do
problema. E possivel observar o desvio do fluido para parte superior e inferior do dominio, devido a presenca
do disco no escoamento, agindo como um obstaculo e obrigando o fluido a desviar, tracando um caminho
com velocidades diferentes ao redor do disco.

Na Figura 90 ¢é apresentado, com o uso de uma escala de cores, o médulo do campo de velocidades

em mm/s.
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0.018
0.016
= 004

- 0.012

= oaos
Ql

5 0006
0.004

0.002

Figura 90 — M6dulo do campo de velocidade no dominio do problema de escoamento.

A Figura 90 representa o campo de velocidades do fluido ao passat ao redor do disco (dominio Q,).
As cores utilizadas representam a magnitude das velocidades, cores quentes, velocidades maiores. Neste caso
a cor verde corresponde a velocidade em regides distantes do disco, ou seja, velocidade de fluxo livre, da
esquerda para a direita.

A medida que o fluido se aproxima do disco, observa-se que os valores de velocidade come¢am a
diminuir na regiao equatorial, mudando para a cor azul. Nessa regiao esta localizado um ponto onde a
velocidade do fluido é nula, chamado de ponto de estagnacio (6 = 0) 2 montante do disco.

A velocidade ao longo da superficie do disco estd em uma dire¢ao tangencial, ou seja, paralelamente a
superficie do mesmo. Em razao disso, observa-se na Figura 90 que o fluido que passa pela parte supetior ou
inferior do disco, regiao dos polos, apresenta elevagao na magnitude da velocidade (mudanga para cor
vermelha), atingindo o dobro da velocidade de fluxo livre (valor maximo da equagio (206) para @ = 7 /2 ou
0=3r712).

Na jusante do disco observa-se novamente uma diminui¢ao na velocidade do fluido, atingindo um
segundo ponto de estagnac¢io no equador (6 = ). A partir desse ponto, o fluido a jusante comega a aumentar
sua velocidade, retornando gradualmente ao valor do fluxo livre em decorréncia do campo conservativo de
velocidades e ndo variavel no tempo.

Apbs ser definido o campo de velocidades do escoamento, o passo seguinte desse estudo foi a

determinagao da equagao basica do MEC para o caso difusivo-advectivo, a qual é apresentada a seguir.

6.4.3 Equacio basica do MEC para o caso difusivo-advectivo
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Sendo definido o campo de velocidades, a equagdo basica do MEC para o dominio €2, é dada por:
C(OU(S, 1) =| u*(&, X)q(X,t) dr —| g* (&, X)u(X,t)dl" -
(&) =[u*(€ X)arx.t) dr- [ g*(& X)u(x, 1 o)
ou(Xx,t) -
PejQTu (&, X)dQ - PeIQVo[v(X)u(X,t)]u (&, X)dQ
XeQ, X=(XY)

Assim, a integral contendo VO[V(X)U(X ,t)], na qual V(X)eVu(X,t)#0 e u(X,t)Vev(X) =0,

assume a forma da equagdo (1806), a saber (equacao(210)):

ij-[v(X)u(x,t)]u*(g,X)dgzjgv(X)-Vu(x,t) u* (&, X)dQ+

[ X,V ev(X) u*(£,X)dO 210)

Como o campo de velocidade é conhecido e admitindo-se que o comportamento térmico em cada

célula é constante, o calculo da primeira integral do lado direito de (210) toma a seguinte forma:

m 211)
IQV(X)oVu(X,t) u*(g,X)dQZZv(xd)jQ Vu(Xy,t) u*(& X,)do,
d=1 ¢
ou, em termos das componentes de velocidade em x e y:
V(X Vu(Xy,t) u*(é, X,)dQ, =
2V (X, VulXg ) u* (€ X,) o)

au(x t) OU(X t)

zv (X9, u* (& X,)dQ, +Zv (X, u*(& X,)dQ,

Integrando uma vez por partes as integrais do lado direito de (212) de acordo com a formulagao do

MEC, obtém-se:
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au(X t
Zv (X, 22 u*(6.X)dQ, =

1
Zv (X, )j u(XC,t)n—In( jdl“ +Zv (X, )j u(X, m dQ, o

ZV (X4 )_[ ﬁu(xd’t) u*(&, Xy)dQ, =

1

ZV (X, u(XC,t)n—In( ]dr +ZV (X 00X 05 G 4

onde 77 é a normal, 4 e ¢indicam dominio e contorno e 7 e 7, nimero de células e de elementos de contorno,
respectivamente.

Sabendo que o comportamento térmico em cada célula é constante e que no contorno admite-se

variacao linear, tem-se:

> (x)f, HEeL urex,) 00, -

n 1 1
;vx(xc)jrngln[rj[@ 4, dr{ }+Zv (X4 >“(Xd’)JTos(e)dQ“

(214)
>y, (x)f, Se ux X )ao, -

n 1
;vy(xc)jrﬂzln(?j[% ¢, dr{ 2}+Zv (Xu(x D), Tw) -

Baseando-se no fato de que o comportamento térmico em cada célula é constante, a segunda integral

do lado direito de (210) toma a seguinte forma:

m (215)
jQu(X,t)Vov(X) u*(&,X)d=>" u(X, ,t)_[g Vev(X,) u*(& X,)da,
d=1 d
em termos das componentes x € 2y da velocidade:
(216)

135



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

> (X O VeV(X,) U*(EX,) 00, =

>u(x, 0f, e )

(Xd) u* (& X,)dQy, +Zu(xd,t)j u*(& X,)dQ,

Adotando um procedimento analogo ao dado a equacio (212), obtém-se:

S u(x,0f, Pk urex,)de, -

1_ 40,
27 rcos(0)

Zu(xc,t)jv (X, )n—ln( jdl‘ +Zu(xd,t)j v, (X,
217)

Zu(xd,t)j u*(& X,)dQ, =

. 1
;u(xc,t)Lvy(Xc)ngln(ﬂdﬂ +;“(Xd O g i)

Dessa forma e a partir de tais aproximacoes, a integral do lado esquerdo de (210) é calculada como:

jgv-[v(X) u(X,)Ju* (£ X)dQ=

(218)

$ 1. (1
S Lt glor {u }+Zv R

n 1
S0 ndn sl S oue of e,

As integrais de contorno (em I') resultantes da integragao por partes sao calculadas com o uso de

elementos lineares, sendo adotados os mesmos procedimentos numéricos para o calculo da integral de

contorno apresentada pela equagao (111), porém, para incognita #.

Para calcular as integrais de dominio utiliza-se 0 mesmo procedimento citado nos capitulos anteriores,

baseando-se no uso células triangulares.

6.4.4 Nota¢io matricial e solu¢io numérica para o problema de difusio-advecgio

A partir da discretizagao da equagao (209) para o transporte de matéria, da equagao (164) para o disco
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(regiao onde ocorre geracao de calor) e dos métodos de integragao citados ao longo desse trabalho, forma-se

um sistema de equagoes que, em notagao matricial, é escrito da seguinte forma:

HE HS, 0 0 O]
H Hy, 0 0 0
HS HY 1 0 0
0 0 0 HY O
0 0 0 HY I
e
_alAt I\I\jidl {[ul ]m+1_[u
32
M2
Vi Vii
Vi Vos
- fo [uf ]m+l - Vlc,ilc
0 0
0 0

Na equagio anterior, Ved, Vde ¢ Vdd 530 matrizes resultantes das integrais de dominio e V<€, resultante das integrais de

contorno presentes na equagio (218).

Agrupando os termos semelhantes da equagio

(219), obtém-se:
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7] [~ cc cc
u]‘? Gl,l Gl,Z
cc cc
u; G 2,1 G 2,2
d _ dc dc
ul - Gl,l Gl,Z
c
U, 0 0
d
us dmy1 L 0 0
S
Ml,l
cd
M 2,1
] }_ 1 M
m 11
o, At M
3.2
dd
_M 22 -
cc | B ]
V1,2 O
cc
V2,2 c O
Vdc ul += 0
o UZ cd
0 F3,3
dd
0 ] F2,2 ]

0
0
0

Gss

dc
G 2,3 |

m+1

dy
q,
s

m+1

gl — gl j+

(219)



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

1
HYS + V5 HES + VS v M9+ Ve 0 0
1
1
HE+VE HE+VE, oMV 0 0
1
H{ + Vs HY + VS |+aAthj+v;’f 0 0 %
1
1
0 0 0 HS, <
’ o, At 7
1
0 0 0 HY, 1+ AtMgd
— y az
uel [eE GE 0 ] (220)
u; Gy, G3, 0 |la;
ul | =|G} G5 0 [la3| +
us 0 0 GH|a5] |
_ug m+1 L 0 0 Gg,c3_
M| M
LM M
+ M ud |+ M ug |+
ot M b it el
M3,2 M3,2
M5 | M35
Co
0
+% 0
Fss
F;g_mﬂ

Transladando as colunas das matrizes que contém incégnitas do lado direito para o esquerdo na

equacao (220), tem-se:
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1
HY + VS HES + VS M+ VST 0
o, At
1
H gcl + Vzccl H gcz + Vzccz ——M gdl + Vzci 0
o, At
Hfi + Vl(,jlc chz + Vlt,jg I+ Mfi + V1C,11d 0
o, At
0 0 0 H;Cs
0 0 0 H g°3
us -
u; Gri
ug G,
uj| = |Gg
us 0
d; | 0
_qg dm+1
My
M3
1 ' 1
M2 (g ], +
o, At o, At
M 32
M5 |
o
0
% 0
F3
deg Jdm+1

Jug], +

cc
_Gl,z

cc
_Gz,z

dc
_Gl,Z

cc
- Gs,s

dc
-G 2.3

(221)

Pelas condi¢oes de continuidade e equilibrio (compatibilidade) dadas pela equagao (175), pode-se

montar um sistema de equag¢des somando-se entre si as colunas que se relacionam com as varidveis

equivalentes no vetor de incégnitas presente na equagao (221):
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i cc cc cc cc 1 C Ci cc ]
H1,1 - V1,1 H1,2 - Vl,z M 1,(1 - Vl,;j Gl,z 0
o, At
cc cc cc cc l Ci C cc
H2,1 _V2,1 H2,2 _Vz,z Mzt,jl _Vz,cli Gz,z 0 (222)
o, At
HE-VE HE-VE 1+——M% -V G 0 |x
o, At
cc cc 1 Ci
0 H 33 0 -G 33 a, At 3,dz
1
0 HY 0 -Gy, 1+ tMgd
L 2 i
_ _ — d d _ _
uy G \b My 0
UZ =U§ G;(,:l 1 M;,dl 1 M;,d1 1 0
dd d dd d
uf = Gfi [Qf ]m+l + M, [ul ]m + M, [uz ]m +-=| 0
. . a At| a, At o k Fed
d, =-Q; 0 M;, M3, 33
dd dd dd
L ug dm+1 L 0 i _MZ,Z_ _M2,2_ _|:2,2_mJrl

As condigOes de contorno e iniciais para essa analise sao:

u(X,t)=0°C X el (223)

que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno em todo o perfodo de analise e
UO(X,IO)ZOOC Xe (224)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema no instante inicial.

O termo de gera¢ao de calor é definido no dominio €2, e apresenta a seguinte forma (fonte constante):

F(X.1) (225)

=10°Cmm™ XeQ, O<t<oo

representando geragao constante de calor ao longo do tempo apenas na regiao circular do dominio.

140



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

6.4.5 Resultados

Procedendo da mesma forma como nos caso anteriotes e adotando @, =0,7 mm?/s, &, =4,5 mm®/s

e 2. = 0,001 mm/s, tém-se os seguintes valores de temperatura para determinados pontos ao longo do dominio

(Figura 91):

BJ‘
A BfC D E\F G
B2 — — . — — — — -+ _—_ — — - - — —
QQ
Ql
1
0 A2 4 °*
Figura 91 — Ilustragdo da localizagdo dos pontos analisados.
F
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06
B
051
u
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0.3
0.2
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Figura 92 — Solugdes do MEC para as distribuigdes de temperatura nos pontos A, B, C, D, E, F e G do dominio.
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Figura 93 — Solugées do MEC para as distribui¢gdes de temperatura em pontos do disco sob geragio interna de calor.

Na Figura 92 so ilustradas as distribui¢cdes de temperatura de quatro pontos da placa, dois anteriores
(A e B) ao disco sob geracdo de calor e dois posteriores (F e G). Verifica-se que apesar da condigao de
contorno e da geometria utilizada apresentar simetria, os resultados de temperatura em pontos simétricos nao
0 s20. Isso ¢ devido ao transporte de energia térmica causado pelo escoamento, fazendo com que a distribuicao
de temperaturas dos pontos se dé de maneira desigual. Os menores valores de temperatura foram verificados
no ponto A em razao da condi¢ao de contorno na face esquerda do modelo geométrico onde origina-se o
escoamento. Analisando a temperatura dos pontos seguintes, observa-se que o ponto B atingiu menores
valores de temperatura em comparagao aos valores registrados no ponto F e, apesar da simetria, verifica-se
que o escoamento teve sua entropia elevada entre esses dois pontos. A razio desse fenomeno deve-se ao
movimento de massa na chegada a fonte de calor, ao longo do contorno da fonte até a saida, recebendo
energia da fonte e, em seu curso, reduzindo gradualmente seus valores em dire¢ao a face direita da placa,
atingindo uma menor distribui¢ao de temperaturas como ilustra a linha do ponto G.

Desigual distribuicao de temperaturas também ¢é observada na Figura 93 que refere-se ao
comportamento térmico no interior da fonte de calor (disco), onde registraram-se as maiores temperaturas no
centro do disco, ponto D, ponto geometricamente mais afastado dos efeitos do escoamento, e, de forma
semelhante a analise da placa, os valores de temperatura registrados na regiao de chegada do escoamento,
ponto C, sio menores do que os observados na regiao de saida, ponto E, comprovando o efeito do transporte

de energia.
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Em uma analise complementar, foram comparados os valores de temperatura no centro do disco,
ponto D, ao utilizar os valores de velocidade iguais a 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s. Os resultados dessa analise

sao ilustrados na Figura 94.

-
[
120 134
132
13
1 —
128}
u 126
124]
081
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u 12}
118 . . . . .
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——MEC{D 1), v=0.01
04
02
0 | | | | 1 |
02 04 06 0.8 1 12
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Figura 94 — Solugées do MEC para as distribui¢gdes de temperatura no centro do disco para diferentes valores de
velocidades do escoamento.

Na Figura 94 é possivel observar o efeito da velocidade do escoamento na distribui¢ao de temperatura
no centro da fonte de calor, sendo registradas menores temperaturas ao adotar-se valores crescentes para a
mesma. Esses resultados comprovam o efeito do transporte de energia e indicam uma maior taxa de dissipac¢ao

do calor com o aumento da velocidade do escoamento.

143



UM CURSO INTRODUTORIO AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

CAPITULO 7

7 CONSIDERACOES DO AUTOR

Os resultados obtidos para os inimeros problemas propostos tornam evidente o potencial do uso do
Método dos Elementos de Contorno, mostrando-se versatil ao atuar em conjunto com o método de
Diferencas Finitas e com o emprego da solucio fundamental independente do tempo para analise de
problemas transientes.

Destacam-se também, a simplicidade na inser¢ao de termos nao homogéneos na formulagao do MEC
apresentada nesse material e também a eficiéncia da mesma ao apontar solugdes numéricas para problemas
especificos de difusdo, inclusive para a analise de meios continuos com o uso de sub-regioes.

Apbs a validagao da formulacio do MEC para problemas de difusao do calor em meios homogéneos
e ndo homogéneos, foi apresentada uma analise detalhada do problema de difusao-advecgao a partir de uma
placa, inclusive com a inser¢do de um obstaculo sélido sob geragdo de calor, cujos os resultados numéricos
demonstraram o efeito da velocidade do escoamento dissipac¢ao do calor.

Em uma analise complementar, os resultados obtidos com o modelo numérico revelaram o efeito da
velocidade do escoamento na distribui¢ao de temperatura na regiao de geragao de calor, sendo registradas
menores temperaturas ao se adotar valores crescentes para a velocidade, demonstrando novamente o efeito
advectivo.

Esse efeito advectivo chamou em muito a aten¢ao do autor, que atualmente trabalha nesse problema

e no Volume 2 dessa produgao.
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APENDICE

A Solugiao Fundamental do operador Laplaciado em duas dimensoes

Considere a equag¢ao de Laplace duas dimensoes:

226
o’u  o*u (220

8x2+8y2 0 em Q

Supondo que a solugdo da equagiao anterior ¢ a solucao fundamental para o operador adjunto

Laplaciano, representada por U=U*(&, X) , é a solugio do problema:

Vau* = -0(&, X) (227)
em coordenadas cartesianas
(228)
o’u* o’u*
ox2 + ayz =-0(£-X%¢-Y)

transformando em coordenadas polares

_1a| ou*| 1d%u*

Viu* — |+ 5=
ror or r- oo

=—-06(¢,X) (229)

e &=(¢,, éy), X =(xY), I’=|X —§| e I‘=\/(X—cfx)2 +(y—§y)2 como ilustra a Figura 95.
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}?

=>

Figura 95 — Esquema do Laplaciano em coordenadas polares.

A Solugio Fundamental ¢é circularmente simétrica. Logo, para 7>0— J(&, X) =0. Assim,

10| Oou* 1 0%u*
——|r— |+ —=0 (230)
ror or r oo

Devido a simetria circular, a equagio anterior fica:

10| ou*
—

~—~ |=0 231
ror or 3D

e pode ser resolvida com integracao unidimensional considerando o dominio isotrépico

* * *
1o raL dr:j 0dr; raL:A; aLdr: édr (232)
Qror| or Q or o or Qr
Portanto, a solugdo da equacao é homogénea
u*=Aln(r)+B (233)

Para determinar os valores constantes 4 e B, sera utilizada a propriedade de amostragem da funcao Delata de
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Dirac:

IQVZu*dQ:IQ_g(é:,X)dQZ— (234)

Aplicando o teorema da divergéncia (Green-Gauss) a integral de dominio sera transformada em uma integral

de contorno:

j V2Uu*dQ = j—dr_ 239

Define-se a seguir, um dominio circular €, de raio 7, a0 redor de &, conforme mostra a Figura a seguir:

Figura 96 — Ilustragio do dominio () ao redor de &.

ou* A > 5

=—,como I e N possuem a mesma dire¢ao, pode-se escrever:
or r

A partir da equagao

(236)
[ veurda - j—dr LIS (Ll j—rdez—l
r or ) or 5
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Assim, A= —2— , portanto, a Solu¢ao Fundamental é:
V4

u*(g,X):-%ln(mB 37

onde I = |X - §| ¢ a distancia entre X e £ e B é uma constante.
A sua derivada em relagdo a diregao normal ao contorno ¢ denotada por g* e calculada como:

_ou*dr 1 dr (238)

* ,X — = _
9% X) or dn 27r dn
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Quadratura de Gauss

Determinadas integrais presentes na formulagio do MEC apresentam singularidades quando
resolvidas analiticamente, porém, a integral ainda existe. Esse fato sugere o uso de técnicas de integracao
numérica, comumente designadas por quadratura. Entre os métodos mais empregados esta a Quadratura de
Gauss, que, de acordo com Hunter (2001) ¢ um método relativamente simples de implementar e que pode
apresentar grande precisao utilizando-se de um nimero suficiente de pontos de amostragem ou também
chamados pontos Gauss para avaliar tais integrais.

A Quadratura de Gauss consiste em avaliar o integrando por intermédio do somatério de avaliagdes
da fungdo a ser integrada em determinados locais, multiplicando-se estes valores por determinados

coeficientes de ponderacio (eq. (239)).

[W (0t (x)dx = N24wj F(x,) 239
j=0

A funcio de ponderagio IW(x) pode ser escolhida para remover singularidades integraveis (PRESS,
2007). Em outras palavras, ¢ possivel encontrar um conjunto de pesos u; e abscissas x; tais que a
aproximacao da funcio integrada f{x;) convirja para a solugdo desejada de acordo com a precisao requerida,
ou ainda exata, tomando-se um numero N de pontos de Gauss tendendo ao infinito.

Nesse método, ainda ¢ possivel incorporar esquemas de integracao adaptativa e continuar a adicionar
mais pontos de quadratura até alguma estimativa de erro suficientemente pequena, ou também para subdividir

o elemento corrente em dois ou mais elementos menores e avaliar a integral sobre cada um.
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Valor Principal de Cauchy

O Valor Principal de Cauchy é um método para atribuir valores a integrais improprios que seriam
convencionalmente indefinidos em fun¢ao de problemas de singularidades no integrando. Assim, o Valor

Principal de Cauchy ¢é definido da seguinte forma:

tim| [ 09 [ 1000 o

onde 4 é um ponto em que o comportamento da funcdo /¢ tal que:

[ (xdx = 200 (241)
para qualquera < be

[ f (x)dx = Foo (242)
para qualquer ¢ > / ou o nimero finito

i [, 0| o
onde

[" f(x)dx=50 (244)
c

[ £ (0dx = Foo (249)
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Um exemplo ¢ o calculo da seguinte integral indefinida:

J«l dx (240)

Tomando os seguintes limites, temos dois resultados diferentes:

_a 247

IimD %Jrjl%}:o 4
a—0| J-1 ¥ a X

_a 248

IimD %+r%}:—ln2 9
a—0| J-1 ¥ 2a X

O segundo limite ¢ o Valor Principal de Canchy ilustrado pela Figura 97.

fix)

1 05 a 0 2a 0. 1"

Figura 97 — Integragio entre no intervalo [-1 1] no sentido de Valor Principal de Cauchy.
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