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PREFACIO

Esse material foi desenvolvido com o intuito de apresentar de forma introdutéria o
Método dos Elementos de Contorno para resolu¢do numérica de problemas potenciais em duas e
trés dimensdes. Exemplos resolvidos e discutidos apresentam-se como notas de aulas sequenciais
e orienta-se ao Leitor que experimenta o Método pela primeira vez, que passe para a proxima
secdo apos reproduzi-los e compreendé-los e que dedique um pouco de tempo para leitura do
Volume 1 (PETTRES, 2020) desta obra, disponivel no link: Volume 1. Para o Leitor com
conhecimento prévio sobre 0 Método, sugere-se que avance para a se¢ao de interesse. Sugestoes,
revisdes, criticas e corre¢des sao sempre boas oportunidades para melhor o material. Para isso,
deixo 0 meu contato pettres@ufpr.br, que também servira para o compartilhamento de rotinas
computacionais.

O Autor


https://docs.ufpr.br/~pettres/EXATAS/MEC/MEC2021.pdf
mailto:pettres@ufpr.br
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1 INTRODUCAO

A Equagéo de Laplace

A Equacdo de Laplace® (LAPLACE, 1846) é uma equacdo diferencial eliptica muito
utilizada para representar matematicamente diversos problemas em diferentes campos das
ciéncias, entre eles, problemas como torcdo de barras de Saint Venant (prismaticas), deflexdo de
membranas elasticas, flexdo de placas apoiadas, transferéncia de calor, escoamento de fluidos
ideais, escoamento em meios porosos, eletromagnetismo e gravitacdo, por exemplo. Esta equacdo
descreve a distribuicdo estacionaria de um campo escalar em um dominio, como exemplos, a
distribuicdo de temperatura, de pressao, de potencial elétrico ou de outra grandeza fisica que nao
varia com o tempo.

Em um sentido geométrico, a Equacdo de Laplace pode descrever o estado de equilibrio
de um sistema fisico. O significado fisico da Equacédo de Laplace pode ser considerado como a
propagacdo das condicdes de contorno impostas na superficie para o volume de um dominio,
mesmo ndo havendo fontes ou cargas explicitamente identificadas. Por exemplo, em eletrostética,
esta equacdo descreve o0 campo potencial na auséncia de cargas, sugerindo que o potencial é
suave e continuo.

Em problemas matematicos decorrentes de situacOes fisicas, ha duas consideracGes
envolvidas ao encontrar uma solugdo: (1) a solucdo e suas derivadas devem satisfazer uma
equacdo diferencial, que descreve como a quantidade se comporta dentro do dominio; e (2) a
solucdo e suas derivadas devem satisfazer outras condi¢cdes auxiliares, descrevendo a influéncia
de fora do dominio (valores de contorno).

A relacdo entre fisica e a solu¢gdo numérica é importante aqui, porque nem sempre é
possivel obter uma solucdo de uma equacdo diferencial satisfazendo condi¢des escolhidas
arbitrariamente, no entanto, se o problema representa uma situacdo fisica real, geralmente é

possivel provar que uma solucéo existe, mesmo que ela ndo possa ser explicitamente encontrada.

2 A equagcdo foi descoberta pelo matematico e astronomo francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827), autor de Traité de mécanique
céleste (1-5).
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A variavel presente na Equacdo de Laplace (equagdo (2) em duas dimensdes ou equacgao
(34) em trés dimensdes), aqui inicialmente chamada de u, e, como um exemplo simbdlico
representando uma altura ou altitude de cada posi¢cdo em um relevo, tem seu valor maior quando
se é medida no alto de uma colina, por outro lado, tem um valor menor em um vale. O operador
diferencial de segunda ordem (Nabla) da variavel u, € um conjunto de operac¢des coletivamente
chamado de Laplaciano, que mede o equilibrio entre os valores crescentes e decrescentes de u
(alturas ou altitude) ao longo do relevo. Estando no ponto mais alto de uma colina, ndo importa
em que direcdo escolha se mover, sempre encontrard um caminho de descida, que
matematicamente é representado por um valor de Laplaciano negativo. De forma oposta, estando
no ponto mais baixo do vale, s6 resta 0 movimento de subida, o que implica em um valor positivo
para o Laplaciano. Em algum lugar entre esses dois movimentos, haverd um lugar onde um passo
pode leva-lo para cima tanto quanto para baixo, cujo equivalente seria mover-se em um caminho
em forma de curva de nivel, estando subida e descida perfeitamente equilibrados, revelando um
Laplaciano nulo (COLE, 2016).

A equacdo deve ser integrada para revelar o equilibrio e a dependéncia simultanea das
variaveis x e u(x), caso unidimensional, x e y e u(x,y), caso bidimensional ou x, y e z, cujas taxas
de variacdo de quantidades continuamente variaveis a partir da solucdo para u(x, y, z), sob
condicdes especificas de contorno. A solugdo de uma equacéo diferencial produz uma fungéo que
pode ser usada para prever o comportamento do sistema original dentro de certas restrigdes.

Para a analise de meios continuos ndo homogéneos, é possivel a aplicacdo de uma técnica
baseada em sub-regides setorialmente homogéneas, cujo dominio é subdividido em sub-dominios
homogéneos e o acoplamento de suas interfaces é administrado com a aplicacao de condicGes de
compatibilidade, mesmo potencial e fluxo oposto na regido de contato.

Atualmente, devido a maior abrangéncia, as solu¢bes da Equacao de Laplace por meio de
métodos analiticos tém dado lugar as solugdes aproximadas, obtidas através do uso de métodos
numéricos, que oferecem a possibilidade de solucionar problemas complexos em tempo reduzido,
pois seus calculos sdo feitos computacionalmente. Estdo entre os métodos numéricos mais
utilizados: o Método dos Elementos de Contorno (MEC) (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989), o
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Método dos Elementos Finitos (MEF) (REDDY, 2005) e o Método das Diferencas Finitas (MDF)
(LEVEQUE, 2007).

Neste trabalho, a solucéo para u(x, y) e u(x, y, z) foram obtida numericamente aplicado-se
0 Método dos Elementos de Contorno a Equacédo de Laplace, MEC-2D e MEC-3D, substituindo a
solugédo da equacédo diferencial parcial por um sistema de equacgdes simultaneas, cada uma das
quais de primeira ordem, de modo que, técnicas de &lgebra linear possam ser aplicadas. A
formulacdo desenvolvida requer uma infraestrutura matematica que pode ser implementada
computacionalmente sem grande dificuldade, cujas alteracfes nas condi¢fes de contorno podem
ser rapidamente computadas reposicionando-se linhas e colunas nas matrizes do sistema de
equacoes.

Os resultados do MEC-2D com sub-regides e MEC-3D sdo comparados aos resultados
analiticos de problemas simplificados, cujos detalhes da formulacdo desenvolvida e dos
problemas testados séo apresentados a seguir, além de serem apresentados e discutidos problemas

de engenharia resolvidos com o uso do MEC.
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2 EQUACAO DE LAPLACE EM DUAS DIMENSOES: MEC - 2D E O USO DE SUB-
REGIOES

O Meétodo dos Elementos de Contorno aplicado a um meio homogéneo transforma a
equacédo diferencial que rege o fendmeno numa equacédo integral de contorno. A discretizacao
geomeétrica e as aproximacdes funcionais séo feitas apenas no contorno da regido, ao contrério do
que ocorre nos métodos de dominio onde todo o dominio deve ser discretizado (mesmo quando o
meio € homogéneo). No caso de regibes compostas de sub-regiGes homogéneas, aplica-se o0
método dos elementos de contorno a cada sub-regido homogénea impondo condicbes de
compatibilidade entre as diversas sub-regides nas interfaces (mesmo potencial e fluxos normais
opostos) (JESUS e PEREIRA, 2004).

Este trabalho inicia-se com a apresentacdo e resolucdo de um problema baseado na
Eequacdo de Laplace bidimensional, cujo dominio pode ser composto por dois materiais
distintos, e cada sub-dominio passa a figurar com um meio setorialmente homogéneos, fazendo
uso da técnica das sub-regides com elementos lineares de contorno.

O problema é organizado reposicionando linhas e colunas das matrizes H e G diretamente
nas matrizes A _esquerda ou B_direita do sistema de equacdes, nesse Ultima, acumulados no
vetor de termos independentes.

Seja um problema descrito pela equacéo:

A_esqx = B_diry (1)

onde x é o vetor de incognitas e y 0 € o vetor com as condi¢cdes de contorno.

Assim, considere a Equacao de Laplace, que em duas dimensoes é:

)

Pu o

WJrayz 0 em Q



com as condigdes de contorno essenciais (3) e naturais (4), respectivamente:

u=u em T

a2
on d

onde I'=I,, Y I;, como ilustra a Figura 1.

Figura 1 — llustragdo genérica de um dominio e seu contorno.

Fonte: O Autor (2025).

(3)

(4)
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Para a Equacdo de Laplace, a equacdo integral basica do Método dos Elementos de

Contorno é:
COu@) =] u*(& X)a(X) dr [ g*(£ X)u(X)dr

onde a expressao de u* (&, X) é:

(5)
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(6)
U*(E X) =iln(1j
2 \r
onde r =|X —¢&| é a distancia entre X e & (GREENBERG, 1971) e a sua derivada em relagio a
direcdo normal ao contorno é denotada por g* e calculada como:
_ou*dr 1 dr (7)

* ’X - - -__ - -
976, %) or dn 27zr dn

O termo C(&) é designado por coeficiente de forma, dado por:

0,se£eQ (8)
C)= % se £ é ponto de contorno suave (6 = r)

1seleQ

2.1 UM PROBLEMA COM A APLICACAO DE ELEMENTOS LINEARES DE
CONTORNO

o°u o’u
+— =0, com 0<x <Le0O<y <L, onde

ox> oy
(x,y)eQ,, e L<X, <2L e0<y, <L, onde (X,,Y,)€Q,, com L=1, sob as

a) Para a Equacdo de Laplace,

condicdes de contorno G(X0)=0  u2y)=2, q(x1)=0, u@y)=1 e com os
coeficientes de condutividade K, =2 e k, =1, apresente soluges para as incognitas u(x,0),

q(2,y), u(xd) e q(0,y).



Solucéo:
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Discretizando o dominio em elementos lineares descontinuos e identificando com u; o

respectivos nds, tem-se a Figura ilustrando o problema:

Figura 2 — llustragdo da discretizagdo do dominio do problema em elementos de contorno.

v

“Tug Ny Upg s
lg = e . B
How Hg o M7 elljg
3 : Usallig 0
Hio* Uz et L el
— . 1 ' —r X
1 I, My ‘U Hjr2
4 Y
!
1 !
! |
w & o 1 « P = pontonodal
! - == -
'ET elemento de contorno j

ﬁ___—'
X
—

Il

Fonte: O Autor (2025).

Aproximando-se a geometria de cada elemento I'; em funcdo de suas coordenadas

nodais, de acordo com a Figura 2, para um ponto P qualquer, temos:
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X, (P) = (151(F))X1jl "‘¢2(P)X1j2 ©)
X,(P) = ¢1(P)X2j1 +¢2(P)ij2 (10)

onde j indica o elemento I';, ¢ ¢ a funcdo de aproximagdo linear (equagdes 11 e 12) e x; € X»

sd0 0s nos extremos do elemento (TAGUTI, 2010).

1 11
¢ = E(l_ ‘5) o
1 12
¢, = E(l"' éz) (12

Dessa forma, as integrais de contorno sao calculadas da seguinte maneira:
* 1 dr T (13)

arouar = LS [ o, Jar{ )
. 1 (1 ¢ (14)
fur@xaeoar=[ 2n 2l o ]dl“{qz}
Discretizando a equacdo (5) de acordo com a Figura 2, temos:
C(&), u(®) —i I im(l)[(é é ]dr q'| (15)
! - o N 2w r L2 1) q?

= 1 d 1
- J-n,jmd_rrl L4, ]dri’j{ﬁz}

i=1
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2.2 NOTACAO MATRICIAL E SOLUCAO NUMERICA PARA O PROBLEMA COM
SUB-DOMINIO DE MESMO MATERIAL

A matriz G é calculada a partir das integrais L u*dr; ., a matriz H é calculada a partir
ij

[

das integrais L q* drI;; e o esquema de montagem das matrizes para o caso de sub-regides €
ij

descrito a seguir a partir do sistema global de matrizes de contorno:

c (16)

cc cc ul cc cc ql
|:H1,1 H1,2:| uc _|:G1,1 G1,2:| qC
cc cc 12 | cc cc 1,2
H2,1 H2,2 GZ,l G2,2 qc
2

Pelas condi¢des de continuidade e equilibrio (compatibilidade), tem-se:

us =us (17)
q; =—0;

A partir das equacGes de compatibilidade, monta-se um sistema de equagdes somando-se
as colunas de coeficientes relacionados as variaveis equivalentes no vetor de incognitas.

Nesse exemplo, a partir da Figura 2, tem-se que

C C

u, =Ugp, (18)
C C

Us = Uy
C C

d; =g
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0 que implica na soma das coluna 19 a4 e 18 a 5 da matriz com coeficiente de H e na diferenca

entre 4 e 19 e 5 e 18, respectivamente, da matriz com coeficientes de G . As colunas e linhas 18 e

19 s&o excluidas do sistema global de matrizes. Chamando de ufyzas incognitas U;,, 0 novo

sistema ficar4 com a seguinte forma:

ue (19)
cc cc cC cc C
Hl,l H1,2 ud _ Gl,l G1,2 ql
cc cc 12 | T cc cc c
H2,1 H2,2 c GZ,l G2,2 q2

u2
O sistema anterior pode ser remanejado de acordo com as condi¢fes de contorno de

determinado problema. Nesse exemplo, temos condi¢des de contorno mistas, ou seja, arestas com
u e g prescritas, como ilustra a Figura 3:

Figura 3 — llustracéo das condi¢des de contorno.

qs=0 q7=G15=10 qis=0
ls = - & = L
Hog =2 * g o7 sl =]
“y Uselis Q.
Uy Supo )
Hjp =2 » Hzelixg 1.”;," =]
b & & # X
4;=0 q:=q11=0 2L ¢

Fonte: O Autor (2025).

Assim, aplicando as condicdes de contorno e assumindo k;= 1 =k,, tem-se a solucdo para

cada uma das incAgnitas de contorno e também para 0s potenciais na interface ou dominio:
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u, 2.0000 Uy 2.0000 U, = U, 1.5000
u, _ 1.5000 Ug _ 1.5000 U, =Ug, _ 1.5000
U, 1.5000 u, 1.5000 Ug = Uyq 1.5000
U, contorno 1.0000 Ug contorno 1.0000 Us = U7 dominio 1.5000

X
A solucdo analitica para o problema é U(X,Y) =2—§ (fica para o leitor calcular os

valores de (X, Y)) . O resultado do MEC é ilustrado pela Figura 4:

Figura 4 — llustracéo da solu¢cdo do MEC para u (cor vermelha) e g (cor azul) com k;=1=k, com dez elementos

lineares de contorno.

000

Fonte: O Autor (2025).
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Os resultados para u e g foram obtidos com dez elementos lineares e dez pontos de Gauss

para as integrais de contorno (para maiores informacéo verifique o Volume 1 desta obra).

2.3 SOLUCAO NUMERICA PARA O PROBLEMA COM SUB-DOMINIOS DE
MATERIAIS DIFERENTES

Agora adotando k;=2 e k, =1, e aplicando as condig¢des de contorno, tem-se a solucéo para
0 problema ilustrada pela Figura 5:

Figura 5 — lustracéo da solu¢cdo do MEC para u e q com k;=2 e k, =1 utilizando dez elementos lineares de

contorno.

0.08 0.00

Fonte: O Autor (2025).
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O mesmo resultado é apresentado a seguir para cada uma das incégnitas de contorno e

também para os potenciais no dominio:

u, 1.9991 Ujs 1.0431 Uy = Uy, 1.5478
u, _ 1.6055 Ug _ 1.5251 u, =U, _ 1.5350
U, 1.5251 u, 1.6055 Ug =Uyq 1.5350
U, contorno 1.0431 8 contorno 1.9991 Us = U7 dominio 1.5478

b) Para o problema resolvido em a, apresente solucdes para as incdgnitas adotando k;= 1e
k2 =2.

Resposta:
u, 1.9570 Us 1.0008 Uy = Uy, 1.4556
u, _ 1.4566 Ug _ 1.4126 u, =U; _ 1.4685
U, 1.4126 u, 1.4566 U =Ug 1.4685
12 _lcontorno 1.0008 Ug contorno 1.9570 Us = U7 dominio 1.4556

llustrados pela Figura 5:
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Figura 6 — llustracdo da solu¢do do MEC para u e g com k;=1 e k, =2 utilizando dez elementos lineares de

contorno.

0.80 0.00 ame

Fonte: O Autor (2025).

Os exemplos anteriores sdo apresentados de forma que suas solugbes possam ser
construidas de forma manuscrita, com lapis e borracha, alids, muita borracha, além de contar com
0 uso de uma calculadora cientifica simples. Para aplicacdes onde o dominio € dividido em varios
sub-dominios homogéneos, sugere-se 0 uso do computador e da escrita de rotinas para
acoplamento destes. Nas se¢fes seguintes sdo apresentados dois casos que fazem o uso do MEC -

2D com sub-regiGes em aplicacdes de engenharia.



27

2.4 UMA APLICACAO DO MEC - 2D PARA ANALISE DO CAMPO DE
VELOCIDADES: O PROBLEMA DE PERCOLACAO DE AGUA EM MEIOS
POROSOS

A descricdo geral de um fluxo de fluido viscoso incompressivel e homogéneo no dominio
Q ¢ dada pela equacdo de Navier-Stokes, como segue (STEIN e HUGHES, 2004)

p(a\/gt(’t)+V(X,t)oVV(X,t))=—Vp(X)+ WV (X 1)+ pg (20)
XeQ=Q,+Q,, X=(x,Y)
com condicdo de incompressibilidade
VV(X,t)=0 (22)

onde, V, p, g representam o campo escalar de velocidades (m/s), presséo e forcas externas no

local X €Q) no tempo t>0, respectivamente. Por sua vez, p e u denotam a densidade e

viscosidade do fluido. No caso de fluxo constante, a equacdo de Navier-Stokes é reduzida para
pV (X)e WV (X) ==Vp(X)+ uVV (X)+ pg (22)
O problema passa a figurar como a equacdo de Stokes incompressivel, obtida como uma
simplificacdo da equacdo de Navier-Stokes. Para um nimero de Reynolds muito menor que a
unidade, o termo advectivo V eVV ndo linear é pequeno comparado ao restante dos termos em

(22) e pode ser negligenciado. Nesse caso, (22) reduz-se a

—Vp(X)+ VWV (X)+pg=0 (23)
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Considerando forgas externas uniformes no dominio do fluxo, podemos introduzir a

pressdo modificada

P=p(X)-pgeX=0 (24)

Em termos da pressédo modificada P, (23) assume a seguinte forma homogénea

~VP+ 1V (X)=0 (25)

chamada apenas de equacéo de Stokes.

De acordo com SOUSA (2013), varios estudos experimentais indicam que o fluxo de agua
através de solos se desenvolve em formato laminar, no qual particulas de agua movem-se
paralelamente entre si (FLORES-BERRONES e ACOSTA, 2011). A equacdo de Stokes é

reduzida a equacao de continuidade para um caso de fluxo laminar dado por (ROGERS, 1992):

22V(X)
ax 2

V) _ g, (26)
ay2

0
Ky VVOO = K, K,

A equacdo (26) € uma Equacdo de Laplace e representa uma fungdo potencial de
velocidade escalar em um dominio de fluxo ndo rotacional, descrevendo o fendmeno da
percolacdo da dgua em meios porosos em estado estacionario (JESUS e PEREIRA, 2004). Em
(26), ky e ky representam o coeficiente de permeabilidade nas direcGes x ey, respectivamente. O

vetor de velocidade v(x) pode ser expresso como o gradiente dessa fungéo:
VV(X) = v(X) (27)

As condicdes de contorno essenciais e naturais sdo (28) e (29), respectivamente:
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V(X) =V (X) X el (28)
wx)= X _wix) X eT, (29)
on(X)

As funcdes de contorno v(x) e w(x), na interpretacéo fisica, representam a distribuigao
do campo escalar de velocidade e o campo de tracdo, normais ou fluxo no contorno r,
respectivamente.

O campo de velocidade pode ser escrito a partir das componentes do vetor e v e versores i

e J da velocidade nas direcGes x e y, é dado por

(30)

V(X) =V, i+Vv, ]

A equacdo (26) e o ponto de partida para o estudo sobre a percolacdo da agua em meios
porosos, semelhante ao fendmeno observado em uma barragem de terra com filtro de areia, que

nesse trabalho assume-se ky = ky, em outras palavras, o caso isotropico em cada dominio.

24.1 Modelo geométrico - Filtro vertical de areia dentro da barragem de terra

A percolacdo é o movimento continuo da agua da face montante em direcdo a face jusante
de uma barragem. Esse movimento é afetado pelo grau de compactacdo do solo, a textura, o grau
de saturacdo e a temperatura da agua (MEIRELLES, 2009).

Essa percolacdo deve ser limitada e monitorada, impedindo que esse fluxo surja na
encosta a jusante, induzindo o arrastamento das particulas mais finas, causando processos

erosivos internos. Para isso, a inser¢do de elementos de drenagem, como o filtro de areia, visa
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provocar o redirecionamento do fluxo e evitar a erosdo interna, além de reduzir as pressoes
intersticiais na porcédo a jusante, o que aumenta a estabilidade da barragem de terra.

Para barragens de terra com secdes homogeéneas, o sistema de drenagem interno consiste
em filtros e drenos verticais e inclinados, além de drenos na base da barragem.

O filtro vertical, com espessura de até 2,0 m, deve ter seu topo no nivel correspondente ao
nivel maximo de agua no reservatorio, construido para interceptar os fluxos percolados no nicleo
de argila (ELETROBRAS, 2003). De acordo com CRUZ (1996), drenos verticais s&o
recomendados apenas para barragens de 25 a 30 m. Para maiores alturas, o dreno inclinado
fornece uma melhor distribuicdo de tensdes no macico, evitando a incluséo de uma parede de
areia vertical que tenha uma rigidez muito maior que a do macigo adjacente, mesmo no caso de
barragens de aterro.

A escolha do material do filtro deve obedecer a dois principios basicos:

(1) o filtro deve ser mais permeavel do que solo, o que é garantido pela escolha de um
tamanho de particula adequado e

(ii) os vazios do filtro ndo devem permitir que os grdos passem pelo solo.

A Figura 7 ilustra uma barragem de terra com dois filtros de areia verticais.

Figura 7 — Secdo da barragem de terra.

maximum reservoir level

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).
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A Figura 8 apresenta as linhas de percolacdo genéricas ao longo da estrutura da barragem

durante o enchimento do reservatorio, ilustrando o efeito do sistema de drenagem a jusante do
filtro vertical.

Figura 8 — llustracéo das linhas genéricas de percolacao de agua.
maximum reservoir level
Qm(Cl'
- 2
)

earth dam
Fonte: Adaptado de PETTRES e CIRILO (2020).

Neste estudo, uma secdo genérica bidimensional de barragem de terra serd considerada,

onde €2, representa a secdo de terra e €2, representa o filtro de areia, cuja formulagdo do MEC -

2D é apresentada na secéo seguinte.

2.4.2 MEC - 2D com sub-regides para analise do campo de velocidades

Para calcular o campo de velocidade a partir da Equacdo de Laplace, aplica-se a

formulacdo do MEC - 2D a todos os n6s de contorno e pontos internos, obtendo-se o seguinte
sistema matricial:

b b 31
HE P Vi G G W (31)
11 1,2 b _ 11 1,2 Wb
bb bb 12 |=| ~bb bb 1,2
H2,1 H2,2 b Gz,l G2,2 b
V2 W2

Aplicando as equacdes de equilibrio e compatibilidade na interface entre €, e Q,,
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v, =V (32)
b b
Wy, =W,

reduz-se o nimero de incdgnitas do sistema matricial (31) para 0 mesmo nimero de equagdes:

b

be be Vl be be b (33)
11 1,2 b | _ 11 1,2 Wl
bb bb 12 | T bb bb b

H2,1 HZ,Z b G2,1 GZ,Z W2

onde H e G séo matrizes que resultam das integrais de contorno.

2.4.3 Exemplo - Secéo da barragem com filtro de areia vertical, barragem com base ndo
permeavel e velocidade constante do fluxo de fluido

Neste exemplo numérico, uma barragem de secdo genérica (Figura 7) foi discretizada em
118 elementos de contorno (98 em 1, e 20 em T,) (Figura 9) e esta sujeita as condigcdes de

contorno ilustradas pela Figura 10.

Figura 9 — Discretizacao do contorno.

maximum reservoir level

b

piezometric height

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).



Figura 10 — Condigdes de contorno.

maximum reservoir level

i

no-permeable

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).
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Na Figura 10, a condicdo de potencial de velocidade na borda a montante da barragem é

equivalente a altura piezométrica, zero na borda superior e também na jusante da barragem, e a

base da barragem é considerada ndo permeével.

Resolvendo a Equacéo de Laplace da formulagdo MEC - 2D usando sub-regifes setoriais

homogeéneas (33) com coeficientes de permeabilidade iguais a kearn = 10”7 m/s and keng= 10> m/s

(TERZAGHI e PECK, 1967), referente a barragem de terra e filtro de areia, respectivamente,

obtém-se o0 campo de velocidade que é mostrado na Figura 11.

Figura 11 — Campo de velocidades (vetores unitarios) com k;=10" m/s e k,=10" m/s.

maximum reservoir level

\ o

piezometric height
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no-permeable

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).
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As componentes do campo de velocidade indicam a maneira como as linhas de &gua
percolam os meios porosos, também chamados de linhas de fluxo. A Figura 12 mostra o campo
escalar de velocidades.

Figura 12 — Campo escalar de velocidade com k,=107 m/s e k,=10° m/s.

03

0.2

0.1

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).

Os resultados do potencial de velocidade no contorno sdo apresentados na Figura 13 na

barragem de terra e no filtro.
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Figura 13 — Potencial de velocidades distribuidos sobre o contorno da barragem.

maximum reservoir level

1

piezometric height

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).

2.4.4 Exemplo - Secéo da barragem com filtro vertical permeavel e velocidade constante do
fluxo de fluido

Neste exemplo numérico séo adotadas as condigdes de contorno ilustradas pela Figura 14.

Figura 14 — Condicdes de contorno.

maxinmmm reservoir level

i

776 oo
I e VYR WROO .
a0m b Hm HomHmba Hm HmHo bom Bmbo bo Hm Bobo o Hm Hmbo Ho Hm b o Ho Gobo Ho Ho Ho Hm:Go bo Ho bo b o Ho to Ho.om
| | | |

f 1 1
no-permeable permeable no-permeable

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).

Na Figura 14, a secdo permeavel foi implementada com fluxo unitario na direcdo normal

ao contorno. A Figura 15 ilustra o campo de velocidade do fluido no dominio Q.
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Figura 15 — Campo de velocidades (vetores unitarios).

maximum reservoir level
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Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).

As componentes do campo de velocidade indicam a maneira como as linhas de agua
percolam 0s meios porosos com a presenca do filtro de areia.
Os resultados do potencial de velocidade no contorno para este exemplo séo apresentados

pela Figura 16.

Figura 16 — Distribuicdo do potencial de velocidade no contorno da barragem.

maximum reservoir level
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Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).

Nas simulacdes seguintes, o fluxo na dire¢cdo normal para ao contorno foi definido com

wx107, onde o valor de w é 2, 3, 4, 5, 10, 20 e 30, respectivamente. De uma forma comparativa,

a Figura 17 ilustra o campo de velocidade vetorial do fluido no dominio €2, .
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Figura 17 — Campos de velocidade dentro do filtro para diferentes condi¢6es de contorno.
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Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).

A partir das diferentes condicGes de fluxo na base do filtro de areia, foram calculados os diferentes
campos de velocidade para a 4gua que penetra na estrutura. O campo de velocidade dentro do filtro em
cada simulacéo é mostrado na Figura 18.

A conclusdo dos testes a partir desses resultados foi que o fluxo de agua no interior do
filtro de areia se apresenta de maneira quase laminar, assemelhando-se ao fluxo em um canal sem
vorticidade, aumentado sua velocidade progressivamente em direcéo a parte inferior do filtro.

Em uma analise complementar, os resultados obtidos com 0 modelo numérico revelaram
o efeito da velocidade do escoamento na distribuicdo de temperatura de um dispositivo colocado
no interior do filtro de areia, sendo registradas menores temperaturas ao se adotar valores
crescentes para a velocidade, demonstrando novamente o efeito advectivo. Esse efeito advectivo
chamou em muito a atencdo do autor, o qual apresentou uma versdo mais abrangente desse
estudo, apresentado em detalhes no artigo "A first advective velocity study in porous media using
temperature measures and boundary element formulation™, dos autores Pettres e Cirilo (2020), o

qual pode ser encontrado no link: Artigo.


https://docs.ufpr.br/~pettres/DOCS/Cronologia%20das%20pesquisas/2020%20EABE%202020.pdf

Figura 18 — Outra visualizacao dos campos de velocidade dentro do filtro para diferentes condigdes de
contorno.

w=10x10" w=20x10" w=130x10"

Fonte: PETTRES e CIRILO (2020).
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2.5 UMA APLICACAO DO MEC - 2D PARA ELEVACAO DE TEMPERATURA EM
BARRAGEM CCR

Uma aplicacdo que fez uso de varios sub-dominios quadrados é encontrada no artigo "A
thermal analysis of concrete structures performed by layers using boundary elment formulation
and dual reciprocity", dos autores Salles e Pettres (2023), onde foi simulada a construcdo de uma
barragem de concreto executada em camadas compactadas a rolo (CCR) e outra executada em
sua totalidade, sendo registrados e analisados os valores de elevacdo de temperatura do concreto
devido a reacdo de hidratacdo do cimento em cada um dos dois casos. No referido artigo, a
equacdo da difusdo do calor é usada para determinacdo do campo de temperaturas de uma
estrutura construida por camadas, onde foi simulada uma estrutura hipotética de blocos quadrados
superpostos, como ilustrado na Figura 19, aumentando o numero de blocos de acordo com a
geometria e dimensdes da barragem, como ilustrado na Figura 20. Resultados importantes foram
obtidos no referido estudo, o qual, sugere-se fortemente sua leitura através do link a seguir:

Artigo . Um video explicando parte do estudo esta disponivel no link: Video.

Figura 19 — llustracéo da sobreposicéo de blocos bidimensionais de concreto com o uso de sub-regides.
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Fonte: SALLES e PETTRES (2023).


https://docs.ufpr.br/~pettres/DOCS/Cronologia%20das%20pesquisas/2023%20EABE5138%201-s2.0-S0955799723000802-main.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=G8e_T-vuxJ0

40

Figura 20 — Temperatura em °C para um intervalo de 120 h de analise da barragem construida em camadas.
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Fonte: SALLES e PETTRES (2023).
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2.6 UMA APLICAGCAO DO MEC PARA RECONSTRUGAO DIGITAL DE UMA
ESTACA PROFUNDA DE CONCRETO

As fundagdes profundas de obras de engenharia sdo constituidas por elementos estruturais
denominados estacas que tém a funcéo de receber e transmitir as cargas de uma estrutura ao solo
(ALONSO, 1983; VELOSO, 2004). As fundagbes profundas diferem das fundacGes rasas,
segundo a ABNT NBR 6122:22°%, pela profundidade em que repousa a base do elemento
estrutural. Este tipo de fundagdo inclui estruturas que tém sua base apoiada em pelo menos oito
vezes a menor dimensdo em vista superior, e a pelo menos 3,0 m de profundidade. Na Figura 21

estdo ilustradas as duas principais categorias de fundacdes para esclarecer as diferencas.

Figura 21 — Principais categorias de fundacao: fundacao profunda a esquerda e superficial a direita.

DEEP FOUNDATION SHALOW FOUNDATION

Load
Load  pigmeter

Ground surface

round surface

Footing

Cross section
Longitudinal section Longitudinal section Top View

Fonte: ROCHA e PETTRES (2023).

A forma de producdo das estacas profundas perfuradas ndo permite a visualizacdo de sua
geometria nem o conhecimento de sua integridade ao longo de sua profundidade, tendo em vista
que o concreto é injetado no solo no estado fresco, preenchendo o fuste durante ou apds a

execucao.

® A Associacdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT) é uma organizaco responsavel pela normalizaco técnica no
Brasil, fornecendo insumos para o desenvolvimento tecnoldgico brasileiro. E uma entidade privada, sem fins
lucrativos e de utilidade publica, fundada em 1940.
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Devido a diversos fatores como a baixa qualidade do concreto, falhas no processo de
langcamento ou injecdo do concreto, tipo de solo, erros no procedimento de remogéo de qualquer
revestimento, entre outros, surgem incertezas relacionadas a forma como o concreto preencheu o
poco perfurado. Diante dessas incertezas, na literatura atual sdo registrados dois métodos,
métodos intrusivos e ndo intrusivos, que foram desenvolvidos para avaliar a integridade e
geometria desses tipos de estacas.

Quanto aos métodos intrusivos, destaca-se 0 método Cross-hole (CSL - Cross-hole Sonic
Logging) citado por Rausche, Likins e Hussein (1988), onde pares de tubos metalicos ou de PVC
sdo posicionados ao longo do comprimento da estaca antes de sua concretagem, para serem
utilizados como guias para o roteamento de um emissor de ultrassom em um dos tubos e um
receptor no outro. O sinal coletado pelo receptor é dependente da qualidade do concreto,
possibilitando assim avaliar a integridade da estaca ao longo de sua profundidade, mas limitado a
regido central da estaca, entre os tubos. Hertlein (2011), citado por Bungenstab e Beim (2014),
menciona que estes métodos ndo sdo capazes de fornecer um quadro completo da situacdo de
integridade do elemento de fundacdo, e é aqui que o uso de simulacBes computacionais
apresenta-se com alternativa de baixo custo.

Sobre os métodos ndo intrusivos, tem-se o Low Strain Testing (LST) também conhecido
como PIT (Pile Integrity Test) amplamente discutido por Likins (2015), e o método de resposta
transiente citado por Mullins, Likins e Beim (2012). Ambos os métodos sdo baseados na analise
da propagacdo de ondas unidirecionais geradas pelo impacto de um martelo, porém, se
distinguem pelo dominio avaliado, sendo o tempo e a frequéncia de resposta, respectivamente. O
ensaio PIT se destaca pela rapidez de execucdo e baixo custo (LIKINS, 2015), fatores que
fizeram com que o ensaio fosse amplamente realizado no Brasil, mas segundo Mullins, Likins e
Beim (2012), algumas criticas séo feitas pela comunidade geotécnica quanto a sua real eficacia e
por ndo haver uma norma técnica regulamentadora especifica no pais. A interpretacdo dos
resultados deste ensaio pode ser dificultada por fatores comuns presentes em campo, como
variacdo do diametro da estaca, influéncia do solo circundante, exposicdo de armaduras no topo
da estaca e estacas parcialmente reforcadas (MULLINS, LIKINS e BEIM, 2012).
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A técnica mais recente desenvolvida com a finalidade de avaliar a integridade de estacas
escavadas é conhecida pela sigla TIP, Thermal Integrity Profiling, que é um método de
monitoramento intrusivo patenteado por Mullins (2004). A primeira aplicacdo desta técnica no
Brasil foi realizada em uma estaca escavada com 1,10 m de diametro e 39,00 m de comprimento,
realizada na Vila dos Atletas para os Jogos Olimpicos de 2016. Segundo Mullins (2004), este
ensaio ainda estd em fase inicial de divulgacdo, mas tem potencial para ganhar mercado e se
tornar uma melhor solucdo, com melhor custo/beneficio para verificagdo de integridade em
fundacdes profundas do que os demais ensaios apresentados.

O método TIP utiliza o calor de hidratacdo do concreto, gerado durante a fase de
endurecimento do mesmo, para avaliar a integridade de estacas escavadas. Portanto, sensores de
temperatura sdo utilizados para medir as variagdes térmicas que ocorrem no interior da estaca,
possibilitando assim a projecdo de perfis de temperatura ao longo do tempo, 0s quais séo
correlacionados com padrdes de resposta termica caracteristicos de uma estaca de referéncia
corretamente instalada, possibilitando assim a representacdo grafica da forma como o concreto
foi injetado e endurecido ao longo de toda a sua extensdo (MULLINS, 2010). As informacdes
obtidas pelo uso desta técnica sdo diversas, destacando-se o cobrimento de concreto sobre a
armadura da estaca, a geometria da estaca ao longo do fuste, bem como a presenca de anomalias
na massa de concreto como: presenca de vazios, reducdo ou aumento do diametro da estaca,
segregacdo do concreto, entre outras (ROCHA e PETTRES, 2023). Algumas destas

caracteristicas sdo mostradas na Figura 22.
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Figura 22 — Caracteristicas de uma estaca escavada e exemplos de possiveis anomalias. A) Perfil longitudinal
de uma estaca integral concretada perfeitamente em todo seu comprimento. B) Corte transversal com
identificagdo do didmetro da estaca, estrutura metélica da estaca e cobrimento de concreto. C) Exemplos
tipicos de anomalias observadas em estacas escavadas.

INTEGRITED PILE ANOMALIES IN THE PILE
Diameter ‘ Diameter
To Ground surface  Cover Top Ground surface

Metal
reinforcement

A - Longitudinal section B - Cross section C - Somethig anomalies

Fonte: ROCHA e PETTRES (2023).

A Figura 22 (A) mostra a sec¢do longitudinal de uma estaca de concreto armado com
didmetro continuo em toda sua extensdo, executada no interior de uma camada de solo
homogéneo. Em B, os pontos cardeais N (Norte), S (Sul), E (Leste) e W (Oeste) sdo utilizados
para definir a direcdo em que a armadura de aco sera posicionada em relacdo a se¢do transversal
do conjunto formado pelo solo e a estaca de concreto em casos que serdo simulados
numericamente. Ainda, a Figura 22 (C) mostra algumas anomalias que podem ocorrer em uma
estaca de concreto, como o aumento ou reducdo da secdo transversal devido, por exemplo, a
variacdes na pressdo de injecdo do concreto, presenca de vazios possibilitados por falhas durante
0 processo de concretagem e, ainda, a ocorréncia de segregacdo do concreto em uma eventual
concretagem onde o concreto é langado em alturas elevadas (ROCHA e PETTRES, 2023).

As variacdes térmicas que ocorrem no interior de uma massa de concreto, durante seu
aquecimento e/ou resfriamento, sdo desenvolvidas com base em principios fisicos, quimicos e
moleculares (MULLINS e ASHMAWY, 2005), enquanto que quando sdo conhecidas, juntamente

com as informagdes das dimensbes da estaca, definidas em projeto, é possivel que sejam
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correlacionadas, pois o formato da curva de distribuicdo de temperatura, em um dado instante
para uma dada se¢do transversal, tem um padrdo conhecido, como pode ser visto na Figura 23 a
esquerda. Este perfil de temperatura tem formato de sino, e o topo da curva esté localizado no
centro da estaca, onde ocorre a concentragdo de temperatura resultante do calor de hidratacdo do
cimento (MULLINS e KRANK, 2007). Como a estaca € um elemento simétrico, a temperatura
tende a ser reduzida a medida que se aproxima da interface concreto/solo, até atingir a
temperatura ambiente do solo, fora da estaca (ROCHA e PETTRES, 2023).

Figura 23 -Distribuicao tedrica de temperatura comparada com medic¢es de campo ao longo de uma secéo
transversal de uma estaca de 13,3 m de didmetro.
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Fonte: ROCHA e PETTRES (2023).

Quando ocorre uma anomalia como uma variagdo de vazio ou diametro de estaca em uma
determinada regido da estaca, esse perfil de distribuicdo de temperatura é alterado (MULLINS,
2010), levando a possibilidade de ser identificado. Dessa forma, essa técnica € muito Util para
obtencdo do perfil térmico de estacas escavadas, porém, apresenta duas limitacdes significativas.
A primeira é a dependéncia do calor de hidratacdo do cimento durante o processo de
endurecimento do concreto, que ocorre sempre que 0 cimento entra em contato com agua, por um
determinado periodo de tempo, e a amplitude térmica observada durante o aquecimento é

variavel e dependente do volume de cimento a ser hidratado, sem a qual ndo ¢é possivel realizar
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nenhuma medicdo de variagdes de temperatura. A segunda se refere ao didmetro minimo
necessario para que o concreto da estaca gere calor suficiente para que os sensores de temperatura
percebam tais variacGes de temperatura (ROCHA e PETTRES, 2023). Foi a partir dessas duas
limitacGes que um estudo denso sobre o tema foi elaborado pelos autores Rocha e Pettres (2023),
cujos resultados demonstraram a possibilidade de reconstruir digitalmente o perfil geométrico de
uma estaca de fundacdo profunda, fazendo uso um modelo bidimensional de elementos de
contorno, que, apesar do fendmeno analisado ser transiente, ou seja, uso da Equacdo do Difusao
na formulacdo, os dados de temperatura utilizados no algoritmo desenvolvido séo coletados apos
a transferéncia de calor se tornar permanente, ou seja, até o fenémeno atingir o equilibrio, cujos
comportamento assemelha-se ao resultado advindo da Equacdo de Laplace. O artigo com esta
aplicacdo e intitulado "Digital reconstruction of a concrete pile from temperature data and
boundary element formulation™,0 qual sugere-se sua leitura a traves do link: Artigo .

A Figura 24 (A) ilustra o resultado da reconstrucdo digital da estaca de concreto
utilizando o algoritmo desenvolvido, contendo as se¢des de solo, termémetros, fonte de calor e

armaduras metalicas e em (B) € apresentado apenas o formato da estaca de concreto.

Figura 24 — Reconstrucao digital 3D de uma estaca de concreto escavada usando o algoritmo.
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Fonte: ROCHA e PETTRES (2023).


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0955799723002771#:~:text=This%20paper%20presents%20an%20application%20of%20the%20boundary,artificial%20heat%20source%2C%20thermometers%20coupled%20with%20metal%20rein
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A Figura 24 também ilustra o resultado e a saida gréafica do algoritmo desenvolvido, que,
de acordo com de certas condi¢des/limitagdes discutidos no artigo, o conjunto formado pelo solo
e pelo conjunto de estacas de concreto foi reconstruido digitalmente em 3D, utilizando como
dados apenas os valores de variacdo de temperatura, indicando a viabilidade da metodologia

desenvolvida para monitorar a integridade de estacas de concreto.
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3 A EQUACAO DE LAPLACE EM TRES DIMENSOES: MEC - 3D

A Equacdo de Laplace com propriedades homogéneas e isotrdpicas em trés dimensdes é

dada por:
(34)
o’u(x,y,z) o°u(x,y,z) o*u(xy,z
x.y.2) OUxy2) CUXYD g gy g
OX oy 0z
com as condigdes de contorno essenciais e naturais, respectivamente:
§ (35)
u=u em I u=u, eu,
"o (36)
q:q:% em Fq d=0,, 05, 4, € Qs

onde I'=T, UT}, como ilustra a Figura 25.

O modelo geométrico é um cubo unitario (Figura 25) de dominio €2, cujas faces planas

I | sao discretizadas em elementos de contorno retangulares e/ou triangulares, por exemplo.
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Figura 25 — llustragdo do dominio da equagao (34) e seu contorno.
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Fonte: O Autor (2025).
A equacdo integral do Método dos Elementos de Contorno para a equacéo (34) é:

(37)
COUE) =[ U*(& X)a(X) dr - Q* (& X)u(X)dr

onde a expressdo de U *(&, X) é:

1 38
UrEX)= (39

onde r :|X —§| é a distancia entre X e £ (GREENBERG, 1971) e a sua derivada em relagdo a

direcdo normal ao contorno é denotada por Q* e calculada como:
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_ardr_ 1o ®)
or dn  4zr?dn

Q* (¢, X)

O termo C(¢&), designado por coeficiente de forma, é dado pela equagéo (40):

0,se£eQ (40)
C(&)= % se £ é ponto de contorno suave (6 = 7)

1seleQ

Os vetores normais unitarios para o dominio ilustrado na Figura 25 séo apresentados na

Figura 26:

Figura 26 — llustracdo dos vetores normais do dominio da equacao (37).
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Fonte: O Autor (2025).
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3.1 INTEGRACAO DO CONTORNO: ELEMENTOS TRIANGULARES

Nesta formulacdo, as integrais de contorno da equacdo (37) sdo calculadas com a
discretizacdo de cada face do cubo em triangulos planos, considerando-se como constante 0s
valores das variaveis calculadas sobre cada tridngulo, u e g (PETTRES, LACERDA e CARRER,

2015). Um elemento de contorno genérico ci é definido pelos vértices Ki(x1, Y1), Ka(X2, y2) € Ks(xs,

y3) sobre uma face Fj , como ilustra a Figura 27.

Figura 27 — llustracéo da discretizaco de uma face do cubo em tridngulos ci de contorno.
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Fonte: PETTRES, LACERDA e CARRER (2015).

As integrais dos elementos de contorno sdo integrais duplas e podem ser calculadas

utilizando-se uma transformacéo no plano a partir dos vértices do triangulo da forma:

X=(1-U)x1+U[(1-V)x2+Vx3] (41)
y=(1-U)yi+U[(1-V)y+Vys]
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Tem-se, portanto, U e V (coordenadas do sistema triangular) como funcGes de x e y, ou seja:

U=U(xY) (42)
V=V(xY)

Para o calculo da integral dupla de uma funcdo de duas variaveis, exige-se que a fungédo
seja definida numa regido fechada®* em um espaco 92 % (real de duas dimensdes), condicio essa,

satisfeita pela regido triangular de cada célula.
Efetuando tais transformacGes, faz-se necessario calcular o determinante do Jacobiano de

transformagéo.
OX  OX (43)
‘ J‘ _|oU oV
Yy
o oV

Observa-se que as diferenciais em (43) representam as coordenadas dos vetores formados
por dois lados adjacentes do triangulo apresentado na Figura 28, desse modo, o Jacobiano € igual
a0 moédulo do produto vetorial desses dois vetores, constante ao longo do elemento e

numericamente igual ao dobro da area do triangulo (SOUZA e CODA, 2005), ou seja:
9|=2A (44)

Dessa forma, as integrais de contorno sdo calculadas da seguinte maneira:

1-U (45)
[ v Q=& X)u(x)[3]dvdu

i=M

[Q* & x)u0xdr =

i=1

O e

* Uma regido fechada é que aquela que inclui sua fronteira (LEITHOLD, 1994).
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-u (46)
[ wU=(E X)ax)|3[dvdu
0

i=M

[UEX)a(x)dr =

i=1

O e

onde y € uma funcdo constante unitaria, M é o nimero de elementos triangulares e os limites de

integracao variam entre 0 e 1 (dominio (U, V)), como ilustrado na Figura 28.

Figura 28 — Transformacé&o de coordenadas de xeyemUe V.
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Fonte: O Autor (2025).

Procedendo da maneira indicada, a solu¢do aproximada da integral dupla ndo depende mais das
variaveis x, y, U e V, mas apenas das coordenadas dos Vvértices dos elementos triangulares e da

distancia r entre o ponto fonte &£ e o ponto campo X como segue:

11-U 1 dr (47)
IIWQ*(é’X)‘J‘dVdUZ_S 2_(lez_xzy1+X3y1_X1y3+XZY3_X3Y2)

= zredn

11-U 1 (48)
IJwU*(ﬁ,X)\J\dVdUzm(xlyz—xzy1+x3y1—x1y3+x2y3—x3y2)

00

que correspondem, respectivamente, a derivada da solu¢do fundamental e a solu¢do fundamental
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ponderadas pela &rea A do elemento triangular, ou seja:

Two*Ex) lavau= - a9 )
'([l// d ‘ ‘ - 47Z'rzﬁ

O ey

1-u 1 (50)
ju*(e;,X) J]dVdu= A——
0

A r

O e

A distancia euclidiana do ponto fonte & ao centroide X, é determinada pelas coordenadas

dos Vértices dos triangulos, onde a coordenada Xy, é dada por (Figura 29):

W [Ht XX VitYo (51)
b 3 3

Figura 29 — llustracéo da localizacdo do ponto campo X.
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=

Fonte: PETTRES, LACERDA e CARRER (2015).

Quando o ponto fonte & coincide com o ponto X, as integrais (49) e (50) s&o hiper e

fortemente singulares, respectivamente. Nesse caso, integra-se tal elemento triangular

subdividindo-o e alocando novos pontos de integracdo, ndo coincidentes com o ponto fonte &

como ilustra a Figura 30.
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Figura 30 — llustracéo da localizagéo dos pontos de integragéo para o caso singular (X=¢) e da subdiviséo do

elemento transformado.

W
1
X x
#* 4 *2
= *I- U
0 1

Fonte: PETTRES, LACERDA e CARRER (2015).

Determinadas as coordenadas dos pontos de integracdo e as sub-areas (A;) do elemento

triangular, as integrais singulares séo calculadas da seguinte forma:

11-U i=3 1 dr_ (52)
[ [wQ*Ex)gjavdu= -3 A -~ %
00 i=1 47[!‘, d77
11-U i=3 1 (53)
[ JuxEx)pldvdu= 3 A -——
0 0 i=1 Az,

onde r; representa a distancia entre &£e «Xi, =Xz € *Xs.

3.2 NOTACAO MATRICIAL E SOLUCAO DO MEC-3D

Chamando de H e G as matrizes formadas pelo calculo das integrais que contém

Q*(&,X)e U*(&, X)), respectivamente, a equacdo (37) em forma discretizada, torna-se,
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C,u, =qu—Hui,

. .. 1 . ) x
cujo valor do coeficiente C; vale > pois & € ponto de contorno suave (€ =) (equacgdo (40)).
Dessa forma, a matriz H = %[l]-i- H , onde I € a matriz identidade, tornando possivel a montagem
do seguinte sistema matricial de equacoes,

Hu=Gq, (54)

0 qual admite solucdo Unica quando condicdes especificas de contorno sdo impostas.

3.2.1 Um problema com a aplicacdo de elementos triangulares de contorno — MEC-3D

Os resultados da formulagdo do MEC-3D sdo comparados a solucao analitica do seguinte

problema que considera a equagéo (34), com 0<x<1,0<y<1e0<z<1, sob as condi¢oes

de contorno ilustradas na Figura 31,

Figura 31 — llustragdo genérica da discretizacdo das faces do cubo e condig¢des de contorno.
us(x,y,1) =2

Fonte: O Autor (2025).
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cujas incgnitas sao U,(X,1,2),Us(L Y,2) , u,(x,0,2), Us(0,y,2), q,(X,¥,0) e ds (X, y.1) .
As solugdes para as variaveis u sdo apresentadas na Figura 32 e na Figura 33 para a variavel g,

utilizando-se 512 tridngulos de contorno por face.

Figura 32 — Solucéo u(x,y,z) para as faces do cubo com o MEC-3D.
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u(lyz) |

0
1

0.5

Fonte: O Autor (2025).

Figura 33 — Solucéo q(x,y,z) para as faces do cubo com 0 MEC-3D.
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Fonte: O Autor (2025).
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Comparando os resultados do MEC-3D com as solugdes analiticas do problema, sendo
ux,y,2)=2z,q(x,y,0=2eq(x vy, 1) =- 2, observa-se na Figura 32 uma distribuicdo linear de
0 até 2 no valor de u dependendo da posicéao z, evidenciando a correspondéncia entre as solucfes
para u nas Faces 2, 3, 4 e 5, e um resultado aproximado para g, ilustrado na Figura 33. Sob as
condi¢des de contorno impostas, a solu¢do da Equacao de Laplace fornece a superficie que une as
condicdes de contorno.

Somando os valores dos fluxos nas Faces 1 e 6 para testar a conservagdo de massa ou
energia no problema, foi obtido o valor de -4.9807x10™*, indicando um erro da ordem de 10
Esse erro esta associado a descontinuidade abrupta na variagdo do valor do fluxo imposto como
condicdo de contorno na juncdo entre as faces laterais e a base e o topo do cubo, bem como o
tamanho e quantidade dos tridngulos de contorno utilizados na discretizacao.

3.2.2 Calculo do potencial e sua derivada direcional nos pontos internos ao dominio

O calculo das incognitas para os pontos internos é feito apds a resolucdo do sistema de
equacOes, em forma de pos-processamento, mediante a reaplicacdo da equacdo integral do

Método dos Elementos de Contorno, sendo calculadas as matrizes Gin: € Hin, para um ponto ¢ do
dominio do cubo, tal que, (0,0,0) <& < (1,1,1), considera-se que o ponto fonte coincide com o

ponto interno, assim, o coeficiente de forma é unitario. Substituindo-se os valores ja conhecidos

de u e g, obtém-se a equacdo do para pontos internos, u,, (&), é:
uint(é) :Gint q- HintLI (55)
Para calcular os valores das derivadas direcionais do potencial, isto é, os fluxos nas

direcGes dos eixos coordenados, é necessario aplicar uma derivada direcional ao termo u,, (&) da

equacdo (55), obtendo-se os termos apresentados pela equacao (56):
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qmt x(g) __q __q (56)
OX
0
qmt y(é:)__q_ﬁu
qlntz(g) _q__q

Os resultados analiticos para o ponto interno com coordenadas &, =(0.5,0.5,0.5) , so:

u(&,) =1, 9,(&.0=0, 6,(&)=0 e q,(&,)=-0.2. Os resultados do MEC-3D para o referido ponto

interno séo 0s seguintes,

u;., =1.0095 (57)
qint_x = 00016
0 y =0.0016
Oin_, =—0.2829

apresentando um erro da ordem de 10>,
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4 CONSIDERAGCOES DO AUTOR

O presente trabalho teve a finalidade de apresentar as etapas de integracdo dos elementos
de contorno de forma simples e objetiva, fazendo uso de uma aproximacao linear para o caso de
duas dimens6es, com cada elemento sendo representado por linhas retas e, constante, no caso de
trés dimensdes, sendo as faces do dominio representadas por elementos planos, mais
precisamente, elementos triangulares.

As estruturas matematicas desenvolvidas e apresentadas para o MEC -2D e MEC-3D,
para a solugédo da Equacéo de Laplace, sdo de simples implementagdo computacional, dado que a
solucdo da equacdo diferencial parcial do problema é substituida pela solu¢do de um sistema de
equacdo lineares, cujas matrizes do sistema sdo calculadas apenas uma vez e alteragbes nas
condicdes de contorno requerem apenas o reposicionamento de colunas nas matrizes.

Os resultados obtidos indicaram boa aproximacgéo entre os resultados do numéricos e as
solugdes analiticas para os problemas testados, evidenciando a eficiéncia do método, surgindo
com uma alternativa numérica para solugédo de problemas potenciais.

Espera-se que este trabalho possa motivar o leitor no uso MEC em aplicacdes gerais de
engenharia, como nos exemplos aplicados apresentados, e que sirva como apoio para o estudo de
fendmenos regidos pela Equacdo de Laplace, ou que, ap6s algum tempo, apresentem

comportamento potencial em equilibrio.
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