Delta de Dirac.

Fendmenos de natureza impulsiva aparecem em diversas aplicacdes da engenharia, fisica e
até mesmo metabdlica. Estes problemas, junto a outros de natureza estatistica, podem ser modelados
pela funcéo conhecida como Delta de Dirac.

Em matematica, a funcéo delta de Dirac, também conhecida como funcéo 8, € uma distribuicdo na
reta real, a qual vale infinito no ponto zero e é nula no restante da reta. Seu analogo no dominio discreto é
0 delta de Kronecker, o qual vale O e 1.

O Delta de Dirac esta associado a forcas impulsivas que ocorrem durante a colisdo de dois objetos.
Ela é um forca de grande magnitude e aproximadamente constante que atua no sistema por um curto

periodo de tempo, como uma raquete batendo em uma bola de ténis, ou uma colisédo atdémica.

Além disso, se enfocarmos no contexto de processamento de sinais, ela é frequentemente
interpretada como um impulso unitario. Pode-se pensar no Delta de Dirac como um retangulo infinitamente
estreito e infinitamente alto, com area igual a unidade. Em muitos casos, pode ser encarado como o limite

de fun¢bes que tendem a estas condicoes.



A FUNGAO DELTA DE DIRAC

Considere a fungao

Il,; a<fir<a+k
fi(t —a)=
0; para os outros pontos
Ou seja, fr assume um alto valor para t proximo de a, ou seja, para k proximo de 0 e assume 0 para os

demais valores.

Assim, temos que

o0
0 fi (1) {D; t4a

=
—
Il

—

o0 o0 a+k
. . . 1
/ ff'm-(}fﬂf)df=/ limy_.o fi(1)dt =:'tm;¢—u/
—_ a
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A funcdo que satisfaz estas propriedades ndo é uma funcdo no sentido das funcbes
utilizadas no calculo, pois do céalculo sabemos que uma funcédo que é diferente de zero exceto em um
Unico ponto do dominio possui integral nula. Ou seja, matematicamente, o Delta de Dirac ndo pode ser

caracterizado propriamente como uma funcao, mas sim como um objeto matematico.

Este tipo de funcdo chamada funcdo generalizada ou distribuicdo, pois nos anos 1940, a
controversa funcdo de Dirac foi normalizada de maneira rigorosa pelo matematico francés Laurent
Schwartz e isso gerou um ramo inteiramente novo da matemética conhecido como teoria das

distribuic6es, ou funcdes generalizadas.



ESCREVENDO A FUNCAO DELTA DE DIRAC EM TERMOS DA FUNCAO
DEGRAU UNITARIO

Desta forma, definimos a fungdo Delta de Dirac, denotada por d(t—a), pelo limite
o(t — a) = lim fi(t — a),
k—0
ou seja, a fungdo (¢ a.) satisfaz as propriedades enunciadas acima.

Mos problemas é conveniente tratar a fungdo delia de Dirac como se fosse uma funcdo usual.

Para uma funcdo continua g[t} usamos a seguinte propriedade, conhecida como PROPRIEDADE DA
FILTRAGEM:

/ g(N3(t — a)dt = g(a)
0

Para obter a transformada de §(f — a), escrevemos fi(t — a) em temos da funcéo degrau unitario:

1. a<t<a+k

fi(t —a) =
0: para os outros pontos
0 : t<a
=% Il : a<t<a+k
0 : rtza+k

= %[u{r —a)—u(t — (a + k)]



A TRANSFORMADA DE LAPLACE DA FUNGAO DELTA DE DIRAC

Dai, a transformada da funcdo delta de Dirac sera dada por
L (6(t — a)) = Lir% L (filt —a).

Observe que

i 1 | i
Z (filt —a) = £-Z(lu(t —a)-ut — (a + k)]) = (L [u(t — a)] - Z[u(t — (a + b)]) =

1 1 —s5a 1 —sla+k) s —sk)
- (G gee) = T )

Dai,

E—GS

lim & (fi(t — a)) = li 1—e™R
lim & (fi(t - @)) = lim (1-e)

ks

que pela regra de 'Hospital nos da
FL(6(t —a)) = 1in5 L(fit—a)=e ™
Por consequéncia, se a = 0 entdo

F(6(1) =1

RESOLVENDO EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 22 ORDEM



Considere a equacao

YV 43y +2y=6(-1)
com valores iniciais dados por y(0) = 0 ey'(0) = 0.
Dai, pela transformada de Laplace

Z(y"+3Y +2y) = L6t - 1)

L)+ ZLBY)VZL2y) =€

s7Y — sy(0) — ¥ (0) + 3Ys— p(0) + 2Y = e~

Y{'sz +3s+s5)=¢""

E—S

Y=——"—"
5“4+ 3545

e”* s 1
Y =363 ¢ (H+1Kr+ﬁ)

Y:Eﬂ(ullf{slm)




Pela Transformada inversa

_ 1
y= (e—* (

(s +
_ 1 _

=7 ( —*( )—}f—] (
“ \G+D ¢
:u{r—])(.‘f—l( : )—.‘f‘l

(s+ 1)

— “{r . ]) {Ef.r—l} _ 82“—[}}

_ 0 I <1

| elt-D 2= 5

EXERGICIO 1

Vamos resolver a Transformada Inversa: % | [a.*rctg (%)]

Seja f(t) = & ! |arctg (%)],entﬁc
tf(1) & { dﬂrr
= _ (i
ds 8
Por Fragbes Parciais (leia mais aqui) encontramos
tf(t) =— <! [1 —~
Portanto,

QRS

()=

sen(t)— o(r)
—

1))_‘?_3({312)))
)

((siz)

§2
241

1
R ] = sen(r)— o(r).




EXERGICI0 2
Considere a equagao
YV 43y +2y=6(t—1)
com valores iniciais dados por y(0) = Oe y'(0) = 0.
Dai, pela transformada de Laplace
Ly + 3y +2y) = L(6(t— 1)
LO)+ZLBYVLQ2y) ="
s7Y — sp(0) — Y (0) + 3Ys—y(0) + 2Y = ¢~
Y(s>+3s+5)=e°

E—S

s2+ 35+ s

e”" s 1
Y =G3ner2 ¢ ({s+1}(5+2))

Y:‘?_x(tsln_{sizj)

Y:e_s((sll))_e_s((slz))

Pela Transformada inversa

i 1
y:.(f:_] (E_S(

= u(t — 1) (e"7V — 2)

0; r<1
I GV Q2= >




EXERGICI0 3
Encontre a solugdo do PV.L.: y" + 16y = 43(t — 7) onde y(0) = ~1ey'(0) =0;
Neste caso,

L (Y +16y) = L(48(t — 1)) = s°Y — s + 16Y = 4e™™.
Dai,

Ao + 5 B
(s2+16)  (s2+16)

Y24+ 16)=4e™ +5 = Y(s) =

4 5
ol + 2 )
(s=+16) (s +16)

—x

Desta forma, usando a linearidade da transformada inversa e o teorema da translacao, encontramos

| ] 4 cio—1 ] — lf _ i
y(i) = (e —(5-1 N 16)) + (—{_32 " 16)) = u(t — m)sen(4(t — m)) + cos(4r).

EXERCICIO 4
Encontre asolugdodo PV.l.:y" + 4y’ +4 =34(t — 1) +d(t — 2),y(0) = 1ey'(0) = 1.

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equacao encontramos:

4
STY—s — 1 +4(sY — 1) =3¢ + e 22— =
5
que nos leva a
4 1 4 5 1
Y(s) =3e™" +e — + + :
(5) = 3e s2+4 s2+4 s(sP+4) sT+4 0 5244

Aplicando a Transformada de Laplace Inversa obtemos

y(t) = %u(r — Dsen(2(t — 1)) + %u(r — 2)sen(t —2)+ 1 + %SEH(ZI).



EXERGICIO 5
Encontre a solugodo PV.L:y" + 9y = 34(t — =); »(0)=1 ¢'(0)=0;

Considere Y (s) = & {y(t)}. Como £ {3/ (t)} = s*Y (s) — s e £ {35(t — =)} = 3e ™, podemos

tomar a Transformada de Laplace dos dois lados da equacio e resolver para Y(s] resultando em
s2Y—5 +9Y = 37"
eoquenoslevaa

s
Y(5)= 57—+ e ™

s2+9 29 = 2 leosGN} + e L [sen(3D))

Usando a propriedade de translagdo para determinar a transformacéo de Laplace Inversa de Y{s],

achamos
y(1) = cos(31) + [sen(3|t—x])] u(t — x).

OBS: Este PV.1. esta ligada ao problema de uma mola presa, liberada do repouso 1 m abaixo da posicao de
equilibrio para o sistema massa-mola e comeca a vibrar. Depois de m segundos, a massa € atingida por um

martelo exercendo sobre ela um impulsao.
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